
Ｒｅｃｅｉｖｅｄｄａｔｅ：２００６０７１０
Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｔｅｒｍ：ＮＮＳＦＣ（６０４７４０２９）；ＴｈｅＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＲｅｓｅａｒｃｈＰｒｏｊｅｃｔｏｆｔｈｅＥｄｕｃａｔｉｏｎＤｅｐａｒｔｍｅｎｔｏｆＧａｎｓｕＰｒｏｖｉｎｃｅ（０５０１０２）
Ｂｉｏｇｒａｐｈｙ：ＣＨＥＮＧＨｕｉ（１９５３ ），ｆｅｍａｌｅ，ａｓｓｏｃｉａｔｅｐｒｏｆｅｓｓｏｒ，ｍａｓｔｅｒ，ｒｅｓｅａｒｃｈｆｉｅｌｄｉｓｇｒａｐｈｔｈｅｏｒｙａｎｄｉｔｓａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．Ｅｍａｉｌ：ｃｈｅｎｇｈｕｉｎｗｎｕ＠１６３．ｃｏｍ

文章编号：１６７１９３５２（２００７）０６００８１０６

ＡｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｅｘｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇｔｏｔａｌｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｏｎＷｓ∨Ｋｍ，ｎ

ＣＨＥＮＧＨｕｉ１，ＹＡＯＢｉｎｇ２ａｎｄＺＨＡＮＧＺｈｏｎｇｆｕ１，２

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅ，ＮｏｒｔｈｗｅｓｔＮｏｒｍａｌＵｎｉｖ．，Ｌａｎｚｈｏｕ７３００７０，Ｇａｎｓｕ，Ｃｈｉｎａ；
２．ＩｎｓｔｉｔｕｔｅｏｆＡｐｐｌｉｅｄＭａｔｈｅｍａｔｉｃ，ＬａｎｚｈｏｕＪｉａｏｔｏｎｇＵｎｉｖ．，Ｌａｎｚｈｏｕ７３００７０，Ｇａｎｓｕ，Ｃｈｉｎ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ａｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅａｂｏｕｔｔｈｅｃｏｎｃｅｐｔｏｆｔｈｅａｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｅｘｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｓ（ＡＶＤＴＣ）ｏｎｇｒａｐｈｓｉｓｓｔａｔｅｄａｓ
ｔｈｉｓ：ＦｏｒａｎｙｓｉｍｐｌｅｇｒａｐｈＧ，ｔｈｅｎχａｔ（Ｇ）Δ（Ｇ）＋３．ＴｈｅＡＶＤＴＣｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｏｆａｊｏｉｎｇｒａｐｈＷｓ∨Ｋｍ，ｎｉｓｄｅｔｅｒ

ｍｉｎｅｄｉｎｔｈｅｆｏｒｍΔ（Ｗｓ∨Ｋｍ，ｎ）＋１χａｔ（Ｗｓ∨Ｋｍ，ｎ）Δ（Ｗｓ∨Ｋｍ，ｎ）＋２．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｇｒａｐｈ；ｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇ；ａｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｅｘｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇ；ａｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｅｘｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇｔｏｔａｌｃｈｒｏｍａｔｉｃ
ｎｕｍｂｅｒ

联图 Ｗｓ∨Ｋｍ，ｎ的邻点可区别全色数

程 辉１，姚 兵１，张忠辅１，２

（１．西北师范大学 数学与信息科学学院，甘肃 兰州 ７３００７０；２．兰州交通大学 应用数学研究所，甘肃 兰州 ７３００７０）

摘要：图的邻点可区别全染色（ＡＶＤＴＣ）数为χａｔ（Ｇ），有猜想：χａｔ（Ｇ）Δ（Ｇ）＋３．联图 Ｗｓ∨Ｋｍ，ｎ的邻点可区别全

色数被确定为χａｔ（Ｗｓ∨Ｋｍ，ｎ）＝Δ（Ｗｓ∨Ｋｍ，ｎ）＋１或Δ（Ｗｓ∨Ｋｍ，ｎ）＋２．
关键词：图；全染色；邻点可区别全染色；邻点可区别全色数

中图分类号：Ｏ１５７．５ 文献标识码：Ａ

０ Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ

Ｔｈｅｃｏｎｃｅｐｔｏｆｔｈｅｖｅｒｔｅｘｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇｐｒｏｐｅｒｅｄｇｅｃｏｌｏｒｉｎｇ（ＶＤＰＥＣ）ｗａｓｉｎｔｒｏｄｕｃｅｄａｎｄｄｉｓｃｕｓｓｅｄｂｙＢｕｒｒｉｓａｎｄ
Ｓｃｈｅｌｐｉｎｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［１］，ａｎｄｔｈｅｒｅａｒｅｍａｎｙｒｅｓｕｌｔｓｈａｖｅｂｅｅｎｏｂｔａｉｎｅｄ［２，３］．Ａｌｔｈｏｕｇｈｔｈｅｒｅａｒｅｍａｎｙｒｅｓｕｌｔｓｏｎｔｈｅｔｏｔａｌ
ｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｇｒａｐｈｓ［４］，ｔｈｅｆａｍｏｕｓｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅχＴ（Ｇ）Δ（Ｇ）＋２ｉｓｏｐｅｎ．ＺｈａｎｇＺｈｏｎｇｆｕｅｔａｌ．ｆｉｒｓｔｉｎｔｒｏ
ｄｕｃｅｄｔｈｅｃｏｎｃｅｐｔｓｏｆｔｈｅａｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｅｘｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇｐｒｏｐｅｒｅｄｇｅｃｏｌｏｒｉｎｇｓ（ＡＶＤＰＥＣ）ａｎｄｔｈｅａｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｅｘｄｉｓｔｉｎ
ｇｕｉｓｈｉｎｇｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｓ（ＡＶＤＴＣ）ｏｎｇｒａｐｈｓ，ａｎｄｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄｓｏｍｅｐａｒｔｉｃｕｌａｒｇｒａｐｈｓｓｕｃｈａｓｐａｔｈｓ，ｃｙｃｌｅｓ，ｃｏｍｐｌｅｔｅ
ｇｒａｐｈｓ，ｃｏｍｐｌｅｔｅｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈｓ，ｓｔａｒｓ，ｆａｎｓａｎｄｗｈｅｅｌｓａｂｏｕｔｔｈｅＡＶＤＰＥＣｃｈｒｏｍａｔｉｃｉｎｄｅｘａｎｄＡＶＤＴＣｃｈｒｏｍａｔｉｃ
ｎｕｍｂｅｒｓｉｎｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓｏｆ［５］ａｎｄ［６］．Ｉｎ２００５，ＺｈａｎｇＺｈｏｎｇｆｕｅｔａｌ．ｐｒｏｐｏｓｅｄａｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅ：ＦｏｒａｎｙｓｉｍｐｌｅｇｒａｐｈＧ，
ｔｈｅｎχａｔ（Ｇ）Δ（Ｇ）＋３ｉｎｒｅｆｅｒｅｎｃｅ［７］．Ｕｎｆｏｒｔｕｎａｔｅｌｙ，ｔｈｅｒｅｉｓｌｉｔｔｌｅｗｏｒｋｓｏｎｇｒａｐｈｓＡＶＤＴＣｎｏｗａｄａｙｓ．Ｉｎｔｈｉｓｐａ
ｐｅｒ，ｔｈｅＡＶＤＴＣｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｏｆａｊｏｉｎｇｒａｐｈＷｓ∨Ｋｍ，ｎｉｓｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄ，ｔｈａｔｉｓ，

Δ（Ｗｓ∨Ｋｍ，ｎ）＋１χａｔ（Ｗｓ∨Ｋｍ，ｎ）Δ（Ｗｓ∨Ｋｍ，ｎ）＋２．
Ｆｏｒｔｈｅｓａｋｅｏｆｓｉｍｐｌｉｃｉｔｙ，ｗｅｕｓｅｔｈｅｓｙｍｂｏｌ［ｋ］ｉｓｕｓｅｄｉｎｓｔｅａｄｏｆｔｈｅｓｅｔ｛１，２，… ｋ｝，ｗｈｅｒｅｋｉｓａｎａｔｕｒａｌ

ｎｕｍｂｅｒａｎｄ［ｋ］ｉｓｏｆｔｅｎｃａｌｌｅｄａｃｏｌｏｒｓｅｔ．Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙ，ｔｈｅｃｏｌｏｒｓｅｔ［ｍ］０＝｛０，１，２，…ｍ｝ｉｓａｌｓｏｕｓｅｄ．Ｌｅｔｆｂｅａ
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ｐｒｏｐｅｒｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆａｇｒａｐｈＧｆｒｏｍＶ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ）ｔｏ［ｋ］，ｔｈｅｎｔｈｅｃｏｌｏｒｓｅｔＣ（ｖ）ｏｆａｖｅｒｔｅｘｖｏｆＧａｓｔｈｅｆｏｒｍ
Ｃ（ｖ）＝｛ｆ（ｖ）｝∪｛ｆ（ｖｗ）｜ｗ∈Ｖ（Ｇ），ｖｗ∈Ｅ（Ｇ）｝，ａｎｄ珔Ｃ（ｖ）＝［ｋ］＼Ｃ（ｖ）ｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅｃｏｌｏｒｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔｓｅｔｏｆ
Ｃ（ｖ）．
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１［７］ ＬｅｔｆｂｅａｐｒｏｐｅｒｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆａｇｒａｐｈＧｆｒｏｍＶ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ）ｔｏ［ｋ］．Ｉｆｆｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈａｔ
（ⅰ）ｕ，ｖ∈Ｖ（Ｇ），ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），ｆ（ｕ）≠ｆ（ｖ），ｆ（ｕ）≠ｆ（ｕｖ）≠ｆ（ｖ）；
（ⅱ） ｕｖ，ｖｗ∈Ｅ（Ｇ），ｆ（ｕｖ）≠ｆ（ｖｗ）；
（ⅲ）ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），Ｃ（ｕ）≠Ｃ（ｖ）．
ＴｈｅｎｆｉｓｃａｌｌｅｄａｋＡＶＤＴＣｏｆＧ，ａｎｄｔｈｅｓｍａｌｌｅｓｔｎｕｍｂｅｒｏｆｋｏｖｅｒａｌｌｋＡＶＤＴＣｓｏｆＧ，χａｔ（Ｇ），ｉｓｃａｌｌｅｄｔｈｅ

ＡＶＤＴＣｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｏｆＧ．
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ２［８］ ＴｈｅｊｏｉｎｇｒａｐｈＧ∨ＨｏｆｔｗｏｇｒａｐｈｓＧａｎｄＨｈａｓｔｈｅｖｅｒｔｅｘｓｅｔＶ（Ｇ∨Ｈ）＝Ｖ（Ｇ）∪Ｖ（Ｈ）ａｎｄ

ｅｄｇｅｓｅｔＥ（Ｇ∨Ｈ）＝Ｅ（Ｇ）∪Ｅ（Ｈ）∪｛ｕｖ｜ｕ∈Ｖ（Ｇ），ｖ∈Ｅ（Ｈ）｝．
Ｓｏｍｅｎｏｔａｔｉｏｎｓａｎｄｔｅｒｍｉｎｏｌｏｇｉｅｓｎｏｔｍｅｎｔｉｏｎｅｄａｒｅｃｉｔｅｄｆｒｏｍ［８］．

１ Ｍａｉｎｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｐｒｏｏｆｓ

Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏａｄｄｒｅｓｓｔｈｅｒｅｓｕｌｔｃｌｅａｒｌｙ，ｓｏｍｅｎｏｔａｔｉｏｎｓａｒｅｎｅｅｄｅｄ．ＩｔｉｓｋｎｏｗｎｔｈａｔｔｈｅｗｈｅｅｌＷｓｉｓｔｈｅｊｏｉｎｇｒａｐｈ
Ｋ１∨Ｃｓｏｆａｎｉｓｏｌａｔｅｄｖｅｒｔｅｘｖ０＝Ｋ１ａｎｄａｃｙｃｌｅＣｓ＝｛ｖ１，ｖ２，…ｖｓ｝，ｔｈｅｒｅｂｙ，ｉｔｈａｓｔｈｅｖｅｒｔｅｘｓｅｔＶ（Ｗｓ）＝｛ｖ０，

ｖ１，ｖ２，…ｖｓ｝ａｎｄｔｈｅｅｄｇｅｓｅｔＥ（Ｗｓ）＝｛ｖ０ｖｉ｜１ｉｓ｝∪｛ｖｉｖｉ＋１｜１ｉｓａｎｄｖｓ＋１＝ｖ１｝．Ｆｏｒｍｎ，ｌｅｔＨｍａｎｄ
Ｈｎｂｅｎｏｎｅｄｇｅｇｒａｐｈｓ，ｎａｍｅｌｙ，Ｅ（Ｈｍ）＝ａｎｄＥ（Ｈｎ）＝，ａｎｄｌｅｔＶ（Ｈｍ）＝｛ｕ１，ｕ２，…ｕｍ｝ａｎｄＶ（Ｈｎ）＝｛ｗ１，

ｗ２，…ｗｎ｝．ＡｃｏｍｐｌｅｔｅｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈＫｍ，ｎ＝Ｈｍ∨Ｈｎｉｓｄｅｆｉｎｅｄ，ｗｒｉｔｅｉｔｓｅｄｇｅｓｅｔＥ（Ｋｍ，ｎ）＝｛ｕｊｗｋ｜１ｊｍ，

１ｋｎ｝．Ｓｕｃｃｅｓｓｉｖｅｌｙ，Ｖ（Ｗｓ∨Ｋｍ，ｎ）＝Ｖ（Ｗｓ）∪Ｖ（Ｋｍ，ｎ）ａｒｅｏｂｔａｉｎｅｄａｎｄ
Ｅ（Ｗｓ∨Ｋｍ，ｎ）＝Ｅ（Ｗｓ）∪Ｅ（Ｋｍ，ｎ）∪｛ｘｙ｜ｘ∈Ｖ（Ｗｓ），ｙ∈Ｖ（Ｋｍ，ｎ｝，

ｗｈｅｒｅ，ｉｎｄｅｔａｉｌ，
｛ｘｙ｜ｘ∈Ｖ（Ｗｓ），ｙ∈Ｖ（Ｋｍ，ｎ）｝＝｛ｖｉｕｊ｜０ｉｓ，１ｊｍ｝∪｛ｖｉｗｋ｜０ｉｓ，１ｋｎ｝．

ＩｔｉｓｃｌｅａｒｔｈａｔＷｓ∨Ｋｍ，ｎ＝（Ｋ１∨Ｃｓ）∨（Ｈｍ∨Ｈｎ）．ＴｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇＬｅｍｍａ１ａｎｄＬｅｍｍａ２ａｒｅｏｂｖｉｏｕｓ，ｓｏｔｈｅ
ｐｒｏｏｆｓｏｎｔｈｅｍａｒｅｏｍｉｔｔｅｄ．

Ｌｅｍｍａ１ ＬｅｔＧ（Ｖ，Ｅ）ｂｅａｃｏｎｎｅｃｔｅｄｇｒａｐｈ．ＩｆＧｈａｓｎｏｔｗｏａｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｉｃｅｓｏｆｍａｘｉｍｕｍｄｅｇｒｅｅ，ｔｈｅｎ

χａｔ（Ｇ）Δ（Ｇ）＋１，ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ，ｈａｖｅχａｔ（Ｇ）Δ（Ｇ）＋２．
Ｌｅｍｍａ２ ＬｅｔｆｂｅａｋＡＶＤＴＣｏｆｔｈｅｊｏｉｎｇｒａｐｈＷｓ∨Ｋｍ，ｎ，ｔｈｅｎ：
（１）Ｆｏｒ１ｉｓ，｜Ｃ（ｖｉ）｜＝｜Ｃ（ｖｉ＋１）｜，ｈｅｒｅｖｓ＋１＝ｖ１．
（２）Ｉｆｍ＝ｎ，ｆｏｒ１ｊ，ｋｎｔｈｅｎ｜Ｃ（ｕｊ）｜＝｜Ｃ（ｗｋ）｜．
（３）Ｆｏｒ１ｊｍ，１ｋｎ，ｔｈｅｎ｜Ｃ（ｕｊ）｜＝｜Ｃ（ｖｉ）｜ｉｆｓ＝ｍ＋２ａｎｄ１ｉｓ；ａｎｄｔｈｅｒｅａｒｅ｜Ｃ（ｗｋ）｜＝

｜Ｃ（ｖｉ）｜ｉｆｓ＝ｎ＋２ａｎｄ１ｉｓ．
Ｔｈｅｏｒｅｍ１ Ｆｏｒχａｔ（Ｗ３∨Ｋｍ，ｎ）＝ｍ＋ｎ＋５．
Ｐｒｏｏｆ Ｓｉｎｃｅｔｈｅｒｅａｒｅａｔｌｅａｓｔｔｗｏｍａｘｉｍｕｍｄｅｇｒｅｅｖｅｒｔｉｃｅｓｗｈｉｃｈａｒｅａｄｊａｃｅｎｔ，ｔｈｅｎχａｔ（Ｗ３∨Ｋｍ，ｎ）ｍ＋ｎ＋

５ｂｙＬｅｍｍａ１．Ｏｎｌｙａ（ｍ＋ｎ＋５）ＡＶＤＴＣｏｆＷ３∨Ｋｍ，ｎｉｓｕｓｅｄｆｏｒｃｏｍｐｌｅｔｉｎｇｔｈｅｐｒｏｏｆ．
Ａｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｇ：Ｖ（Ｗ３∨Ｋｍ，ｎ）∪Ｅ（Ｗ３∨Ｋｍ，ｎ）→［ｍ＋ｎ＋４］０ｉｓｄｅｆｉｎｅｄｔｏｔｈｅｊｏｉｎｇｒａｐｈＷ３∨Ｋｍ，ｎａｓ

ｆｏｌｌｏｗｓ．
Ｆｉｒｓｔｌｙ，ａｌｌｖｅｒｔｉｃｅｓａｎｄｅｄｇｅｓｉｎｔｈｅｐａｒｔＷ３ｏｆＷ３∨Ｋｍ，ｎａｒｅｃｏｌｏｒｅｄ．Ｓｅｔｔｉｎｇｇ（ｖ０）＝０，ｇ（ｖｉ）＝２ｉａｎｄ

ｇ（ｖ０ｖｉ）＝ｉｆｏｒ１ｉ３，ｇ（ｖ１ｖ２）＝３，ｇ（ｖ２ｖ３）＝５，ｇ（ｖ３ｖ１）＝４，ｇ（ｖｉｕｊ）＝ｉ＋ｊ＋４（ｍｏｄｍ＋ｎ＋５）ｆｏｒ
０ｉ３ａｎｄ１ｊｍ，ａｎｄｇ（ｖｉｗｋ）＝ｉ＋ｋ＋ｍ＋４（ｍｏｄｍ＋ｎ＋５）ｆｏｒ０ｉ３ａｎｄ１ｋｎ．

Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｃｏｌｏｒｓａｒｅａｓｓｉｇｎｅｄｔｏｔｈｅｒｅｍａｉｎｉｎｇｐａｒｔｏｆＷ３∨Ｋｍ，ｎｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｗｏｃａｓｅｓ．
Ｃａｓｅ１ ｍ＞１
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ｇ（ｕｊｗｋ）＝ｊ＋ｋ＋ｍ＋７（ｍｏｄｍ＋ｎ＋５）ｉｓｃｏｌｏｒｅｄｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏ１ｊｍａｎｄ１ｋｎ，

ｇ（ｕｊ）＝
１， ｎ＝２；
ｍ＋７， ｎ＝３；
ｍ＋８， ｎ

{
＞３．

１ｊｍ－１，ｇ（ｕｍ）＝
１， ｎ＝２，３；
ｍ＋８， ｎ＞３{ ，

ａｓｗｅｌｌａｓｇ（ｗｋ）＝
５， ｍ＝２；
ｍ＋４， ｍ{ ＞２．

１ｋｎ．

Ｃａｓｅ２ ｍ＝１．
ｇ（ｕ１ｗｎ）＝４，ｇ（ｕ１）＝３，ｇ（ｗｋ）＝５ｉｓｓｅｔｗｉｔｈ１ｋｎ．Ｉｆｎ＝２，ｉｔｍｕｓｔｂｅｇ（ｕ１ｗ１）＝２．Ｉｆｎ＞２，ｔｈｅｎ

ｇ（ｕ１ｗｋ）＝ｋ＋９（ｍｏｄｎ＋６）ｆｏｒ１ｋｎ－１．
ＴｈｉｓｃｏｌｏｒｉｎｇｇｉｓｓｈｏｗｎａｓｓａｔｉｓｆｙｉｎｇＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１．Ｕｎｄｅｒｔｈｅｃｏｌｏｒｉｎｇｇ，ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｖｉ）＝｛ｉ＋４｝（ｍｏｄｍ＋ｎ＋５）

ｆｏｒ０ｉ３．Ｗｈｅｎｍ＝１，ｉｆｎ＞３，ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｕ１）＝｛９｝；ｉｆｎ＝３，ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｕ１）＝｛０｝；ｉｆｎ＝２，ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｕ１）＝｛１｝；
ｉｆｎ＝１，ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｕ１）＝｛２｝．

Ｉｆｍ＝ｎ＝１，｛２｝＝珔Ｃ（ｕ１）≠珔Ｃ（ｗ１）＝｛３｝．Ｆｏｒｍ＝ｎ＝２，珔Ｃ（ｕ１）＝｛０，４｝，珔Ｃ（ｕ２）＝｛２，５｝，珔Ｃ（ｗ１）＝｛４，

６｝，珔Ｃ（ｗ２）＝｛６，７｝．Ｉｆｍ＝ｎ＝３，０∈珔Ｃ（ｕｊ），ｂｕｔ０珔Ｃ（ｗｋ）ｆｏｒ１ｊ，ｋ３．Ｗｈｅｎｍ＝ｎ＞３，ｍ＋３∈珔Ｃ（ｗｋ）

ｗｉｔｈ１ｋｎ，ｂｕｔｍ＋３珔Ｃ（ｕｊ）ｆｏｒｍ－４ｊｍ－１．Ａｎｄｔｈｅｎ１∈珔Ｃ（ｕｍ）ａｎｄｍ＋４∈珔Ｃ（ｕｔ）ｆｏｒ１ｔｍ－

５，ｂｕｔｔｈｅｓｅｔｗｏｎｕｍｂｅｒｓ１，ｍ＋４珔Ｃ（ｗｋ）ｗｈｅｎ１ｋｎ．Ｈｅｎｃｅ，Ｃ（ｕｊ）≠Ｃ（ｗｋ）ｈａｓｂｅｅｎｖｅｒｉｆｉｅｄｆｏｒ１ｊ，
ｋｍ．
Ｇａｔｈｅｒｉｎｇｕｐａｌｌｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｓｔｏｇｅｔｈｅｒ，ｔｈｅｃｏｌｏｒｉｎｇｇｉｓｅｘａｃｔｌｙａ（ｍ＋ｎ＋５）ＡＶＤＴＣｏｆｔｈｅｇｒａｐｈＷ３∨Ｋｍ，ｎ，

ｗｈｉｃｈｇｉｖｅｓｏｕｔχａｔ（Ｗ３∨Ｋｍ，ｎ）＝ｍ＋ｎ＋５，ａｓｄｅｓｉｒｅｄ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ２ χａｔ（Ｗ４∨Ｋｍ，ｎ）＝
ｎ＋７， ｍ＝１；
ｍ＋ｎ＋５， ｍ{ ＞１．

Ｐｒｏｏｆ Ｆｏｒｍ＝１，ｎｏｔｉｃｅｔｈａｔｂｏｔｈｖ０ａｎｄｕ１ａｒｅｔｗｏａｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｉｃｅｓｏｆｍａｘｉｍｕｍｄｅｇｒｅｅｉｎＷ４∨Ｋ１，ｎ．Ｔｈｅｒｅｂｙ，

χａｔ（Ｗ４∨Ｋ１，ｎ）ｎ＋７ｂｙＬｅｍｍａ１．Ａ（ｎ＋７）ＡＶＤＴＣｆｉｓｇｉｖｅｎｔｏＷ４∨Ｋ１，ｎ，ｎａｍｅｌｙ，ｆ：Ｖ（Ｗ４∨Ｋ１，ｎ）∪
Ｅ（Ｗ４∨Ｋ１，ｎ）→［ｎ＋６］０．
Ｌｅｔｆ（ｖ０）＝１，ｆ（ｖ１）＝ｆ（ｖ３）＝３，ｆ（ｖ２）＝４，ｆ（ｖ４）＝７；ｆ（ｖ０ｖｉ）＝ｉ＋１ｆｏｒ１ｉ４，ｆ（ｖ１ｖ２）＝１，

ｆ（ｖ２ｖ３）＝５，ｆ（ｖ３ｖ４）＝６，ｆ（ｖ４ｖ１）＝４，ｆ（ｗｋ）＝５ｆｏｒ１ｋｎ．
Ｓｅｔ

ｆ（ｖｉｕ１）＝
６， ｉ＝０；
５， ｉ＝１；
ｉ＋５， ｉ＝２，３

{
，

ａｎｄｆ（ｖ４ｕ１）＝
３， ｎ＝１；

９（ｍｏｄｎ＋７）， ｎ＞１{ ，

ｆ（ｕ１）＝
２， ｎ＝１，２；
０， ｎ＝３；
１０， ｎ＞３

{
，

ａｎｄｆ（ｖｉｗｋ）＝
ｋ＋６， ｉ＝０；
ｋ＋５， ｉ＝１；

ｋ＋ｉ＋５（ｍｏｄｎ＋７）， ｉ＝２，３，４
{

；

１ｋｎ．

ｆ（ｕ１ｗｋ）＝ｋ＋１０（ｍｏｄｎ＋７），ｆｏｒｎ３ａｎｄ１ｋｎ．
Ｆｏｒｎ＝１，ｌｅｔｆ（ｕ１ｗ１）＝４．Ｉｆｎ＝２，ｔｈｅｎｆ（ｕ１ｗ１）＝３，ｆ（ｕ１ｗ２）＝４．Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｆｉｓａｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｆｒｏｍＶ

（Ｗ４∨Ｋ１，ｎ）∪Ｅ（Ｗ４∨Ｋ１，ｎ）ｔｏ［ｎ＋６］０．
Ｕｎｄｅｒｔｈｉｓｃｏｌｏｒｉｎｇｆ，ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｖ１）＝｛ｎ＋６，０｝，珔Ｃ（ｖ２）＝｛２，６｝，珔Ｃ（ｖ３）＝｛２，７｝．Ｉｆｎ＞１，ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｖ４）＝｛３，

８｝．Ｗｈｅｎｎ＝１，ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｖ４）＝｛１，８｝，珔Ｃ（ｖ０）＝｛０｝，珔Ｃ（ｕ１）＝｛１｝ａｎｄ珔Ｃ（ｗ１）＝｛３｝．Ｗｈｅｎｎ＝２，珔Ｃ（ｗ１）＝｛２，
４｝ａｎｄ珔Ｃ（ｗ２）＝｛３，６｝．

Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｖｅｒｉｆｙｔｈａｔｆｉｓａ（ｎ＋７）ＡＶＤＴＣｏｆＷ４∨Ｋ１，ｎ，ｔｈａｔｉｓχａｔ（Ｗ４∨Ｋ１，ｎ）＝ｎ＋７．
Ｔｈｅｃａｓｅｏｆｍ ＞１ｉｓｄｅａｌｔｗｉｔｈ．Ｓｉｎｃｅｖ０ ｉｓｔｈｅｕｎｉｑｕｅｖｅｒｔｅｘｏｆｍａｘｉｍｕｍ ｄｅｇｒｅｅｉｎＷ４∨ Ｋｍ，ｎ，

χａｔ（Ｗ４∨Ｋｍ，ｎ）ｍ＋ｎ＋５ａｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＬｅｍｍａ１．Ｔｈｅｒｅｆｏｒｅｉｔｉｓｏｎｌｙｎｅｅｄｅｄｔｏｐｒｏｖｅｔｈａｔｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔｓａ（ｍ＋ｎ＋
５）ＡＶＤＴＣｏｆＷ４∨Ｋｍ，ｎ．ＡｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｆｉｓｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｆｒｏｍＶ（Ｗ４∨Ｋｍ，ｎ）∪Ｅ（Ｗ４∨Ｋｍ，ｎ）ｔｏ［ｍ＋ｎ＋４］０ａｓ
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ｆｏｌｌｏｗｓ．Ｌｅｔｆ（ｖ０）＝１，ｆ（ｖ１）＝ｆ（ｖ３）＝３，ｆ（ｖ２）＝４，ｆ（ｖ０ｖｉ）＝ｉ＋１ｆｏｒ１ｉ４，ｆ（ｖ１ｖ２）＝１，ｆ（ｖ３ｖ４）＝６．
Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｃａｓｅｓｈａｖｅｔｏｂｅｃｏｌｏｒｅｄ．

Ｃａｓｅ１ ｍ＝ｎ＝２．
Ｓｅｔｆ（ｖ４）＝４，ｆ（ｖ２ｖ３）＝２，ｆ（ｖ４ｖ１）＝０，

ｆ（ｖｉｕｊ）＝
ｊ＋５， ｉ＝０；
ｉ＋ｊ＋２，ｉ＝１，２；ｊ＝１，２，ｅｘｃｅｐｔｉ＝４ａｎｄｊ＝２，
ｉ＋ｊ＋３，ｉ＝３，４

{
；

ｆ（ｖｉｗｋ）＝
ｋ＋７（ｍｏｄ９），ｉ＝０；
ｉ＋ｋ＋４， ｉ＝１，２{ ；

ｋ＝１，２．

Ｏｔｈｅｒｌａｂｅｌｓａｒｅｆ（ｖ３ｗ１）＝０，ｆ（ｖ３ｗ２）＝１，ｆ（ｖ４ｗｋ）＝ｋ＋１ａｎｄｆ（ｕ１ｗｋ）＝ｋｆｏｒｋ＝１，２，ｆ（ｖ４ｕ２）＝１，

ｆ（ｕｊ）＝０，ｊ＝１，２，ａｓｗｅｌｌａｓｆ（ｕ２ｗｋ）＝ｋ＋２ａｎｄｆ（ｗｋ）＝５ｆｏｒｋ＝１，２．
Ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅｔｈａｔｆｉｓａ９ＡＶＤＴＣ，ｗｈｉｃｈｓｈｏｗｓχａｔ（Ｗ４∨Ｋ２，２）＝９．
Ｃａｓｅ２ ２ｍ＜ｎａｎｄ３ｍｎ．ＬｅｔＬ＝ｍ＋ｎ＋５．Ｓｅｔｆ（ｖ４）＝７，ｆ（ｖ２ｖ３）＝５，ｆ（ｖ４ｖ１）＝４，

ｆ（ｖ２ｗｎ）＝６，

ｆ（ｖｉｕｊ）＝
ｊ＋５， ｉ＝０；
ｊ＋４， ｉ＝１；
ｉ＋ｊ＋４（ｍｏｄＬ）， ｉ＝２，３，４

{
；

１ｊｍ，

ｆ（ｖｉｗｋ）＝
ｋ＋ｍ＋５（ｍｏｄＬ）， ｉ＝０；
ｋ＋ｍ＋４， ｉ＝１；
ｋ＋ｉ＋ｍ＋４（ｍｏｄＬ）， ｉ＝２，３，４

{
；

１ｋｎ，ｅｘｃｅｐｔｋ＝ｎａｎｄｉ＝２．

ｆ（ｕｊｗｋ）＝ｋ＋ｊ＋ｍ＋８（ｍｏｄＬ）ｆｏｒ１ｊｍａｎｄ１ｋｎ，ｅｘｃｅｐｔｔｈｅｃａｓｅｏｆｋ＝ｎａｎｄｊ＝３．

ｆ（ｕ３ｗｎ）＝
ｍ＋１１（ｍｏｄＬ）， ｎ８；
ｎ＋ｍ＋３， ｎ７，ｂｕｔｍ＋ｎ＞８；
１， ｎ７，ｂｕｔｍ＋ｎ

{
８．

Ｗｈｅｎｎ＝３，ｆ（ｕｊ）＝ｍ＋８（ｍｏｄＬ）ｆｏｒ１ｊｍ－１ａｎｄｆ（ｕｍ）＝２．Ｗｈｅｎｎ＝６，ｆ（ｕｊ）＝ｍ＋９ｆｏｒ１ｊ
ｍｅｘｃｅｐｔｊ＝３，ｆ（ｕ３）＝ｍ＋１０．Ｗｈｅｎｎ≠３，６，ｔｈｅｎｆ（ｕｊ）＝ｍ＋９ｗｉｔｈ１ｊｍ．Ｗｈｅｎｍ＝２，３，ｆ（ｗｋ）＝６ｆｏｒ
１ｋｎ－１ａｓｗｅｌｌａｓｆ（ｗｎ）＝８．Ｗｈｅｎｍ≠２，３，ｆ（ｗｋ）＝ｍ＋４ｆｏｒ１ｋｎ．

Ｏｂｖｉｏｕｓｌｙ，ｆｉｓａｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｆｒｏｍＶ（Ｗ４∨Ｋｍ，ｎ）∪Ｅ（Ｗ４∨Ｋｍ，ｎ）ｔｏ［ｍ＋ｎ＋４］０．Ｉｔｉｓｇｏｉｎｇｔｏｖｅｒｉｆｙｔｈａｔ
ｔｈｅｃｏｌｏｒｉｎｇｆｓａｔｉｓｆｉｅｓＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎ１．

Ｗｅｈａｖｅ珔Ｃ（ｖ１）＝｛０｝，珔Ｃ（ｖ２）＝｛２｝，珔Ｃ（ｖ３）＝｛７｝，珔Ｃ（ｖ４）＝｛８｝．
Ｗｈｅｎｍ＝２，ｉｆｎ＝３，ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｕ１）＝珔Ｃ（ｕ２）＝｛１｝；ｉｆｎ＝４，ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｕ１）＝｛１０｝，珔Ｃ（ｕ２）＝｛１｝；ｉｆｎ＞４，

ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｕ１）＝｛１０｝，珔Ｃ（ｕ２）＝｛１２｝（ｍｏｄＬ）．

Ｗｈｅｎｍ＝ｎ＝３，７∈珔Ｃ（ｗｋ），ｂｕｔ７珔Ｃ（ｕｊ）ｆｏｒ１ｊ，ｋ３．
Ｗｈｅｎｍ＝ｎ４，珔Ｃ（ｗ１）＝｛５，６，…ｍ＋３｝，珔Ｃ（ｗｋ）＝｛４＋ｋ，… ｍ＋３｝∪｛ｍ＋５，… ｍ＋ｋ＋３｝ｆｏｒ２

ｋｍ－１．
Ｉｆｎ８，ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｗｍ）＝｛１，ｍ＋５，ｍ＋６，…ｍ＋１０，ｍ＋１２，…２ｍ＋３｝．
Ｉｆｎ７ａｎｄｍ＋ｎ＞８，ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｗｍ）＝｛１，ｍ＋５，ｍ＋６，…２ｍ＋２｝．
Ｉｆｎ７ａｎｄｍ＋ｎ８，ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｗｍ）＝｛ｍ＋５，ｍ＋６，…２ｍ＋３｝．Ｂｕｔ珔Ｃ（ｕ１）＝｛１０，１１，…ｍ＋８｝，ａｎｄ

珔Ｃ（ｕ２）＝｛１，１１，１２｝，珔Ｃ（ｕ３）＝｛２，６，１２｝，珔Ｃ（ｕ４）＝｛１，２，３｝ｗｈｅｎｍ＝ｎ＝４．
Ｗｈｅｎｍ＝ｎ５，珔Ｃ（ｕｊ）＝｛９＋ｊ，…ｍ＋８｝∪｛ｍ＋１０，…ｍ＋ｊ＋８｝（ｍｏｄＬ）ｆｏｒ２ｊｍ－１ａｎｄｊ≠３，

珔Ｃ（ｕｍ）＝｛ｍ＋１０，…２ｍ＋４｝∪｛０，１，２，３｝．
Ｉｆｍ＝ｎ＝５，ｔｈｅｎ珔Ｃ（ｕ３）＝｛０，１，６，１２｝．Ｉｆｍ＝ｎ６，ｔｈｅｎ

珔Ｃ（ｕ３）＝｛６｝∪｛１２，１３，…ｍ＋８｝∪｛ｍ＋１１｝（ｍｏｄＬ）．
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Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅ，ｉｔｉｓｓｈｏｗｎｔｈａｔｆｉｓａ（ｍ＋ｎ＋５）ＡＶＤＴＣｏｆＷ４∨Ｋｍ，ｎ，ｎａｍｅｌｙ，χａｔ（Ｗ４∨Ｋｍ，ｎ）＝ｍ＋ｎ＋５．
Ｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆｔｈｉｓｔｈｅｏｒｅｍｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｄ．

Ｔｈｅｏｒｅｍ３ Ｆｏｒｉｎｔｅｇｅｒｓ５，χａｔ（Ｗｓ∨Ｋｍ，ｎ）＝
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