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摘要：研究了基于翻转和删除形式的染色体完美重组问题，并给出了多项式算法。
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０ 引言

近来，基于翻转（ｒｅｖｅｒｓａｌ）形式的染色体完美（ｐｅｒｆｅｃｔ）重组问题引起越来越多学者的注意。Ｂéｒａｒｄ等［１］和

Ｓａｇｏｔ等［２］分别对基于翻转形式的染色体完美重组问题进行了研究，并相应地给出多项式算法。

但是，他们的算法要求重组前后的两个染色体有相同的基因，这种情况在生物实验中很少出现。通常，

两个染色体完美重组前后会有不同基因。因此，在这种情况下，我们需要删除（ｄｅｌｅｔｉｏｎ）操作。本文研究这种
基于翻转和删除形式的染色体完美重组问题，并给出多项式算法。

设π＝（π１…πｉ－１πｉ…πｊπｊ＋１…πｎ）是一条含有 ｎ个基因的染色体，其中１≤｜πｉ｜≤ｎ（１≤ｉ≤ｎ），且对任

意 ｉ≠ｊ，｜πｉ｜≠｜πｊ｜。πｉ前面的符号表示基因πｉ的方向。染色体内部的翻转是基因进化的一种重要形式。
染色体内部的翻转ρ（π，ｉ，ｊ）是指把π中的［ｉ，ｊ］子序列逆向排列，转化为（π１…πｉ－１－πｊ…－πｉπｊ＋１…πｎ）。
用π·ρ表示染色体π经过翻转ρ后得到的新染色体。

称由连续基因组成的部分（πａ…πｂ），１≤ａ≤ｂ≤ｎ是染色体π的一个基因部分，简记为 Ｓ＝（πａ…πｂ），

其中πａ，πｂ是这部分的端点。若翻转ρ（π，ｉ，ｊ）中的区间［ｉ，ｊ］与 Ｓ中的区间［ａ，ｂ］满足下列关系［ｉ，ｊ］

［ａ，ｂ］或［ｉ，ｊ］［ａ，ｂ］或［ｉ，ｊ］∩［ａ，ｂ］＝，则称翻转ρ（π，ｉ，ｊ）没有破坏 Ｓ，否则称ρ（π，ｉ，ｊ）破坏 Ｓ。若
翻转序列ρ１，…ρｔ中至少有一个翻转ρｉ（１≤ｉ≤ｔ）破坏 Ｓ，则称翻转序列ρ１，…ρｔ破坏 Ｓ。

在生物进化过程中，若一组同源基因（他们有共同的祖先）在公共祖先中连在一起，在以后进化中也不

分开，则称这种基因为保守末端（ｃｏｎｓｅｒｖｅｄｓｅｇｍｅｎｔ）。若翻转ρ（π，ｉ，ｊ）不破坏染色体π中的任何保守末端，

第４２卷 第１２期
Ｖｏｌ．４２ Ｎｏ．１２

山 东 大 学 学 报 （理 学 版）

ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｈａｎｄｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅ）
２００７年１２月
Ｄｅｃ．２００７



则称翻转ρ（π，ｉ，ｊ）是完美的。基于翻转形式的染色体π和γ的完美重组问题是指要找到一系列的完美翻
转序列ρ１，…ρｔ，使π·ρ１…ρｔ＝γ，且 ｔ最小。这时，我们称 ｔ为π，γ的完美翻转距离，记为 ｄ（π，γ）。在通常
研究模型中，取γ＝（γ１…γｎ）＝（１…ｎ），且 ｄ（π，γ）简记为 ｄ（π）。此时，染色体π，γ的完美重组问题简称
为染色体π的完美重组问题。

１ 基本定义

方便起见，将标号的排列转化为无标号的排列，其操作如下：符号为“＋”的元素πｉ用有序顶点对（π－
ｉ，

π
＋
ｉ）代替，符号为“－”的元素πｉ用有序顶点对（π＋

ｉ，π
－
ｉ）代替。通常，还要为π增加两个顶点π０＝０＋，

πｎ＋１＝（ｎ＋１）－。断点图 Ｇ（π）的构造如下：顶点集 Ｖ由π０，πｎ＋１以及πｉ（１≤ｉ≤ｎ）的有序顶点对构成，共

２ｎ＋２个顶点；边集 Ｅ包含黑边集和灰边集两部分。相应于πｉ的有序顶点对中右边顶点与相应于πｉ＋１的有
序顶点对中左边顶点连一条黑边。如果顶点 ｕ，ｖ在Ｇ（π）中连一条黑边，那么称 ｕ，ｖ在Ｇ（π）中相邻。如果
顶点 ｕ，ｖ在γ中相邻，那么 ｕ，ｖ之间连一条灰边。因本文取γ＝（１…ｎ），故根据灰边定义，即应在 ｉ＋与
（ｉ＋１）－之间连一条灰边。在断点图 Ｇ（π）中，记黑边条数为 ｂ（π），圈的个数为 ｃ（π），且圈 Ｃ中黑边的条数
为圈的长度。显然 ｂ（π）＝ｎ＋１，且经过任何翻转操作后 ｂ（π）的值保持不变。

对于作用在与灰边 ｇ相关联的两条黑边上的翻转ρ，若 ｃ（πρ）－ｃ（π）＝１，则称灰边 ｇ是定向的，否则称
其为不定向的。一个圈上若至少有一条定向的灰边，则称这个圈是定向的，否则称其为不定向的。

在染色体π的一个基因部分Ｓ中，如果存在具有不同符号的元素πｉ，πｊ，ｉ，ｊ∈［ａ，ｂ］，那么称 Ｓ是定向
的（ｏｒｉｅｎｔｅｄ），否则称 Ｓ为不定向的（ｕｎｏｒｉｅｎｔｅｄ）。对于任意的 ｉ∈［ａ，ｂ－１］，若满足πｉ＋１＝πｉ＋１，则称 Ｓ被排
好（ｓｏｒｔｅｄ）。若πａ＞０，则称 Ｓ正向排好；若πａ＜０，则称 Ｓ负向排好。设 ｍ＝ｍｉｎ

ｉ∈［ａ，ｂ］
｜πｉ｜，Ｍ＝ｍａｘ

ｉ∈［ａ，ｂ］
｜πｉ｜。若

满足关系式 Ｍ－ｍ＝ｂ－ａ，则称 Ｓ为保守末端。根据保守末端的定义，易知染色体π内每个基因πｉ（０≤ｉ≤
ｎ＋１）以及染色体π本身都是保守末端，这样的保守末端被称为平凡保守末端，其余保守末端被称为非平凡
保守末端。若保守末端 Ｓ满足πａ＝ｍ，πｂ＝Ｍ或者πａ＝－Ｍ，πｂ＝－ｍ，则称 Ｓ为孤立的（ｉｓｏｌａｔｅｄ）。若孤立
保守末端 Ｓ不是它所包含的孤立保守末端的并集，则称 Ｓ为染色体π的一个分支（ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ）。

染色体π中的一个障碍（ｈｕｒｄｌｅ）是指染色体π中满足下列条件（１）或（２）的一个不定向分支 Ｓ：（１）Ｓ是

π中极小不定向分支，即π中不存在不定向分支Ｗ，使得［Ｗｍｉｎ，Ｗｍａｘ］［ａ，ｂ］；（２）Ｓ是π中最大不定向分

支，即π中任意不定向分支 Ｗ，都有［Ｗｍｉｎ，Ｗｍａｘ］［ａ，ｂ］，并且 Ｓ不分离π中的任意两个不定向分支。这
里我们用到的符号，Ｗｍｉｎ＝ｍｉｎ

πｉ∈Ｗ
ｉ，Ｗｍａｘ＝ｍａｘ

πｉ∈Ｗ
ｉ。

对于染色体重组问题，Ｆｉｇｅａｃ等给出了一个基本引理［３］。

引理 １［３］ 若存在一个翻转序列能重组染色体π，且不破坏染色体π的一个基因部分Ｓ，则一定存在一
个具有相同个数的翻转序列，该序列先排好 Ｓ再排好染色体π中Ｓ外的部分。

在［４］中，Ｈａｎｎｅｎｈａｌｌｉ首先给出了一个基础性的多项式算法。由 Ｈａｎｎｅｎｈａｌｌｉ算法知，求染色体的最小翻
转序列时，有些翻转不得不破坏一些孤立保守末端，即［４］中所谓的“障碍合并（ｈｕｒｄｌｅｍｅｒｇｅ）”。因此，
Ｂｅｒｇｅｒｏｎ等给出下面引理：

引理 ２［５］ 一个染色体π不存在完美翻转序列当且仅当染色体π中有三个不定向分支Ａ，Ｂ，Ｃ满足下

列关系之一（１）ＡＢＣ；（２）ＢＡ，ＣＡ且 Ｂ∩Ｃ＝；（３）｜Ｃ∩Ｂ｜≤１且 Ａ包含于 Ｂ或 Ｃ内。
称满足引理２的染色体为傻的（ｆｏｏｌ）。显然，一个傻的染色体没有完美翻转序列。因此，本文总是假设

染色体π不是傻的。设μ（π）为染色体π中不定向分支个数，由Ｈａｎｎｅｎｈａｌｌｉ定理和引理２得
定理 １［４］ 若染色体π不是傻的，则 ｄ（π）＝ｂ（π）－ｃ（π）＋μ（π）。

２ 基于翻转和删除形式的染色体重组

从本节开始，设染色体π由基因π１，π２，…πｎ和Ａπ 组成，其中 Ａπ 为染色体π中要被删除的基因集合，且
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Ａπ 中的基因可以在π中任意位置。现在，回到本文要解决的问题，即通过翻转和删除操作把染色体π完美
重组为染色体γ，且π和γ有不同的基因。记珘π＝π ＼Ａπ。显然，珘π与γ有相同的基因。因此，可以用 Ｈａｎ
ｎｅｎｈａｌｌｉ方法通过翻转操作把珘π转化为γ。

在染色体π中，给所有要被删除的基因作上标记，以便与珘π中基因区分开。方法如下：设 Ｓ＝（πｉπｉ＋１…

πｊ－１πｊ）（１≤ｉ＜ｊ≤ｎ）为染色体π的一基因部分，其中πｉ，πｊ属于珘π，而πｋ（ｉ＋１≤ｋ≤ｊ－１）属于 Ａπ。可以用

Ｓ′＝（πｉδ（πｉ）πｊ）来代替 Ｓ，其中δ（πｉ）为夹在πｉ，πｊ中间的部分，且称πｉ，πｊ被δ（πｉ）分开。相应地，断点图

Ｇ（π）也发生了变化，记为 Ｇ′（π）。Ｇ′（π）构造如下：顶点集 Ｖ包含染色体珘π中所有基因πｉ对应的顶点π＋
ｉ，

π
－
ｉ 以及按照惯例增加的两个顶点（ｍｉｎ

πｉ∈珘π
｜πｉ｜－１）＋和（ｍａｘ

πｉ∈珘π
｜πｉ｜＋１）－；边集 Ｅ包含黑边集和灰边集，黑边集

又包含直接黑边和间接黑边两部分。在π中，直接相邻的顶点 ｕ，ｖ所连的黑边为直接黑边，被δ分开的两
个顶点所连的黑边为间接黑边。与 Ｇ（π）的构造相同，在γ中相邻的两个顶点连一条灰边。若圈 Ｃ中含有
间接黑边，则称圈 Ｃ为间接的，否则称圈 Ｃ为直接的。

下面定义由黑边和灰边确定的翻转ρ。设 ｅ＝（πｉ，πｊ），ｆ＝（πｓ，πｔ）（ｉ＜ｊ＜ｓ＜ｔ）为两条黑边。若黑边

ｅ，ｆ都是间接的，则由 ｅ，ｆ所确定的翻转ρ翻转［πｊ，δ（πｓ）］部分，即从πｊ到与πｔ相邻的部分；否则翻转
［πｊ，πｓ］部分。设 ｇ＝（πｊ，πｔ）为一条定向灰边，若黑边 ｅ，ｆ为间接的，则由灰边 ｇ所确定的翻转ρ翻转［πｊ，

δ（πｓ）］部分；否则翻转［πｊ，πｓ］部分。由上面定义，易得下面引理：

引理 ３［６］ 长度为 ｍ的定向圈Ｃ，利用 Ｈａｎｎｅｎｈａｌｌｉ方法进行 ｍ－１次翻转后，转化为 ｍ个长度为１的
圈。若 Ｃ为直接圈，则 ｍ个圈全都是直接圈，否则 ｍ个圈中仅有一个为间接圈。

由引理３，对于定向圈 Ｃ，通过Ｈａｎｎｅｎｈａｌｌｉ方法可以使要被删除的基因连在一起，即把断点图 Ｇ′（π）中
多条间接黑边连成一条间接黑边，最后只需一次删除就可以把圈 Ｃ中所有要被删除的基因删掉。对于不定
向圈形成的障碍，进行障碍合并，即把障碍 Ｈ１中的不定向圈 Ｃ１和障碍 Ｈ２中的不定向圈 Ｃ２进行合并，这样
就可以去掉两个障碍，产生一个定向圈。

根据黑边定义，障碍分为直接障碍和间接障碍。若障碍 Ｈ中至少含有一条间接黑边，则称 Ｈ为间接障
碍，否则称 Ｈ为直接障碍。对于障碍合并问题，Ｎａｄｉａ给出一个算法［６］。把断点图 Ｇ′（π）的障碍分成直接障
碍集 Ｄｈ（π）和间接障碍集 Ｉｈ（π），即 Ｉ１，Ｄ１，…Ｉｐ，Ｄｐ，其中 Ｉｉ（１≤ｉ≤ｐ）为连续间接障碍的最大集，它以连续
直接障碍最大集 Ｄｉ－１和 Ｄｉ为边界。为了使用尽可能少的删除操作，尽量选取间接圈进行障碍合并。Ｎａｄｉａ
在［６］中给出的间接障碍合并算法如下：

算法 １
Ｓｔｅｐ１ 对于所有 ｉ（１≤ｉ≤ｐ）

若 Ｉｉ中至少有三个间接障碍Ｉｉ１，Ｉｉ２，…Ｉｉｊ（ｊ≥３），则
对于 ｋ∈｛１，３，…ｊ－１－（ｊｍｏｄ２）｝，合并 Ｉｉｋ和Ｉｉ（ｋ＋１）。

（Ｓｔｅｐ１结束后，还剩 ｐ个含有１个或２个间接障碍的障碍集 Ｉ′ｉ（１≤ｉ≤ｐ）。）
Ｓｔｅｐ２ 如果 ｐ＞１

设 Ｉ′１，…Ｉ′ｒ表示由Ｓｔｅｐ１得到的含有１个间接障碍的间接障碍集，
对于 ｌ∈｛１，３，…ｒ－１－（ｒｍｏｄ２）｝，合并 Ｉ′ｌ和Ｉ′ｌ＋１。
设 Ｉ″１，…Ｉ″ｓ表示由Ｓｔｅｐ１得到的含有２个间接障碍的间接障碍集，
对于１≤ｌ≤ｓ，分别在 Ｉ″ｌ和Ｉ″ｌ＋１中的任取一个障碍进行合并。

Ｓｔｅｐ３ 否则 ｐ＝１
如果 Ｉ１中含有２个间接障碍，则合并这两个障碍。

３ 主要算法

由保守末端定义知，在染色体π，γ完美重组过程中，非平凡保守末端不会被删除。根据引理 １知，我们
可以先排好染色体π中的每个非平凡保守末端，然后再排好其余部分。
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设 Ｓ１＝（πａ１…πｂ１），Ｓ２＝（πａ２…πｂ２）为两个保守末端（非平凡），若区间［ａ１，ｂ１］，［ａ２，ｂ２］满足［ａ１，ｂ１］

［ａ２，ｂ２］或［ａ１，ｂ１］［ａ２，ｂ２］或［ａ１，ｂ１］∩［ａ２，ｂ２］＝，则称这两个保守末端没有交叠（ｏｖｅｒｌａｐ）部分。如果
一个保守末端与其它任何保守末端没有交叠部分，则称这个保守末端是强的（ｓｔｒｏｎｇ）。根据强保守末端定
义，可设保守末端 Ｓ＝Ｓ１∪Ｓ２∪…∪Ｓｋ，其中 Ｓｉ（１≤ｉ≤ｋ）为强保守末端。设强保守末端 Ｓｉ，Ｓｊ为保守末端

Ｓ的任意两个子集，因为 Ｓｉ，Ｓｊ都是保守末端，所以 Ｓｉ中所有元素的绝对值都大于（或都小于）Ｓｊ中所有元
素的绝对值，我们将其记为 Ｓｉ＞Ｓｊ（或 Ｓｉ＜Ｓｊ）。根据 Ｓｉ（１≤ｉ≤ｋ）的大小关系，可以对强保守末端 Ｓｉ排序。
每个子集 Ｓｉ都对应一个次序号 ｃｉ（１≤ｃｉ≤ｋ），因此可以得到一个次序序列（ｃ１，ｃ２，…ｃｋ）。例如若 Ｓｉ是所有
子集中最大（小）一个，则其次序号 ｃｉ＝ｋ（ｃｉ＝１）。若强保守末端 Ｓｉ不包含其它的非平凡保守末端，则称 Ｓｉ
是最小强保守末端。显然，强保守末端 Ｓｉ（１≤ｉ≤ｋ）还可以继续划分成若干个最小强保守末端以及平凡保
守末端的并集，即设 Ｓｉ＝Ｓｉ１∪Ｓｉ２∪…∪Ｓｉｌ，其中 Ｓｉｊ（１≤ｊ≤ｌ）为最小强保守末端或含有单个基因的平凡保
守末端。

为了找到强保守末端 Ｓｉ的完美翻转序列，首先通过填充（ｐａｄｄｉｎｇ）操作把 Ｓｉ转化为孤立强保守末端。
设强保守末端 Ｓｉ＝（πｉ…πｊ）（１≤ｉ＜ｊ≤ｎ），Ｓｉ的填充就是给Ｓｉ增加一个元素πｋ，且满足 ｕ＜ｋ＜ｕ＋１（ｉ－
１≤ｕ≤ｊ），ｖ＜｜πｋ｜＜ｖ＋１，其中 ｕ，ｖ为已知正整数。若经过填充得到的染色体π′比染色体π增加一个圈，
且没有新的不定向分支生成，即满足 ｄ（π）＝ｄ（π′），则称这个填充为安全的（ｓａｆｅ）。设 ｍ＝ｍｉｎ

πｉ∈Ｓｉ
｜πｉ｜，Ｍ＝

ｍａｘ
πｉ∈Ｓｉ

｜πｉ｜，如果可以用 ｉ－１＜ｋ１＜ｉ，ｍ－１＜πｋ１＜ｍ和ｊ＜ｋ２＜ｊ＋１，Ｍ＜πｋ２＜Ｍ＋１同时对 Ｓｉ进行安全填

充，那么称 Ｓｉ有正向填充（ｐｏｓｉｔｉｖｅｐａｄｄｉｎｇ）。如果可以用 ｉ－１＜ｋ１＜ｉ，Ｍ＜－πｋ１＜Ｍ＋１和 ｊ＜ｋ２＜ｊ＋１，

ｍ－１＜－πｋ１＜ｍ同时对Ｓｉ进行安全填充，那么称 Ｓｉ有负向填充（ｎｅｇａｔｉｖｅｐａｄｄｉｎｇ）。关于强保守末端的填

充，有下面重要引理：

引理４［２］ 对染色体π中的强保守末端Ｓｉ进行填充，只有两种可能情况：（１）Ｓｉ存在惟一正向或负向填
充；（２）Ｓｉ不存在正向且不存在负向填充。若（２）成立，则π没有完美翻转序列。

下面给出通过翻转操作完美重组保守末端 Ｓ＝Ｓ１∪Ｓ２∪…∪Ｓｋ的算法。
算法 ２
Ｓｔｅｐ１ 对所有 ｉ（１≤ｉ≤ｋ），若强保守末端 Ｓｉ没有被排好，则进行下面操作
（１）若 Ｓｉ为不定向的，则在不破坏 Ｓｉ内任何保守末端的情况下，选择一条灰边进行翻转，使 Ｓｉ成为定

向的。否则转入（２）。
（２）对 Ｓｉ按如下进行划分。在 Ｓｉ中，把交叠的圈看成一部分，且按每一部分最左边的顶点次序排号。

不失一般性，设将 Ｓｉ共分为Ｓｉ１，Ｓｉ２，…Ｓｉｌ（１≤ｌ≤ｎ）ｌ部分。转入（３）。
（３）在 Ｓｉ的ｌ部分中，任取一个非平凡极小保守末端 Ｓｉｊ（１≤ｊ≤ｌ）。若 Ｓｉｊ被排好，则转到（５）。否则进

行下面的（４）。
（４）对 Ｓｉｊ进行填充。若 Ｓｉｊ不存在正向且不存在负向填充，则染色体π不存在完美翻转序列。否则，把

Ｓｉｊ填充为孤立保守末端，利用Ｈａｎｎｅｎｈａｌｌｉ方法排好 Ｓｉ。转入（５）。
（５）从 Ｓｉｊ出发，分别向两侧寻找 Ｓｉ（ｊ－ｐ）∪…Ｓｉ（ｊ－１）∪Ｓｉｊ∪Ｓｉ（ｊ＋１）…∪Ｓｉ（ｊ＋ｔ），使 Ｓｉ（ｊ－ｐ）∪…Ｓｉ（ｊ－１）∪

ＳｉｊＳｉ（ｊ＋１）…∪Ｓｉ（ｊ＋ｔ）为包含 Ｓｉｊ最小的一个强保守末端。转入（６）。
（６）若 Ｓｉ（ｊ－ｐ），…Ｓｉ（ｊ－１），Ｓｉｊ，Ｓｉ（ｊ＋１），…Ｓｉ（ｊ＋ｔ）中有非平凡最小强保守末端，则分别对其中的非平凡最小强

保守末端，转入（４）进行填充，然后转入（７）。否则，直接转入（７）。
（７）给每个 Ｓｉｋ（ｋ＝ｊ－ｐ，…，ｊ－１，ｊ，ｊ＋１，…ｊ＋ｔ）一个次序号 ｃｉｋ（１≤ｃｉｋ≤ｐ＋ｔ＋１）。若 Ｓｉｋ正向排好，

则在 ｃｉｋ前加＋；若 Ｓｉｋ负向排好，则在 ｃｉｋ前加－；若 Ｓｉｋ为平凡强保守末端，则取其本身符号。以带有＋或－
的次序号 ｃｉｋ为顶点，建立断点图，利用Ｈａｎｎｅｎｈａｌｌｉ方法将 Ｓｉ（ｊ－ｐ）∪…Ｓｉ（ｊ－１）∪Ｓｉｊ∪Ｓｉ（ｊ＋１）…∪Ｓｉ（ｊ＋ｔ）排好。

（８）以 Ｓｉ（ｊ－ｐ）∪…Ｓｉ（ｊ－１）∪Ｓｉｊ∪Ｓｉ（ｊ＋１）…∪Ｓｉ（ｊ＋ｔ）为起点，重复（５）～（７）步，直到 ｊ－ｐ＝１，ｊ＋ｔ＝ｌ。

Ｓｔｅｐ２ 若 Ｓｉ排好，以 Ｓｉ为起点，重复Ｓｔｅｐ１中的（５）～（８），排好保守末端 Ｓ。
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下面我们给出主要算法。

主要算法

Ｓｔｅｐ１ 在断点图 Ｇ′（π）中，若任一保守末端 Ｓ中的黑边被包含在长度大于１的圈中，执行算法２。否
则转入Ｓｔｅｐ２。

Ｓｔｅｐ２ 若 Ｇ′（π）中含有定向分支，则在定向分支中取一条定向灰边进行翻转，直到每个定向分支中每
个圈的长度为１。否则转入Ｓｔｅｐ３。

Ｓｔｅｐ３ 对于间接障碍集 Ｉｈ，执行算法１；对于直接障碍集 Ｄｈ，尽可能选取不相邻的障碍进行合并。否
则，若剩余一个直接障碍和一个间接障碍，则合并这两个障碍；若剩余一个直接或间接障碍，则在其内部进

行翻转，使其转化为定向分支。

Ｓｔｅｐ４ （删除操作）对于每个间接黑边 ｅ＝（ａ，ｂ），删除中间标有δ（ａ）的部分。
设染色体π中所有非平凡保守末端组成的集合为πＳ，且π＼πＳ，γ＼πＳ分别表示π，γ去掉πＳ中基因所

剩染色体部分。设在算法１中执行障碍合并的操作数为α（Ｉｈ（π＼πＳ）），算法２中排好所有非平凡保守末端
所需要的翻转数为β（πＳ），在主要算法中所需要的删除操作数为 ｄ（Ａπ）。我们用 ｄ（π ＼πＳ）表示π ＼πＳ转
化到γ＼πＳ所需要最小的翻转数。我们有下面定理

定理 ２ 完美重组染色体π所需要的最小操作数为ｄ（π）＝β（πＳ）＋ｄ（π＼πＳ）＋ｄ（Ａπ）。
证明 在利用算法２排好染色体π中所有的非平凡保守末端过程中以及在主要算法 Ｓｔｅｐ２～Ｓｔｅｐ４中，

我们的翻转和删除操作都没有破坏任何非平凡保守末端，故找到的重组序列为完美序列。

在算法２中，首先将非平凡保守末端填充为孤立保守末端，然后利用 Ｈａｎｎｅｎｈａｌｌｉ方法进行翻转，故算法
２中所需要的翻转数β（πＳ）为最小。其次，在把π＼πＳ重组为γ＼πＳ的过程中，把要删除的基因放在间接黑
边上，故不影响翻转操作的次数。利用Ｈａｎｎｅｎｈａｌｌｉ方法把π＼πＳ转化为γ＼πＳ，其翻转数 ｄ（π ＼πＳ）是最小
的。由引理３知，所有的间接黑边通过翻转后连在一起，这样保证了使用尽可能少的删除操作，即 ｄ（Ａπ）为
最小的。故定理得证。

定理 ３ 完美重组染色体π可在多项式时间Ｏ（ｎ４）内完成，其中 ｎ为染色体π中的基因个数。
证明 由定理２知，ｄ（π）＝β（πＳ）＋ｄ（π ＼πＳ）＋ｄ（Ａπ）。根据［５］知，β（πＳ），ｄ（π ＼πＳ）都是在多项式

时间 Ｏ（ｎ４）内完成。若设染色体π＼πＳ中定向分支个数为ｖ（π ＼πＳ），不定向分支个数为μ（π ＼πＳ），则由
引理３和算法１知，最后进行的删除操作数 ｄ（π）＝ｖ（π＼πＳ）＋μ（π＼πＳ）－α（Ｉｈ（π＼πＳ））。故定理得证。
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