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摘要：针对沪深股指，讨论了ＧａｕｓｓｉａｎＣｏｐｕｌａ与 ｔＣｏｐｕｌａ的密度函数，并进行相关性建模，采用二步估计法对所建模
型进行参数估计并给出了相关性指标。最后，通过ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ模拟的方法比较了Ｃｏｐｕｌａ关联结构之间的差异。
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０ 前言

相关性分析在金融分析领域的应用非常广泛，如投资组合的分析、资产定价及违约风险等。我们常常

用线性相关系数来分析随机变量间的相关关系，即使在多元分析中谈到典型相关系数，实际上也是基于二

元的相关系数。随着相关研究的深入，用线性相关系数来度量相关性，已经不能完全适应某些金融现象的

要求。而Ｃｏｐｕｌａ函数为相关性分析提供了一条新的途径。因为 Ｃｏｐｕｌａ函数对于随机变量的严格单调增变
换是不变的，所以由 Ｃ（ｕ１，…ｕｎ）导出的相关性指标，如 Ｋｅｎｄａｌｌ的τ，Ｓｐｅａｒｍａｎ的ρ，都是单调不变的相关性
度量，比常用的相关系数更加合乎实际要求。

对Ｃｏｐｕｌａ函数的研究，可以追述到１９５９年，Ｓｋｌａｒ［１］指出可以将一个联合分布分解为它的 ｋ个边缘分布
和１个Ｃｏｐｕｌａ函数，其中Ｃｏｐｕｌａ函数描述变量间的相关结构。１９９９年，Ｎｅｌｓｅｎ［２］提出了Ｃｏｐｕｌａ理论在金融上
的应用。此后Ｃｏｐｕｌａ理论在统计上得到广泛应用，并开始应用于金融领域。把 Ｃｏｐｕｌａ理论引入到金融，目
前已经取得了一些成果。ＢｏｕｙｅＥ［３］系统介绍了Ｃｏｐｕｌａ理论在金融中的一些应用。ＣｌａｕｄｉｏＲｏｍａｎｏ［４］对意大利
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股市收益率进行了 Ｃｏｐｕｌａ分析，Ｅｍｂｒｅｃｈｔｓ［５］等人用 Ｃｏｐｕｌａ进行了风险分析，Ｒｏｂｅｒｔｏ［６］对 Ｃｏｐｕｌａ，特别是对
ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ做了较好的总结。Ｂｅａｔｒｉｚ［７］再次用 Ｃｏｐｕｌａ函数度量了金融风险，并比较了几种不同的
Ｃｏｐｕｌａ。ＳｔｅｆａｎｏＤｅｍａｒｔａ［８］介绍了 ｔＣｏｐｕｌａ函数的一些性质，提出了 ｔＣｏｐｕｌａ函数的应用优势。

国内对Ｃｏｐｕｌａ的研究还比较少，张尧庭［１１］从理论上探讨了 Ｃｏｐｕｌａ在金融上应用的可行性，韦艳华［１３，１４］

等人用Ｃｏｐｕｌａ函数对相关性建模，得到了较好的结果，吴振翔［１５］等人用 ＡｒｃｈｉｍｅｄｅａｎＣｏｐｕｌａ分析了外汇市场
中最小风险的投资组合，陈守东［１７］，何旭彪［１６］等用ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法对Ｃｏｐｕｌａ函数度量风险价值进行了研究，
对Ｃｏｐｕｌａ函数分类研究以及相关的实证研究正处在深入研究阶段。

本文首先针对沪深股指，讨论了ＧａｕｓｓｉａｎＣｏｐｕｌａ与 ｔＣｏｐｕｌａ的密度函数；其次以上证综合指数的收益与
深圳成分指数的收益作为边缘分布建模，研究沪深股指的相关性；然后采用二步估计对 Ｃｏｐｕｌａ函数进行参
数估计，并在参数估计的基础上，给出了沪深股指相关性指标；最后利用 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ方法比较了两类 Ｃｏｐｕｌａ
关联结构的差异。

１ 密度函数与相关性指标计算

１．１ 定义

定义 １ （Ｘ，Ｙ）Ｔ，（珔Ｘ，珔Ｙ）Ｔ是独立同分布的向量。则Ｋｅｎｄａｌｌ的τ可以定义为

τ（Ｘ，Ｙ）＝Ｐ｛（Ｘ－珔Ｘ）（Ｙ－珔Ｙ）＞０｝－Ｐ｛（Ｘ－珔Ｘ（Ｙ－珔Ｙ））＜０｝。
定义 ２ 令（Ｘ，Ｙ）Ｔ是连续随机变量的向量，边缘分布函数分别为 Ｆ，Ｇ，则
（１）（Ｘ，Ｙ）Ｔ的上尾相关系数为

ｌｉｍ
ｕ→１

－
Ｐ｛Ｙ＞Ｇ－１（ｕ）｜Ｘ＞Ｆ－１（ｕ）｝＝λＵ。

如果λＵ∈（０，１］，Ｘ，Ｙ称为上尾相关；如果λＵ＝０，Ｘ，Ｙ称为上尾独立。
（２）（Ｘ，Ｙ）Ｔ的下尾相关系数为

ｌｉｍ
ｕ→０

＋
Ｐ｛Ｙ＜Ｇ－１（ｕ）｜Ｘ＜Ｆ－１（ｕ）｝＝λｌ。

如果λｌ∈（０，１］，Ｘ，Ｙ称为下尾相关；如果λｌ＝０，Ｘ，Ｙ称为下尾独立。
根据定义２，因为

Ｐ｛Ｙ＞Ｇ－１（ｕ）｜Ｘ＞Ｆ－１（ｕ）｝＝Ｐ｛Ｙ＞Ｇ
－１（ｕ），Ｘ＞Ｆ－１（ｕ）｝
Ｐ｛Ｘ＞Ｆ－１（ｕ）｝ ＝

１－Ｐ｛Ｘ≤Ｆ－１（ｕ）｝－Ｐ｛Ｙ≤Ｇ－１（ｕ）｝＋Ｐ｛Ｘ≤Ｆ－１（ｕ），Ｙ≤Ｇ－１（ｕ）｝
１－Ｐ｛Ｘ≤Ｆ－１（ｕ）｝

＝

１－２ｕ＋Ｃ（ｕ，ｕ）
１－ｕ 。

同理，Ｐ｛Ｙ＜Ｇ－１（ｕ）｜Ｘ＜Ｆ－１（ｕ）｝＝Ｐ｛Ｙ＜Ｇ
－１（ｕ），Ｘ＜Ｆ－１（ｕ）｝
Ｐ｛Ｘ＜Ｆ－１（ｕ）｝ ＝Ｃ（ｕ，ｕ）ｕ 。

则有下述等价定义：

定义 ３ 有二元Ｃｏｐｕｌａ函数 Ｃ使得 ｌｉｍ
ｕ→１

－

１－２ｕ＋Ｃ（ｕ，ｕ）
１－ｕ ＝λＵ存在，则如果λＵ∈（０，１］，Ｘ，Ｙ称为上尾

相关；如果λＵ＝０，Ｘ，Ｙ称为上尾独立。二元Ｃｏｐｕｌａ函数 Ｃ，存在 ｌｉｍ
ｕ→０

＋

Ｃ（ｕ，ｕ）
ｕ ＝λＬ，如果λＬ∈（０，１］，Ｘ，Ｙ称

为下尾相关；如果λＬ＝０，Ｘ，Ｙ称为下尾独立。

１．２ 密度函数的计算

对于ＧａｕｓｓｉａｎＣｏｐｕｌａ：
ＣρＧａ（－１＜ρ＜１）的分布函数为

ＣρＧａ（ｕ１，ｕ２）＝∫
Φ
－１
（ｕ１）

－∞ ∫
Φ
－１
（ｕ２）

－∞

１
２π １－ρ槡 ２

ｅ
－（ｓ２－２ρｓｔ＋ｔ

２
）

２（１－ρ
２
） ｄｓｄｔ。 （１）

因为
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Ｆ（ｘ１，…ｘｎ，…ｘＮ）＝Ｃ（Ｆ１（ｘ１），…Ｆｎ（ｘｎ），…ＦＮ（ｘＮ）），

所以

ｆ（ｘ１，ｘ２，…ｘｎ）＝ｃ（Ｆ１（ｘ１），Ｆ２（ｘ２），…Ｆｎ（ｘｎ））∏
ｎ

ｉ＝１
ｆｉ（ｘｉ）。 （２）

而标准多元正态分布的密度函数为 ｆ（ｘ）＝ １
（２π）槡 Ｎ ｜ρ槡 ｜

ｅ－
１
２ｘ
Ｔ
ρ
－１ｘ，

一元标准正态的密度函数为 ｆ（ｘｎ）＝
１
２槡π
ｅ－
１
２ｘ
２
ｎ，

则由式（２），有

１
（２π）槡 Ｎ ｜ρ槡 ｜

ｅ－
１
２ｘ
Ｔ
ρ
－１ｘ＝ｃ（Φ（ｘ１），…Φｎ（ｘｎ），…ΦＮ（ｘＮ））∏

Ｎ

ｎ＝１

１
２槡π
ｅ－
１
２ｘ
２( )ｎ 。

其中 ｘｎ ＝Φ－１（ｕｎ），ｎ＝１，２，…Ｎ；ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…ｘｎ）Ｔ，ρ是一个对称矩阵，主对角线元素为１。

二维情形下，令Φ（ｘ１）＝ｕ１，Φ（ｘ２）＝ｕ２有：

ｃ（ｕ１，ｕ２；ρ）＝
１
｜ρ槡 ｜

ｅ－
１
２ｘ
Ｔ
ρ
－１ｘ

ｅ－
１
２ｘ
Ｔｘ
， （３）

其中 ｘｎ ＝Φ－１（ｕｎ），（ｎ＝１，２）；ｘ＝（ｘ１，ｘ２）Ｔ，ρ是一个对称矩阵，主对角线元素为１。式（３）即为Ｇａｕｓｓｉａｎ

Ｃｏｐｕｌａ的密度函数。
对于 ｔＳｔｕｄｅｎｔＣｏｐｕｌａ：Ｃρ，νｔ （－１＜ρ ＜１）的分布函数为

Ｃρ，ｖｔ （ｕ１，ｕ２）＝∫
ｔ１
ν

－∞∫
ｔ－１
ν
（ｕ２）

－∞

１
２π １－ρ槡 ２

１－ｓ
２－２ρｓｔ＋ｔ

２

ν（１－ρ
２[ ]）

－（ν＋２）
２
ｄｓｄｔ。

因为标准多元 ｔ分布的密度函数为：

ｆ（ｘ）＝ １
｜ρ槡 ｜

Γ
ν＋Ｎ( )２ （１＋１

ν
ｘＴρ

－１ｘ）－
ν＋Ｎ
２

Γ
ν( )２ （νπ）槡 Ｎ

，

一元标准 ｔ分布的密度函数为

ｆ（ｘｎ）＝
∏
Ｎ

ｎ＝１
１＋
ｘ２ｎ( )
ν

－ν＋１２
Γ
ν＋１( )２

Ｎ

Γ
ν( )２

Ｎ

（νπ）槡 Ｎ
，

由式（２），有

１
｜ρ槡 ｜

Γ
ν＋Ｎ( )２ （１＋１

ν
ｘＴρ

－１ｘ）－
ν＋Ｎ
２

Γ
ν( )２ （νπ）槡 Ｎ

＝Ｃ（ｔ１（ｘ１），…ｔｎ（ｘｎ），…ｔＮ（ｘＮ））
∏
Ｎ

ｎ＝１
１＋
ｘ２ｎ( )
ν

－ν＋１２
Γ
ν＋１( )２

Ｎ

Γ
ν( )２

Ｎ

（νπ）槡 Ｎ
。

其中 ｘｎ ＝ｔ－１（ｕｎ），（ｎ＝１，２，…Ｎ），ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…ｘｎ）Ｔ，ρ是一个对称矩阵，主对角线元素为１。

二维情形下，令 ｔ（ｘ１）＝ｕ１，ｔ（ｘ２）＝ｕ２，有

ｃ（ｕ１，ｕ２；ρ）＝
１
｜ρ槡 ｜

Γ（ν＋２）Γ ν( )[ ]２
２

（１＋１
ν
ｘＴρ

－１ｘ）－
ν＋２
２

Γ
ν＋１( )[ ]２

Ｎ

Γ
ν( )２∏

Ｎ

ｎ＝１
１＋
ｘ２ｎ( )
ν

－ν＋１２
， （４）

其中 ｘｎ＝ｔ－１（ｕｎ），（ｎ＝１，２），ｘ＝（ｘ１，ｘ２）Ｔ，ρ是一个对称矩阵，主对角线元素为１。式（４）即为 ｔＣｏｐｕｌａ的

密度函数。

１．３ 相关性指标的计算

对于ＧａｕｓｓｉａｎＣｏｐｕｌａ：记
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Ｐ｛Ｖ≤ ｖ｜Ｕ＝ｕ｝＝
Ｃ（ｕ，ｖ）
ｕ

，Ｐ｛Ｖ＞ｖ｜Ｕ＝ｕ｜｝＝１－Ｃ（ｕ，ｖ）ｕ
。

根据定义３

λＵ ＝ｌｉｍ
ｕ→１

１－２ｕ＋Ｃ（ｕ，ｕ）
１－ｕ ＝ｌｉｍ

ｕ→１

２－２ｕ＋Ｃ（ｕ，ｕ）－１
１－ｕ ＝－ｌｉｍ

ｕ→１
－２＋１－Ｃ（ｕ，ｕ）１－( )ｕ ＝

－ｌｉｍ
ｕ→１
－２＋ｓ

Ｃ（ｓ，ｔ）｜ｓ＝ｔ＝ｕ｜＋ｔ
Ｃ（ｓ，ｔ）｜ｓ＝ｔ＝ｕ( )｜＝

ｌｉｍ
ｕ→１
（Ｐ｛Ｖ＞ｕ｜Ｕ＝ｕ｜｝＋Ｐ｛Ｖ＞ｕ｜ｖ＝ｕ｜｝）。

因为 Ｃ是可交换的，即 Ｃ（ｕ，ｖ）＝Ｃ（ｖ，ｕ），
所以 λｕ ＝２ｌｉｍ

ｕ→１
Ｐ｛Ｖ＞ｕ｜Ｕ＝ｕ｝。

又因为

ｌｉｍ
ｕ→１
Ｐ｛Ｖ＞ｕ｜Ｕ＝ｕ｝＝ｌｉｍ

ｘ→∞
Ｐ｛Φ－１（Ｖ）＞ｘ｜Φ－１（Ｕ）＝ｘ｝＝ｌｉｍ

ｘ→∞
Ｐ｛Ｘ＞ｘ｜Ｙ＝ｘ｝，

所以，在正态分布情形下

ｆ（ｘ｜ｙ）＝ｆ（ｘ，ｙ）ｆＹ（ｙ）
＝

１
２πσ１σ２ １－ρ槡 ２

ｅ－
１

２（１－ρ
２
）

（ｘ－ｕ２１）

σ
２
１
－
２ρ（ｘ－ｕ１）（ｙ－ｕ２）

σ１σ２
＋
（ｙ－ｕ２）

２

σ[ ]２
２

１
２槡πσ２

ｅ－
１
２σ
２
２

（ｙ－ｕ２）
２ ＝

１
２槡πσ１ １－ρ槡 ２

ｅ
－１

２σ
２
１（１－ρ

２
）
ｘ－ｕ１－ρ

σ１
σ２
（ｙ－ｕ２[ ]） ２

。

即： Ｘ｜Ｙ＝ｙ～Ｎ ｕ１＋ρ
σ１
σ２
（ｙ－ｕ２），σ２１（１－ρ

２( )）。

标准正态下： Ｘ｜Ｙ＝ｙ～Ｎ（ρｙ，１－ρ
２），

所以 λｕ ＝２ｌｉｍ
ｕ→１
Ｐ｛Ｖ＞ｕ｜Ｕ＝ｕ｝＝２ｌｉｍ

ｘ→∞
Ｐ｛Ｘ＞ｘ｜Ｙ＝ｘ｝＝

２ｌｉｍ
ｘ→∞
Φ （ｘ－ρｘ）｜ １－ρ槡( )２ ＝２ｌｉｍ

ｘ→∞
Φ（ｘ １－槡 ρ ｜ １＋槡 ρ）。

则对于ＧａｕｓｓｉａｎＣｏｐｕｌａ，当 －１＜ρ ＜１时，λｕ ＝０；
由椭圆Ｃｏｐｕｌａ的对称性，当 －１＜ρ ＜１时，λｌ＝０。

对于 ｔＳｔｕｄｅｎｔＣｏｐｕｌａ：λｕ ＝２ｌｉｍ
ｘ→∞
Ｐ（Ｙ＞ｘ｜Ｘ＝ｘ）。

Ｅ（Ｙ｜Ｘ＝ｘ）＝ρｘ，Ｄ（Ｙ｜Ｘ＝ｘ）＝
ν＋ｘ２

ν＋( )１ （１－ρ２），
则 λｕ ＝２ｌｉｍ

ｘ→∞
Ｐ（Ｙ＞ｘ｜Ｘ＝ｘ）＝２ｌｉｍ

ｘ→∞
ｔν＋１

ν＋１
ν＋ｘ( )２

１
２ ｘ－ρｘ
１－ρ槡( )２ ＝２ｔν＋１ ν＋槡 １ １－槡 ρ

１＋槡 ρ
。

由椭圆Ｃｏｐｕｌａ的对称性，得

λｕ ＝λｌ＝２ｔν＋１
ν＋槡 １ １－槡 ρ

１＋槡 ρ
。 （５）

可见，用ＧａｕｓｓｉａｎＣｏｐｕｌａ建模方法，无法捕捉到尾部变化，而且尾部相关系数不存在。用 ｔＣｏｐｕｌａ建模方
法可以克服上述不足。

２ 对沪深股指的相关性建模问题实证研究

本节以上证综合指数的收益与深圳成分指数的收益作为边缘分布建模，旨在进一步研究沪深股市的相

关性。

我们选取２０００．０１．０４～２００５．１１．０４日上证综合指数和深圳成分指数的每日收盘价为样本，共１２８９组有
效数据。将价格 ｐｔ定义为市场第ｔ日指数收盘价，第 ｔ日收益Ｒｔ定义为Ｒｔ＝１００（ｌｎｐｔ－ｌｎｐｔ－１）。
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