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摘要：证明了对每点至多关联２个３面的平面图，全染色猜想成立．对每点至多关联２个３面且Δ（Ｇ）８的平面
图，有 ｘＴ（Ｇ）＝Δ（Ｇ）＋１．对每点至多关联?Δ（Ｇ）?２」个３面且Δ（Ｇ）９的平面图，有 ｘＴ（Ｇ）＝Δ（Ｇ）＋１．
关键词：平面图；全染色；全染色数

中图分类号：Ｏ１５７．５ 文献标识码：Ａ

Ｔｈｅｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈａｆｅｗ３ｆａｃｅｓｉｎｃｉｄｅｎｔｓｗｉｔｈｖｅｒｔｅｘ

ＳＵＮＸｉａｎｇｙｏｎｇ１，２
（１．ＳｃｈｏｏｌｏｆＳｔａｔｉｓｔｉｃｓａｎｄＭａｔｈ．，ＳｈａｎｄｏｎｇＥｃｏｎｏｍｉｃＵｎｉｖ．，Ｊｉｎａｎ２５００１４，Ｓｈａｎｄｏｎｇ，Ｃｈｉｎａ；

２．ＳｃｈｏｏｌｏｆＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，ＳｈａｎｄｏｎｇＵｎｉｖ．，Ｊｉｎａｎ２５０１００，Ｓｈａｎｄｏｎｇ，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＩｔｉｓｐｒｏｖｅｄｔｈａｔｆｏｒａｐｌａｎａｒｇｒａｐｈＧｗｈｉｃｈｅｖｅｒｙｖｅｒｔｅｘｉｓｉｎｃｉｄｅｎｔｗｉｔｈａｔｍｏｓｔｔｗｏ３ｆａｃｅｓ，ｔｈｅｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｃｏｎｊｅｃ
ｔｕｒｅｉｓｔｒｕｅ．Ｍｏｒｅｏｖｅｒ，ｔｈｅｔｏｔａｌｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｏｆＧｉｓΔ（Ｇ）＋１ｉｆΔ（Ｇ）８．Ｔｈｅｔｏｔａｌｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｏｆａｐｌａｎａｒｇｒａｐｈ
ＧｉｓΔ（Ｇ）＋１ｉｆΔ（Ｇ）９ａｎｄｅｖｅｒｙｖｅｒｔｅｘｉｓｉｎｃｉｄｅｎｔｗｉｔｈａｔｍｏｓｔ?Δ（Ｇ）?２」３ｆａｃｅｓ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｐｌａｎａｒｇｒａｐｈ；ｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇ；ｔｏｔａｌｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒ

０ 引言

本文只考虑无向简单平面图．给定一个平面图 Ｇ，分别用 Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ），Ｆ（Ｇ）表示 Ｇ的点集，边集，面
集．Ｇ的一个顶点或一条边，我们称为 Ｇ的一个元素．Ｇ的全ｋ染色是指用ｋ种颜色对Ｇ的顶点和边同时进
行染色，使得相邻或相关联的元素染不同的颜色．Ｇ的全染色数ｘＴ（Ｇ）是指 Ｇ的全ｋ染色中的最小整数ｋ．
给定图 Ｇ，用 ｄ（ｖ）表示点 ｖ的度数，Δ（Ｇ）表示 Ｇ的最大度，也可简写为Δ，ｒ（ｆ）表示面 ｆ的度数，即面 ｆ所
关联的边的个数．其余概念可见［１］．关于图的全染色，ｂｅｈｚａｄ［２］和Ｖｉｚｉｎｇ［３］曾提出猜想：任何一个简单图 Ｇ一
定是全Δ＋２可染的，这就是著名的全染色猜想．

当Δ（Ｇ）２时，猜想是显然成立的．当Δ（Ｇ）＝３时，Ｒｏｓｅｎｆｅｌｄ［４］和 Ｖｉｊａｙａｄｉｔｙａ［５］已证明这个猜想是正确
的，Δ（Ｇ）＝４［６］和Δ（Ｇ）＝５［７］时也证明了它的正确性．

对于平面图的情形，当Δ（Ｇ）９时，Ｂｏｒｏｄｉｎ［８］首先证明了全染色猜想成立，当Δ（Ｇ）＝８时，Ｙａｐ［９］也证明
了其正确性．此后，Ｓａｎｄｅｒｓ和Ｚｈａｏ［１０］证明了Δ（Ｇ）７的平面图一定是全９可染的，那么至今只剩下Δ（Ｇ）＝
６的平面图是否是全８可染的还有待解决．

此外，１９８９年，ＳａｎｃｈｅｚＡｒｒｏｙｏ［１１］证明了确定图 Ｇ的全染色数是一个 ＮＰ完备问题．１９９７年，Ｂｏｒｏｄｉｎ［１２］证
明了Δ（Ｇ）１１的平面图 Ｇ，其全染色数是Δ（Ｇ）＋１．２００４年Ｗｕ和Ｗａｎｇ［１３］证明了Δ（Ｇ）７，不含４圈平面
图的全染色数是Δ（Ｇ）＋１．２００６年Ｓｕｎ［１４］证明了Δ（Ｇ）８且３圈不重点平面图的全染色数是Δ（Ｇ）＋１．
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本文运用特殊子图，欧拉公式和重新赋值的方法对平面图的全染色问题进行了探讨，得出了每点至多

关联２个３面的平面图，全染色猜想是成立的．同时对每点至多关联２个３面且Δ（Ｇ）８的平面图 Ｇ，有
ｘＴ（Ｇ）＝Δ（Ｇ）＋１．对每点至多关联?Δ（Ｇ）?２」个３面且Δ（Ｇ）９的平面图 Ｇ，有 ｘＴ（Ｇ）＝Δ（Ｇ）＋１．

１ 符号和引理

为了描述图的特殊结构，我们引入下面的符号．ｋ顶点表示度是ｋ的顶点，（ｋ）顶点和（ｋ）顶点分
别表示度至多是ｋ和度至少是ｋ的顶点．（ｊ，ｋ）边表示 ｊ顶点与ｋ顶点相连的边，其中 ｊｋ．（ｊ，ｋ）边表
示（ｊ）顶点与（ｋ）顶点相连的边，其中 ｊｋ．一个（ｉ，ｊ，ｋ）３面表示该３面关联的３个顶点分别是 ｉ
顶点，ｊ顶点和ｋ顶点，其中 ｉｊｋ．一个（ｉ，ｊ，ｋ）３面表示该３面关联的３个顶点分别是（ｉ）顶
点，（ｊ）顶点和（ｋ）顶点，且 ｉｊｋ，其余类似定义．例如：一个（３，６，６）３面表示一个３面关联
的三个顶点分别是３顶点，另两个是（６）顶点．

以下部分考虑的是连通的嵌入到平面上的平面图，我们用｜Ｖ｜，｜Ｅ｜，｜Ｆ｜分别表示 Ｇ的顶点个数，边的
个数和面的个数．根据Ｅｕｌｅｒ公式，我们有｜Ｖ｜－｜Ｅ｜＋｜Ｆ｜＝２．

设 ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）．如果 ｘ∈Ｖ（Ｇ），ｄｅｇ（ｘ）表示顶点 ｘ的度，如果 ｘ∈Ｆ（Ｇ），ｄｅｇ（ｘ）表示面 ｘ的度．
如果 Ｇ中的ｘ被赋值，即ｃｈ（ｘ）＝ｄｅｇ（ｘ）－４，那么我们称 Ｇ已被分配值．当 Ｇ被分配值后，我们可以得到如
下引理．

引理 １ 设 Ｇ是一个连通的已被分配值的嵌入到平面上的平面图，那么 ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ（ｘ）＜０．

证明 因为 ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ（ｘ）＝ ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）

［ｄｅｇ（ｘ）－４］＋ ∑
ｘ∈Ｆ（Ｇ）

［ｄｅｇ（ｘ）－４］，由于点的度之和是２倍的边数，

面的度之和也是２倍的边数，从而 ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ（ｘ）＝４｜Ｅ｜－４｜Ｖ｜－４｜Ｆ｜，再由 Ｅｕｌｅｒ公式，嵌入到平面上的

连通图一定有｜Ｖ｜－｜Ｅ｜＋｜Ｆ｜＝２，从而上式等于（－８）＜０．
推论 １ 设 Ｇ是一个连通的已被分配值的嵌入到平面上的图，那么 Ｇ至少有一个（３）顶点或者一个

３面．
证明 假设 Ｇ既没有（３）顶点，也没有３面，那么 Ｇ的每一个顶点的度和面的度全都大于或等于４，

从而 ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ（ｘ）０，这与引理１矛盾．

２ 每点至多关联２个３面的平面图的全染色

定理 １ 每点至多关联２个３面的平面图，全染色猜想成立．
证明 当Δ（Ｇ）≠６时，全染色猜想是成立的，这可见文献［８～１０］．因而只须证明Δ（Ｇ）＝６时的情况．

假设 Ｇ是每点至多关联２个３面，且Δ（Ｇ）６的不能全８可染的极小图，那么有以下两个断言成立．
断言 １ Ｇ必包含以下（１），（２），（３）之一特殊子图．
（１）ｕｖ边，使得 ｄ（ｕ）＋ｄ（ｖ）８；且ｍｉｎ｛ｄ（ｕ），ｄ（ｖ）｝３；
（２）（４，４，４）３面；
（３）（３，６，６）３面．
假设 Ｇ不包含上述之一特殊子图．并设 Ｇ中的ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）已被赋值为 ｃｈ（ｘ），即 ｃｈ（ｘ）＝

ｄｅｇ（ｘ）－４，由引理１知 ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ（ｘ）＜０．接着，对 Ｇ的顶点和面按以下规则被调整赋值为 ｃｈ′（ｘ），使得

∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ′（ｘ）＝ ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ（ｘ）．以下证明，调整赋值后，对任意 ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ），ｃｈ′（ｘ）０，从而

∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ′（ｘ）０与引理１矛盾．规则定义如下：

Ｒ１：６顶点分给它关联的３面１２；分给它相邻的３顶点
１
３；

Ｒ２：５顶点分给它关联的３面１２．

首先讨论面的情况，设 ｆ∈Ｆ（Ｇ）．当 ｒ（ｆ）＝３时，由假设知 ｆ不会关联２顶点．否则 Ｇ就包含（２，
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６）边．ｆ也不会关联３顶点，否则 Ｇ就包含（３，５）边或（３，６，６）３面．又 ｆ不能是（４，４，４）３面，从而 ｆ

是（４，５，５）３面．根据Ｒ２，ｃｈ′（ｆ）ｃｈ（ｆ）＋
１
２×２＝３－４＋１＝０．当 ｒ（ｆ）４时，ｃｈ′（ｆ）＝ｃｈ（ｆ）０．

下面讨论点的情况，设 ｖ∈Ｖ（Ｇ）．首先 ｄ（ｖ）≠２，否则与假设矛盾．当 ｄ（ｖ）＝３时，由假设知它的邻点

全为６顶点．由Ｒ１，ｃｈ′（ｖ）＝ｃｈ（ｖ）＋１３×３＝３－４＋１＝０．当 ｄ（ｖ）＝４时，ｃｈ′（ｖ）＝ｃｈ（ｖ）＝０．当 ｄ（ｖ）＝５

时，因 ｖ至多关联２个３面，且与 ｖ相邻的顶点的度至少是４，所以ｃｈ′（ｖ）ｃｈ（ｖ）－
１
２×２＝５－４－１＝０．当

ｄ（ｖ）＝６时，由于不含（３，５）边和（３，６，６）３面，则 ｖ关联２个３面和至多３个３顶点相邻，或 ｖ关联１
个３面和至多４个３顶点相邻，或 ｖ至多只与６个３顶点相邻但不关联任何３面．所以ｃｈ′（ｖ）ｃｈ（ｖ）－

ｍａｘ｛１２×２＋
１
３×３，

１
２＋

１
３×４，

１
３×６｝＝０．

总上，如果 Ｇ不含特殊子图，那么 ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ′（ｘ）０，这与引理 １矛盾．从而Δ（Ｇ）６时，极小图 Ｇ

必含某个特殊子图．
断言 ２ 设 Ｇ是一个不能全８可染的极小图，则 Ｇ不含以上任一特殊子图．
（１）假设 Ｇ是一个不能全８可染的极小图，且 Ｇ含ｕｖ边，使得 ｄ（ｕ）＋ｄ（ｖ）８，且ｍｉｎ｛ｄ（ｕ），ｄ（ｖ）｝

３．则由 Ｇ的极小性，图 Ｇ′＝Ｇ－ｕｖ可全８染色．不妨设 ｄ（ｕ）３，先去掉 ｕ顶点的染色，则至少有一种颜
色可染 ｕｖ边，然后再染 ｕ，从而得到图 Ｇ的一个全８染色，这与 Ｇ的极小性矛盾．

（２）设 Ｇ是一个不能全 ８可染的极小图，且 Ｇ含（４，４，４）３面，（４，４）边记作 ｕｖ边，ｗ顶点的度
ｄ（ｗ）４．由 Ｇ的极小性，图 Ｇ′＝Ｇ－ｕｖ有全８染色φ．假设与 ｕｖ边相邻的边在Ｇ′中的染色集合是Ｃ，如

果 ｗ顶点的颜色φ（ｗ）Ｃ，则染 ｕｖ边以颜色φ（ｗ）即可使 Ｇ有全８染色．如果 ｗ顶点的颜色φ（ｗ）∈Ｃ，
不妨设与 ｕ顶点关联的某边 ｕｓ的染色φ（ｕｓ）＝φ（ｗ），此时先去掉 ｕ顶点的染色，则至少有一种颜色可染
ｕｖ，而 ｄ（ｕ）＝４，并且 ｗ顶点和 ｕｓ边染同一颜色，从而至少有一种颜色可染 ｕ顶点，这样 Ｇ也可全８染色，
与 Ｇ的极小性矛盾．

（３）设 Ｇ是一个不能全８可染的极小图，且 Ｇ含（３，６，６）３面，（６，６）边记作 ｕｗ边，ｖ顶点的度是３．由
Ｇ的极小性，图 Ｇ′＝Ｇ－ｕｖ有全８染色φ．先抹去 ｖ顶点上的染色，设 Ｇ中与ｕｖ边相邻的７条边和 ｕ顶点
构成的集合为 Ｓ，Ｓ中每个元素的染色构成的集合为Ｃ．则｜Ｓ｜＝８，｜Ｃ｜８．

如果｜Ｃ｜７，则至少有１种颜色可染 ｕｖ边．因而设｜Ｃ｜＝８，并且设与 ｖ顶点相邻的第三个邻点是ｓ，由

（２）知 ｄ（ｓ）＝６．设 ｗ顶点上的染色和它邻边上的染色集合为Ｈ，如果 ｓｖ边上的染色φ（ｓｖ）Ｈ，则重染 ｕｗ
边以φ（ｓｖ），从而至少有一颜色可染 ｕｖ边．如果φ（ｓｖ）∈Ｈ，则先染 ｕｖ边以 ｖｗ边上的颜色，再重染 ｖｗ边．
因φ（ｓｖ）∈Ｈ，所以至少有一种颜色可染 ｖｗ边．最后再染 ｖ顶点，可使 Ｇ也有全８染色，与 Ｇ的极小性矛
盾．

由以上断言１、断言２可知定理１成立．

３ 当Δ（Ｇ）８时，每点至多关联２个３面的平面图的全染色

定理 ２ 对Δ（Ｇ）８，且每点至多关联２个３面的平面图，有 ｘＴ（Ｇ）＝Δ（Ｇ）＋１．
证明 假设 Ｇ是满足定理条件的一个极小反例．则可得到如下（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）、（ｅ）结论．
（ａ）Ｇ是２连通的．
（ｂ）Ｇ不包含偶圈ｖ１ｖ２…ｖ２ｔｖ１，使得 ｄ（ｖ１）＝ｄ（ｖ３）＝…＝ｄ（ｖ２ｔ－１）＝２．
（ｃ）Ｇ不含边ｕｖ使得ｍｉｎ｛ｄ（ｕ），ｄ（ｖ）｝?Δ（Ｇ）?２」且 ｄ（ｕ）＋ｄ（ｖ）Δ（Ｇ）＋１．
（ｄ）Ｇ２是 Ｇ中与２度点关联的边生成的子图，则（１）Ｇ２是一森林．（２）Ｇ２包含一个匹配 Ｍ，使得 Ｍ饱

含 Ｇ中所有的２顶点．
（ｅ）设 Ｘ＝｛ｖ｜ｄＧ（ｖ）３｝，Ｙ是Ｘ的邻点集合，即 Ｙ＝∪

ｘ∈Ｘ
Ｎ（ｘ），Ｋ是由Ｘ，Ｙ导出的二部子图．如果 Ｘ≠

，且Δ６，那么 Ｇ包含一个二部子图Ｂ＝（Ｘ，Ｙ），使得对 ｘ∈Ｘ，ｄＢ（ｘ）＝１和 ｙ∈Ｙ，ｄＢ（ｙ）２．
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（ａ）证明可见文献［１５］．即如果 Ｇ有割边或割点ｘ，且 ｘＴ（Ｇ－ｘ）＝Δ＋１，容易证明 ｘＴ（Ｇ）＝Δ＋１．（ｂ）证
明见［８］，（ｂ）说明极小图 Ｇ不会含偶圈，否则，与 Ｇ的极小性矛盾．（ｃ）证明见［１６］．（ｃ）说明２顶点只能与
最大度点相邻，３顶点只能与（Δ－１）顶点相邻．否则，与 Ｇ的极小性矛盾．（ｄ）和（ｅ）的证明见［１３］．

由（ｄ）可以得到 ｄ（ｖ）＝２的点与 ｄ（ｖ）＝Δ的点之间的联系．如果 ｕｖ∈Ｍ，ｄ（ｕ）＝２那么称 ｖ是ｕ的２
主点．由（ｄ），Ｇ中每一个２顶点都有一个２主点与之对应，再由（ｃ）知，只有最大度点才能成为２主点，且
最大度点至多只能成为一个２顶点的２主点．

由（ｃ）知，ｄ（ｖ）３的点与 ｄ（ｖ）Δ－１的点才可能相邻．那么 ｄ（ｖ）３的点与 ｄ（ｖ）Δ－１的点之间
的联系可以通过（ｅ）得到．如果 ｘｙ∈Ｂ，称 ｙ是ｘ的３主点．由（ｅ）知每个 ｄ（ｖ）３的点都有一个３主点与
之对应，每个 ｄ（ｖ）Δ－１点可以至多成为２个 ｄ（ｖ）３的点的３主点．

设 ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）．并且 ｘ已被赋值为ｃｈ（ｘ），即ｃｈ（ｘ）＝ｄｅｇ（ｘ）－４，由引理１知 ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ（ｘ）＜０．

接着，对 Ｇ的顶点和面按以下规则被调整赋值为 ｃｈ″（ｘ），使得 ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ″（ｘ）＝ ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ（ｘ）．以下证

明，调整赋值后， ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ″（ｘ）０，从而与引理１矛盾．规则定义如下．

Ｒ１：每个２顶点从它的３主点得到１；从它的２主点也得到１；
Ｒ２：每个３顶点从它的３主点得到１；

Ｒ３：每个３面从ｄ（ｖ）６的点得到
１
２，从 ｄ（ｖ）＝５的点得到

１
３．

当 ｒ（ｆ）＝３时，由于Δ８，由（ｃ）知，Ｇ或者含有（?Δ（Ｇ）?２」＋１，?Δ（Ｇ）?２」＋１，?Δ（Ｇ）?２」＋１）３面，

或含有（ｋ，（Δ＋２－ｋ），（Δ＋２－ｋ））３面，其中２ｋ?Δ（Ｇ）?２」．由 Ｒ３，ｃｈ″（ｆ）ｃｈ（ｆ）＋ｍｉｎ｛
１
３×３，

１
２×２｝＝３－４＋１＝０．当 ｒ（ｆ）４时，ｃｈ″（ｆ）＝ｃｈ（ｆ）＝４－４＝０．

当 ｄ（ｖ）＝２时，由Ｒ１，ｃｈ″（ｖ）＝ｃｈ（ｖ）＋１＋１＝２－４＋２＝０．当 ｄ（ｖ）＝３时，由于每个３顶点都有一个３
主点与之相邻，由Ｒ２，ｃｈ″（ｖ）＝ｃｈ（ｖ）＋１＝３－４＋１＝０．当 ｄ（ｖ）＝４时，ｃｈ″（ｖ）＝ｃｈ（ｖ）＝０．当 ｄ（ｖ）＝５时，

由于 ｖ至多关联２个３面，由Ｒ３，ｃｈ″（ｖ）ｃｈ（ｖ）－
１
３×２＝

１
３＞０．当（Δ－１）＞ｄ（ｖ）６时，由于 ｖ至多关联

２个３面，由Ｒ３，ｃｈ″（ｖ）ｃｈ（ｖ）－
１
２×２＞０．当 ｄ（ｖ）＝Δ－１７时，由（ｃ）、（ｅ）知，ｖ至多成为两个３顶点的

３主点，由Ｒ２、Ｒ３，ｃｈ″（ｖ）＞ｃｈ（ｖ）－１２×２－１×２０．当 ｄ（ｖ）＝Δ８，由（ｄ）和（ｅ）知，它至多成为一个２顶

点的２主点和两个ｄ（ｖ）３的点的３主点，且 ｖ还至多关联２个３面，所以 ｃｈ″（ｖ）ｃｈ（ｖ）－１×３－
１
２×

２＝０．综上讨论， ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ″（ｘ）０从而与引理１矛盾．

４ 当Δ（Ｇ）９时，每点至多关联个?Δ（Ｇ）?２」个３面的平面图的全染色

定理 ３ 对Δ（Ｇ）９，且每点至多关联?Δ（Ｇ）?２」个３面的平面图，有 ｘＴ（Ｇ）＝Δ（Ｇ）＋１．
证明 假设 Ｇ是满足定理条件的一个极小反例，那么同理可以得到定理２证明中（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）、（ｅ）

结论．即极小图 Ｇ中的２顶点，只能与最大度点相邻，３顶点只能与（Δ－１）顶点相邻．Δ顶点至多只能
成为一个２顶点的２主点和２个（３）顶点的３主点，（Δ－１）顶点至多只能成为２个３顶点的３主点．
由 Ｇ的极小性，还可得到以下断言．

断言 ３ Ｇ不含（「Δ（Ｇ）?２?，「Δ（Ｇ）?２?，「Δ（Ｇ）?２?）３面．
假设极小图 Ｇ含（「Δ（Ｇ）?２?，「Δ（Ｇ）?２?，「Δ（Ｇ）?２?）３面，并设 ｕ，ｖ，ｗ分别是该３面关联的３个顶

点，ｗ顶点是（「Δ（Ｇ）?２?）顶点，由 Ｇ的极小性，平面图 Ｇ′＝Ｇ－ｕｖ有全Δ（Ｇ）＋１染色φ．记图 Ｇ中与

ｕｖ边相邻的边上的染色集合为Ｃ，如果 ｗ顶点的染色φ（ｗ）Ｃ，则染 ｕｖ边以颜色φ（ｗ），就能使 Ｇ有全

Δ（Ｇ）＋１染色．如果 ｗ顶点的染色φ（ｗ）∈Ｃ，不妨设φ（ｗ）与 ｕ顶点关联的某边染色相同，则抹去 ｕ顶点
上的染色后，至少有一种颜色可染 ｕｖ边，最后再染 ｕ顶点．由于φ（ｗ）与 ｕ顶点关联的某边染色相同，所以
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至少有一种颜色可染 ｕ顶点．从而极小图 Ｇ也可全Δ（Ｇ）＋１染色，与 Ｇ的极小性矛盾．
设 Ｇ中的顶点和面已被赋值为 ｃｈ（ｘ），下面给出规则对 Ｇ的顶点和面调整赋值为 ｃｈ（ｘ），使得

∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ（ｘ）＝ ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ（ｘ）．以下证明，调整赋值后， ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ（ｘ）０与引理１矛盾，规则定义

如下．

Ｒ１：每个３面从关联的「Δ（Ｇ）?２?顶点上得到
１
５，从「Δ（Ｇ）?２?＋１顶点上得到

２
５，从（「Δ（Ｇ）?２?＋２）

顶点上得到
１
２；

Ｒ２：每个２顶点从２主点得到１，从３主点也得到１；
Ｒ３：每个３顶点从３主点得到１．
当 ｒ（ｆ）＝３时，由于Δ９，由（ｃ）和断言 ３知，极小图 Ｇ应含有（「Δ（Ｇ）?２?，「Δ（Ｇ）?２?＋１，

「Δ（Ｇ）?２?＋１）３面，或（ｋ，Δ＋２－ｋ，Δ＋２－ｋ）３面，其中 ２ｋ?Δ（Ｇ）?２」．由 Ｒ１，ｃｈ（ｆ）

ｃｈ（ｆ）＋ｍｉｎ｛１５＋
２
５×２，

１
５＋

２
５＋

１
２，
１
２＋

１
２｝０．当 ｒ（ｆ）４时，ｃｈ

（ｆ）＝ｃｈ（ｆ）０．

当 ｄ（ｖ）＝２时，由Ｒ２，ｃｈ（ｖ）ｃｈ（ｖ）＋１＋１＝２－４＋２＝０．当 ｄ（ｖ）＝３时，由 Ｒ３，ｃｈ（ｖ）ｃｈ（ｖ）＋
１＝３－４＋１＝０．当４ｄ（ｖ）＜「Δ（Ｇ）?２?时，ｃｈ（ｖ）＝ｃｈ（ｖ）＝４－４＝０．当 ｄ（ｖ）＝「Δ（Ｇ）?２?时，ｖ至多关联

?Δ（Ｇ）?２」个３面，由Ｒ１，ｃｈ（ｖ）ｃｈ（ｖ）－
１
５×?Δ（Ｇ）?２」＞０．当 ｄ（ｖ）＝「Δ（Ｇ）?２?＋１时，由 Ｒ１，ｃｈ

（ｖ）

ｃｈ（ｖ）－２５×?Δ（Ｇ）?２」＞０．当 ｄ（ｖ）＝「Δ（Ｇ）?２?＋２＜Δ－１时，由 Ｒ１，ｃｈ
（ｖ）ｃｈ（ｖ）－

１
２×?Δ（Ｇ）?２」＞０．

当 ｄ（ｖ）＝Δ－１时，由于 ｖ至多成为两个 ３顶点的 ３主点，且 ｖ还至多关联?Δ（Ｇ）?２」个 ３面，所以

ｃｈ（ｖ）ｃｈ（ｖ）－１×２－
１
２×?Δ（Ｇ）?２」＝０．当 ｄ（ｖ）＝Δ时，由于它至多可以成为一个２顶点的２主点和

两个ｄ（ｖ）３的点的３主点，并且 ｖ还至多关联?Δ（Ｇ）?２」个３面，所以，ｃｈ（ｖ）ｃｈ（ｖ）－１×２－１－
１
２×

?Δ（Ｇ）?２」＝０．综上讨论， ∑
ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）

ｃｈ（ｘ）０与引理１矛盾．
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第５期 孙向勇：点关联较少３面的平面图的全染色 ５



６ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４２卷


