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广义经典完整非保守力学系统

Ｌｉｅ对称性及其守恒量
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摘要：研究了广义完整非保守力学系统的Ｌｉｅ对称性及其守恒量．建立了系统的运动微分方程，给出其确定方程、

结构方程和守恒量，得到了系统的Ｌｉｅ对称性定理和逆定理，最后举例说明结果的应用．
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０ 引言

描述动力学系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ量含广义坐标对时间高阶微商情形（广义力学系统）的研究，在数学、力学和
物理学等诸多领域广为应用．Ｏｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ和Ｊａｃｏｂｉ最早对其进行了开创性研究［１］，文献［２］用现代数学方法
描述了广义经典力学系统和场论．近年来，对于此类系统的研究更加受到人们的关注，并取得许多研究成
果［３１１］．

动力学系统的守恒量在力学研究中具有十分重要的作用，它不仅能使复杂的运动微分方程易于求解，

而且反映着深刻的物理本质．对称性和守恒量之间的联系在经典理论中通常由Ｎｏｅｔｈｅｒ定理与Ｌｉｅ对称性定
理给出［１２１７］，文献［１８］研究了广义经典完整非保守力学系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理，本文研究系统的 Ｌｉｅ对称性，建
立系统逆变代数形式的运动方程，给出系统的确定方程、结构方程和守恒量，得到 Ｌｉｅ对称性定理及其逆定
理，最后举例说明结果的应用．
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１ 系统的运动微分方程

研究广义完整非保守力学系统．设系统的位形由 ｎ个广义坐标ｑｓ（ｓ＝１，…ｎ）确定，其 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数 Ｌ
是时间 ｔ，广义坐标 ｑｓ（ｓ＝１，…ｎ）及其一阶到 ｋ阶导数的函数，系统受广义非势力 Ｑｓ＝Ｑｓ（ｑｓ，ｑｓ，…ｑｓ

（ｋ）
，ｔ），

则广义ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程为

∑
ｋ

ｊ＝０
（－１）ｊｄ

ｊ

ｄｔｊ
Ｌ
ｑｓ
（ｊ）＋Ｑｓ（ｑｓ，ｑｓ，…ｑｓ

（ｋ）
，ｔ）＝０ （１）

引入广义动量和哈米顿函数
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则方程（１）可写成正则形式
ｄ
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式中
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则方程（４）可进一步表示为
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ａ( )ν ａν－Ｈａμ ＝－Λμ．（μ，ν＝１，…２ｋｎ） （１０）

与式（１０）相对应的逆变代数方程为［１９］

ａμ－ｓμνＨ
ａμ
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此处
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式（１４）中，０ｎ×ｎ是ｎ阶零矩阵，Ｉｎ×ｎ是ｎ阶单位矩阵．

２ 系统的Ｌｉｅ对称性与守恒量

取 ｒ参数变换群的无穷小变换
ｔ ＝ｔ＋Δｔ，

ａμ

＝ａμ＋Δａμ

{ ．
（μ＝１，…２ｋｎ） （１６）

以及它的扩展形式
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０（ｔ，ａ），
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＝ａμ＋εαξ

α
μ
（ｔ，ａ）{ ．

（μ＝１，…２ｋｎ：α＝１，…ｒ） （１７）

这里εα是无穷小参数，ξ
α
０，ξ

α
μ
是无穷小变换生成元．引入无穷小变换生成元向量

Ｘ（０）＝ξ
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ｔ
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它的一次扩展
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α
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那么微分方程（１２）在无穷小变换（１７）下的不变性归结为确定方程：
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定义 １ 如果无穷小变换（１７）的生成元ξ
α
０，ξ

α
μ
满足确定方程（２０），那么相应的对称性称为广义完整非

保守力学系统的Ｌｉｅ对称性．
于是，有下述定理存在

定理 对于满足确定方程（２０）的无限小生成元ξ
α
０，ξ

α
μ
，如果存在规范函数 Ｇα＝Ｇα（ｔ，ａ）满足结构方程
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则系统存在如下Ｌｉｅ对称性守恒量

Ｉ＝∑
２ｋｎ

μ＝１
Ｒ
μξ
α
μ
－Ｈξ

α
０＋Ｇα＝ｃｏｎｓｔ．（α＝１，…ｒ） （２２）

证

ｄＩ
ｄｔ＝∑

２ｋｎ

μ＝１

Ｒμ
ａν
ａνξ
α
μ
＋∑
２ｋｎ

μ＝１
Ｒ
μ

ξ
α
μ
－Ｈｔ

＋∑
２ｋｎ

μ＝１

Ｈ
ａν
ａ( )νξα０－Ｈξα０－ ∑２ｋｎ

μ＝１
Ｒ
μ
ａμ－( )Ｈξ

α
０－

∑
２ｋｎ

μ＝１
（ξ
α
μ
－ａμξ

α
０）Ｒμ－∑

２ｋｎ

μ＝１
∑
２ｋｎ

ν＝１

Ｒμ
ａνξ

α
μ
ａν＋Ｈ
ｔξ

α
０＋∑

２ｋｎ

μ＝１

Ｈ
ａμξ

α
μ
＋∑
２ｋｎ

μ＝１
Λμ（ξ

α
μ
－ａμξ

α
０）＝

∑
２ｋｎ

μ＝１
（ξ
α
μ
－ａμξ

α
０）
Ｈ
ａμ

＋Λμ－∑
２ｋｎ

ν＝１

Ｒν
ａμ

－
Ｒ
μ

ａ( )ν ａ[ ]ν －∑
２ｋｎ

μ＝１
∑
２ｋｎ

ν＝１

Ｒν
ａμ

－
Ｒ
μ

ａ( )ν ａμａνξα０＝０．

第９期 董文山：广义经典完整非保守力学系统Ｌｉｅ对称性及其守恒量 ３



显然，系统存在守恒量式（２２）．

３ 系统Ｌｉｅ对称性的逆定理

假设已知广义完整非保守力学系统（１）有初积分
Ｉ＝Ｉ（ｔ，ａ）＝ｃｏｎｓｔ． （２３）

则

ｄＩ
ｄｔ＝
Ｉ
ｔ
＋∑
２ｋｎ

μ＝１

Ｉ
ａμ
ａμ＝０． （２４）

将系统运动方程（１０）的两端乘以珋ξ
α
μ
＝ξ
α
μ
－ａμξ

α
０，并对 ｓ求和，得

∑
２ｋｎ

μ＝１
珋ξ
α
μ ∑

２ｋｎ

μ＝１
ωμ
νａν－Ｈ

ａμ
＋Λ( )μ ＝０．（α＝１，…ｒ） （２５）

将式（２４）与（２５）相加后，分离出含 ａν的项，并令其系数为０，得到

Ｉ
ａν

＋∑
２ｋｎ

μ＝１
ωμνξ

α
μ
＋ Ｈ
ａμ

－Λ( )νξα０＝０．（ν＝１，…２ｋｎ，α＝１，…ｒ） （２６）

考虑到式（１３），有

ξ
α
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＝∑
２ｋｎ

ν＝１
ωμ
ν Ｉ
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＋Ｈ
ａν

－Λ( )νξα[ ]０ ．（μ＝１，…２ｋｎ，α＝１，…ｒ） （２７）

其中

∑
２ｋｎ

ν＝１
ωμ
ν
ωνρ＝δμρ．（μ，ρ＝１，…２ｋｎ） （２８）

为使式（１７）为Ｌｉｅ对称变换，令初积分式（２３）等于守恒量式（２２），得

∑
２ｋｎ

μ＝１
Ｒ
μξ
α
μ
－Ｈξ

α
０＋Ｇα＝Ｉ．（α＝１，…ｒ） （２９）

定义 ２ 如果式（２７）和（２９）确定的无限小生成元ξ
α
０，ξ

α
μ
满足确定方程（２０）．则称相应的变换为Ｌｉｅ对称

变换．

４ 举例

设力学系统的Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为

Ｌ＝１２ｑ
２
１＋
１
２ｑ

２
１ｑ２２＋

１
２ｑ̈

２
１． （３０）

系统受有非势广义力为 Ｑ＝－ｑ̈１，试研究系统的对称性与守恒量．
解 首先研究Ｌｉｅ对称性正问题
第一步 列写系统的运动微分方程

由式（２）求得

Ｐ１?１＝
Ｌ

ｑ１
－ｄｄｔ
Ｌ
ｑ̈１

＝ｑ１－ｑ
…
１，

Ｐ１?２＝
Ｌ

ｑ̈１
＝ｑ̈１，

Ｐ２?１＝
Ｌ

ｑ２
－ｄｄｔ
Ｌ
ｑ̈２

＝ｑ２１ｑ２，

Ｐ２?２＝
Ｌ

ｑ̈２
＝０． （３１）

式（３）给出

Ｈ＝Ｐ１?１ｑ１＋Ｐ１?２ｑ̈１＋Ｐ２?１ｑ２－
１
２ｑ

２
１－
１
２ｑ

２
１ｑ２２－

１
２ｑ̈

２
１， （３２）

令
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ａ１＝ｑ１， ａ２＝ｑ２， ａ３＝Ｐ１?１， ａ４＝ｐ２?１，

ａ５＝ｑ１， ａ６＝ｑ２， ａ７＝Ｐ１?２， ａ８＝０，

Ｒ１＝Ｐ１?１， Ｒ２＝Ｐ２?１， Ｒ３＝０， Ｒ４＝０，

Ｒ５＝Ｐ１?２， Ｒ６＝Ｐ２?２， Ｒ７＝０， Ｒ８＝０．

（３３）

则有

Ｈ＝ａ３ａ５＋１２（ａ
７）２＋ａ４ａ６－１２（ａ

５）２－１２（ａ
１）２（ａ６）２． （３４）

再令

珟Ｑ１＝Ｑ＝－ｑ̈１，珟Ｑ２＝０．
由式（６），（９）和（３３），得

Λ１＝－ａ７，Λ２＝０，Λ３＝０，Λ４＝０，Λ５＝－ａ７，Λ６＝０，Λ７＝０，Λ８＝０． （３５）
式（１２）给出

Ｓμν＝

０ ０ １ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ １ ０ ０ ０ ０
－１ ０ －ａ７?ａ５ ０ ０ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １
０ ０ ０ ０ －１ ０ －１ ０

























０ ０ ０ ０ ０ －１ ０ ０

． （３６）

据式（１１），系统的运动微分方程为
ａ１＝ａ５，ａ２＝ａ６，ａ３＝ａ１（ａ６）２－ａ７，ａ４＝０，

ａ５＝ａ７，ａ６＝０，ａ７＝ａ５－ａ４－ａ７，ａ８＝（ａ１）２ａ６－ａ４． （３７）
第二步 建立确定方程并求解

取 ｒ＝１，确定方程式（２０）给出

ξ１－ａ

５
ξ０＝ξ５，


ξ２－ａ

６
ξ０＝ξ６，


ξ３＋［ａ

１（ａ６）２＋ａ７］ξ０＝（ａ
６）２ξ１＋２ａ

１ａ６ξ６＋ξ７，

ξ４＝０，

ξ５－ａ

７
ξ０＝ξ７，


ξ６＝０，

ξ７＋（ａ

３－ａ５＋ａ７）ξ０＝ξ３－ξ５＋ξ７，

ξ８＝ξ４－２ａ

１ａ６ξ１－（ａ
１）２ξ６



















．

（３８）

取无穷小变换生成元

ξ０＝－１，ξ１＝ξ２＝ξ３＝ξ４＝ξ５＝ξ６＝ξ６＝ξ７＝ξ８＝０． （３９）

ξ０＝０，ξ１＝０，ξ２＝１，ξ３＝ξ４＝ξ５＝ξ６＝ξ７＝ξ８＝０． （４０）
显然，生成元式（３９）和（４０）满足确定方程（３７），因此，它们对应系统的 Ｌｉｅ对称，对于生成元（３９），结构方程
（２１）给出

ａ７（ａ５＋ａ７）＋Ｇ＝０． （４１）
由此找不到规范函数，对于生成元（４０），结构方程（２１）给出

Ｇ＝０． （４２）
将式（４０）和（４２）代入式（２２），得系统的守恒量

Ｉ＝ａ４＝ｃｏｎｓｔ． （４３）
其次，研究Ｌｉｅ对称性逆问题．假设系统有守恒量（４３），求与其相应的Ｌｉｅ对称性．
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方程（２７），（２９）给出

ξ１＝ａ
５
ξ０，

ξ２＝１＋ａ
６
ξ０，

ξ３＝［ａ
１（ａ６）２－ａ７］ξ０，

ξ４＝０，

ξ５＝ａ
７
ξ０，

ξ６＝０，

ξ７＝（ａ
５－ａ３－ａ７）ξ０，

ξ８＝［（ａ
１）２ａ６－ａ４］ξ０，

（ａ３ａ５＋ａ４ａ６＋ａ５－ａ３－ａ７）ξ０－Ｈξ０＋Ｇ





















＝０．

（４４）

引入规范函数

Ｇ＝０ （４５）
则

ξ０＝０，ξ１＝０，ξ２＝１，ξ３＝ξ４＝ξ５＝ξ６＝ξ７＝ξ８＝０． （４６）
容易验证，生成元（４６）满足确定方程（３８），因此，这个对称性是系统的Ｌｉｅ对称性．

致谢：承蒙梅凤翔教授对本文作了很多指正，深致谢忱．
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