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摘要：考虑并行批加工机上不同尺寸工件的调度问题；目标是极小化最大完工时间．给出了一个（２＋ε）近似算
法，ε＞０可以任意小．
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０ 引言

分批调度（ｂａｔｃｈｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇ）是集成电路芯片制造过程中提出的一类新型调度问题［１］．本文考虑并行机上
不同尺寸工件的分批调度问题．给定工件的集合 Ｊ＝｛１，２，…ｎ｝和 ｍ台可以成批加工的机器．假定所有工件
同时到达．工件 ｊ的尺寸为ｓｊ∈（０，１］，加工时间为 ｐｊ．每台机器可以同时对若干个工件进行成批加工，只要
这些工件的尺寸之和不超过１．一个批次的加工时间是该批次中所有工件中最长的加工时间．同一批次被加
工的工件有相同的开工时间（所在批次的开工时间）和完工时间（所在批次的完工时间，即所在批次的开工

时间加上加工时间）．问题的目标是找到一个调度，使得最大完工时间（ｍａｋｅｓｐａｎ），即最后一个被加工工件的
完工时间，最短．

调度理论中相当多的问题是ＮＰ困难的．对于ＮＰ困难问题，研究的重点在于设计好的近似算法．给定一
个极小化问题，若对于该问题的任意实例，算法 Ａ都能在多项式时间之内找到一个目标值不超过ρ倍最优
值的可行解，则称算法Ａ是该极小化问题的一个ρ近似算法．ρ称为算法Ａ的近似比．一族算法｛Ａε｝称为一
个多项式时间近似方案，如果对任意给定的正数ε，算法Ａε是一个（１＋ε）近似算法．（请参阅文献［２］．）
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对于分批调度问题的研究，基本局限于所有工件具有相同尺寸
１
ｂ（整数 ｂ称为批容量）的情形．文献［３］

详尽讨论了单机（ｍ＝１）各种目标函数的此类问题，并证明了对于极小化最大完工时间问题，当所有工件同
时到达时是多项式时间可解的，而对于工件到达非同时的一般情况，该问题是 ＮＰ困难的．对于后者，文献
［４］得到了多项式时间近似方案．极小化最大完工时间的并行机批调度问题是 ＮＰ困难的，因为此时即使当
ｂ＝１并且所有工件同时到达时仍然是ＮＰ困难的［５］（因此我们的问题也是 ＮＰ困难的）．当工件具有释放时
间（不同时到达）时，文献［６］给出了多项式时间近似方案．

当工件具有不同尺寸时，对于极小化最大完工时间的分批调度问题，已有结果均只局限于讨论单机的

情形［７～９］．文献［７，８］研究了所有工件同时到达的情形：［７］给出了若干启发式算法，［８］给出了一个 ７４近似

算法并分析了［７］中所有的算法，指出其中最好的一个其近似比为２．文献［９］研究了工件具有释放时间的情
形，给出了（２＋ε）近似算法，ε是任意小的正数．

据我们所知，目前尚未有并行机上不同尺寸工件分批调度问题的研究结果．本文研究这一问题，假定所
有工件同时到达．结合文献［８～１０］的技巧，给出了（２＋ε）近似算法，ε是任意小的正数．

在第１节我们假设工件允许裂开，给出了多项式时间近似方案．第２节考虑工件不允许裂开的情形，给
出了（２＋ε）近似算法，ε是任意小的正数．第３节是结语，指出了可供进一步研究的问题．

１ 工件允许裂开的情形

在一个调度中，若工件 ｊ被分成两个工件ｊ１和 ｊ２，分别在不同的批次中加工，并且满足 ｐｊ１ ＝ｐｊ２ ＝ｐｊ，

ｓｊ１＋ｓｊ２＝ｓｊ，则称工件 ｊ是裂开的．本节假设所有工件允许裂开．设此问题的最优值为 ｓｏｐｔ．设ε是任意小的

正数．不失一般性，设ε１．我们将得到一个调度，其目标值不超过（１＋ε）·ｓｏｐｔ．称该调度为（１＋ε）近似调
度．

算法分为五步：最优分批；合并小批次；对各批次的加工时间取整；枚举所有可能的调度，找出可行调

度中的最优者；还原得到原问题的一个调度．
首先对工件进行分批：按加工时间从大到小的顺序，依次将工件放入第一批 Ｂ１，直到该批中工件的尺寸

之和恰好为１（放入该批中的最后一个工件可能要裂开）．同样地，将剩余工件（裂开的工件优先）依次放入第
二批 Ｂ２、第三批 Ｂ３、…，直到没有剩余工件为止．

设所得到的分批为Ψ．引理１说明Ψ 可以导出最优调度．
引理 １ 存在一个最优调度，该调度中工件的分批为Ψ．
证明 考虑一个最优调度．取该调度中加工时间最大的那个批次，与其他批次之间进行工件的交换，将

该批次转换为 Ｂ１．易见所得调度仍为最优．同样地，取剩余批次中加工时间最大的批次，将其转换为 Ｂ２．以
此类推，最后得到的最优调度，其分批恰为 Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３…，即Ψ．

设所得批次最大的加工时间为 ｐｍａｘ，所有批次的加工时间之和为 Ｄ．

引理 ２ ｍａｘ｛ｐｍａｘ，
Ｄ
ｍ｝ｓｏｐｔｐｍａｘ＋

Ｄ
ｍ．

证明 显然有ｓｏｐｔｐｍａｘ．假设 ｓｏｐｔ＜
Ｄ
ｍ，则任一机器的完工时间（在该机器上加工的最后一个批次的完

工时间）小于
Ｄ
ｍ，故 ｍ台机器上加工的所有批次的加工时间之和小于

Ｄ
ｍ·ｍ＝Ｄ，矛盾．故有 ｓｏｐｔｍａｘ｛ｐｍａｘ，

Ｄ
ｍ｝．

对所得批次应用列表调度算法（ＬｉｓｔＳｃｈｅｄｕｌｉｎｇＡｌｇｏｒｉｔｈｍ）［１１］：任一机器闲置时，任取一个未被加工的批次
在该机器上加工．设所得调度中，最后一个被加工的批次的开工与完工时间分别为 Ｓ和Ｔ．根据列表调度算

法，在时刻 Ｓ之前，任一机器不会闲置，这说明 Ｓ
Ｄ
ｍ．故有：ＴＳ＋ｐｍａｘｐｍａｘ＋

Ｄ
ｍ．这样我们就得到了一个
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可行调度，其目标值不超过 ｐｍａｘ＋
Ｄ
ｍ．因此有ｓｏｐｔｐｍａｘ＋

Ｄ
ｍ．

令 ｄ＝ε４·ｍａｘ｛ｐｍａｘ，
Ｄ
ｍ｝．由引理２可知 ｄ

ε
４·ｓｏｐｔ．加工时间小于 ｄ的批次称为小的，否则称为大的．Ψ

中若有两个小批次，则我们将其合并，看作一个批次，其加工时间为原来两个批次的加工时间之和．持续应
用这一方法，最终得到的所有批次中，至多有一个是小的．这个小批次可以忽略，因为我们在得到其它批次
的（１＋ε）近似调度之后，总可以把它安排在完工时间最小的机器上加工．由于完工时间最小的机器的完工
时间必不超过ｓｏｐｔ，我们就得到了所有批次的（１＋ε）近似调度．因此不妨认为合并之后，所有的批次都是大
的．

设合并后的分批为Ψ′．引理３说明分批Ψ′所对应的最优调度为（１＋ε２）近似调度．

引理 ３ 分批Ψ′所对应的最优调度的目标函数值不超过ｓｏｐｔ＋２ｄ．
证明 为叙述方便，称由合并小批次所得到的大批次为合并批次，其它的大批次为原大批次．
考虑分批Ψ 所对应的一个最优调度．对每台机器上的批次适当交换加工次序之后，可认为小批次在每

台机器上都是连续加工的．即：任一机器上，任两个小批次之间，没有大批次被加工．保留原大批次，用合并
批次替换小批次，使得每台机器上合并批次的加工时间之和恰好超过小批次的加工时间之和（或没有剩余

的合并批次为止）．易见所有的合并批次均被安排到机器上．这样就得到分批Ψ′所对应的一个可行调度．注

意到任一合并批次的加工时间小于２ｄ，因此所得调度的最大完工时间不超过 ｓｏｐｔ＋２ｄ，为（１＋ε２）近似调

度．
记所有批次为 Ｅ１，Ｅ２…，相应的加工时间为 ｐ（Ｅ１），ｐ（Ｅ２），…．对批次的加工时间应用“取整”（ｒｏｕｎｄｉｎｇ）

的技巧［１１］：任一批次 Ｅｉ的加工时间取为不小于ｐ（Ｅｉ）的ε３·ｄ的最大整数倍．即：ｐ′（Ｅｉ）＝「ｐ（Ｅｉ）ε
３·ｄ?·

ε
３·ｄ．

令 ｋ表示所有不同加工时间的数目．注意到 ｄｐ（Ｅｉ）
４
ε
·ｄ，故有：ｋ＜?１２

ε
２」．

设对批次加工时间取整之后，Ψ′转化为Ψ″．
引理 ４ 分批Ψ″所对应的最优调度为（１＋ε）近似调度．

证明 引理 ３证明中所描述的（１＋ε２）近似调度，在对批次加工时间取整之后，目标值不超过

（１＋ε２）（１＋
ε
２）·ｓｏｐｔ（１＋ε）·ｓｏｐｔ，因此成为一个（１＋ε）近似调度．

由于 ｋ具有常数上界?１２
ε
２」，我们可以用如下的方法在多项式时间之内找出这个（１＋ε）近似调度．

由引理２可知ｓｏｐｔ
８
ε
·ｄ．由于所有批次都是大的，故引理３证明中所描述的（１＋ε２）近似调度中，任

一机器上安排加工的批次数目不超过?（１＋
ε
２）·ｓｏｐｔ

ｄ 」?（１＋
ε
２）·

８
ε
·ｄ

ｄ 」＝?８ε」＋４．设一台机器上加工批次
的不同可能性有Γ种，分别标记为 １，２，…Γ．用 ｍｉ表示取第 ｉ种可能性的机器数，则一个调度可用数组

（ｍ１，ｍ２，…ｍΓ）来描述．由前面讨论，可限制Г１＋ｋ＋ｋ
２＋…＋ｋ?

８
ε」＋４ ２·ｋ?

８
ε」＋４．数组（ｍ１，ｍ２，…ｍΓ）

的不同可能性至多为（ｍ＋１）Γ，为 ｍ的多项式．枚举之后，取所得可行调度中目标值最小者，经过还原（合并
批次还原为相应的小批次，批次的加工时间还原），我们就得到了（１＋ε）近似调度．这样我们有如下定理．

定理 １ 设所有工件同时到达，且工件允许裂开．当目标函数是极小化最大完工时间时，并行机上不同
尺寸工件的分批调度问题有多项式时间近似方案．

２ 工件不允许裂开的情形

上一节在工件允许裂开的假设下，我们得到了（１＋ε）近似调度．这一调度未必满足工件不允许裂开的
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实际要求．本节我们考虑工件不允许裂开的情形．设此问题的最优值为ｏｐｔ．
设工件允许裂开时，所得到的最优分批是 Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３，…（引理１）．设 ｊ是该分批中的一个裂开工件，裂

开 ｊ所得到的两部分分别在批次Ｂｉ和Ｂｉ＋１中．批次 Ｂｉ和Ｂｉ＋１分别称为工件 ｊ的前批和后批．
算法 Ｕｎｓｐｌｉｔ

第１步：调用上节的算法，得到工件允许裂开时的一个（１＋ε２）近似调度π１．

第２步：任一裂开工件从π１中取出，重新安排在该工件前批所在的机器上，作为一个批次进行加工．
第３步：任一机器上所安排的批次以任意次序连续进行加工．得到调度π２．
定理 ２ 设所有工件同时到达，且工件不允许裂开．当目标函数是极小化最大完工时间时，算法 Ｕｎｓｐｌｉｔ

给出了一个（２＋ε）近似调度．
证明 调度π２中，所有工件都是不裂开的，因此是一个可行调度．设π１和π２的目标值分别为 Ｔ１和

Ｔ２．注意到在π１中，任一批次至多是一个裂开工件的前批，并且该批次的加工时间不小于该裂开工件的加

工时间．这说明 Ｔ２２Ｔ１．由 Ｔ１（１＋ε２）·ｓｏｐｔ，ｓｏｐｔｏｐｔ，得到：Ｔ２（２＋ε）·ｏｐｔ．故π２是一个（２＋ε）近似

调度．

３ 结语

本文考虑并行批加工机上不同尺寸工件的调度问题，假设所有工件同时到达．对于目标是极小化最大
完工时间的问题，给出了（２＋ε）近似算法，ε是任意小的正数．一个很自然的问题是：能否找到近似比更好
的算法？另外，工件具有不同释放时间的问题也值得研究．
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