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摘要：研究高度平面图 Ｇ的Ｌ（ｐ，ｑ）标号问题，证明了高度平面图 ｈ１图的Ｌ（ｐ，ｑ）标号数满足：λ（Ｇ；ｐ，ｑ）
（２ｑ－１）Δ＋６（ｐ－ｑ）；ｈ２图的Ｌ（ｐ，ｑ）标号数满足：λ（Ｇ；ｐ，ｑ）（２ｑ－１）Δ＋８ｐ－６ｑ－１．对于 Ｌ（２，１）标号问题

Ｇｒｉｇｇｓ和Ｙｅｈ有一著名猜想：对最大度为Δ的任意图有λ（Ｇ）Δ２．此猜想对高度平面图是正确的．
关键词：高度平面图；Ｌ（ｐ，ｑ）标号；最大度
中图分类号：Ｏ１５７．５ 文献标识码：Ａ

Ｌ（ｐ，ｑ）ｌａｂｅｌｉｎｇｓｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｈｉｇｈｍａｘｉｍｕｍｄｅｇｒｅｅ

ＺＨＡＮＧＳｕｍｅｉａｎｄＷＡＮＧＪｉｈｕｉ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＳｃｉｅｎｃｅ，ＪｉｎａｎＵｎｉｖ．，Ｊｉｎａｎ２５００２２，Ｓｈａｎｄｏｎｇ，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＧｒｉｇｇｓａｎｄＹｅｈｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｄｔｈａｔλ（Ｇ；２，１）Δ２ｆｏｒａｎｙｓｉｍｐｌｅｇｒａｐｈ．ＴｈｅＬ（ｐ，ｑ）ｌａｂｅｌｉｎｇｎｕｍｂｅｒｏｎｐｌａｎａｒ
ｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｈｉｇｈｍａｘｉｍｕｍｄｅｇｒｅｅｉｓｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ．Ｉｔｉｓｐｒｏｖｅｄｔｈａｔλ（Ｇ；ｐ，ｑ）（２ｑ－１）Δ＋６（ｐ－ｑ）ｆｏｒｈ１ｇｒａｐｈａｎｄλ（Ｇ；

ｐ，ｑ）（２ｑ－１）Δ＋８ｐ－６ｑ－１ｆｏｒｈ２ｇｒａｐｈ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｗｉｔｈｈｉｇｈｍａｘｉｍｕｍｄｅｇｒｅｅ；Ｌ（ｐ，ｑ）ｌａｂｅｌｉｎｇ；ｍａｘｉｍｕｍｄｅｇｒｅｅ

０ 引言

所有的图均指有限无向简单连通图．用 Ｅ（Ｇ），Ｖ（Ｇ），Ｆ（Ｇ），｜Ｖ（Ｇ）｜分别表示图 Ｇ的边集、顶点集、面
集和顶点数．对任意的 ｖ∈Ｖ（Ｇ），用 ｄＧ（ｘ）表示 Ｇ中顶点（或面）ｘ的度数，一个度为 ｋ的顶点（或面），称做

ｋ点（ｋ面），用 Ｖｋ（Ｇ）表示 Ｇ中ｋ点的集合．用 ＮＧ（ｖ），Ｎ
ｃ
Ｇ（ｖ），Ｎ２Ｇ（ｖ）分别表示 Ｇ中与顶点ｖ相邻的顶点

集、与顶点 ｖ不相邻的顶点集和与顶点ｖ距离为２的顶点集，用｜ＮＧ（ｖ）｜，｜Ｎ
ｃ
Ｇ（ｖ）｜，｜Ｎ２Ｇ（ｖ）｜分别表示上述

点集中顶点的个数，Δ（Ｇ）和δ（Ｇ）分别表示图 Ｇ的最大度和最小度．对任意的 ｘ，ｙ∈Ｖ（Ｇ），ｄＧ（ｘ，ｙ）表示
顶点 ｘ，ｙ之间的距离，其它未定义的符号见［１］．

定义 １．１ 设 ｐ，ｑ是满足ｐｑ的正整数，Ｚ为非负整数集合，ｆ：Ｖ（Ｇ）→Ｚ为一个映射，若对任意的 ｘ，
ｙ∈Ｖ（Ｇ），满足当 ｄＧ（ｘ，ｙ）＝１时，有｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜ｐ；当 ｄＧ（ｘ，ｙ）＝２时，有｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜ｑ，则称 ｆ为

Ｇ的一个正常的Ｌ（ｐ，ｑ）标号．图的一个 ｋ－Ｌ（ｐ，ｑ）标号是指图的一个正常Ｌ（ｐ，ｑ）标号，使得所有标号
都不超过 ｋ并且至少有一个点的标号为ｋ，即 Ｚ＝｛０，１，…ｋ｝．称使 Ｇ有一个ｋ－Ｌ（ｐ，ｑ）标号的最小ｋ值为
图 Ｇ的Ｌ（ｐ，ｑ）标号数，记为λ（Ｇ；ｐ，ｑ）．

图的标号问题的研究背景是频率分配问题，即在几个不同地点的无线电发射台有效地分配无线电频

率，频率用非负整数表示，使得相近的地点分配到不同的频率，相邻的地点分配的频率至少相差２，从而使得
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这些频率不会相互干扰．１９８０年Ｈａｌｅ［２］将其归结为 Ｔ染色问题；９０年代 Ｇ．Ｊ．Ｃｈａｎｇ和 ＤａｖｉｄＫｕｏ［３］更精确地
将其归为 Ｌ（２，１）标号问题，Ｇｒｉｇｇｓ和Ｙｅｈ［４］提出了著名猜想：对任意图 Ｇ，Ｌ（２，１）标号数λ（Ｇ）Δ２．近几
年，人们为提高无线电频率的抗干扰能力，又提出了 Ｌ（ｐ，ｑ）标号问题．Ｊ．Ｇｅｏｒｇｅｓ和 Ｄ．Ｗ．Ｍａｕｒｏ［５，６］给出了圈
和树的 Ｌ（ｐ，ｑ）标号数和上界，对于某些特殊图的乘积图的 Ｌ（ｐ，ｑ）标号数，在文献［７，８］中给出一些结
论，王维凡［９］给出了围长不小于 ｋ（ｋ＝５，６，７）平面图的 Ｌ（ｐ，ｑ）标号数的上界．对于一般平面图，Ｊ．Ｖ．Ｄ．
Ｈｅｕｖｅｌ和Ｓ．ＭｃＧｕｉｎｎｅｓｓ［１０］证明了如下结论：

定理 １．１ 设 Ｇ是一个具有最大度Δ（Ｇ）的平面图，设 ｐ，ｑ是满足ｐｑ的正整数，那么

λ（Ｇ；ｐ，ｑ）（４ｑ－２）Δ＋１０ｐ＋３８ｑ－２４．
本文主要研究高度平面图的 Ｌ（ｐ，ｑ）标号问题．
定义 １．２ 如果平面图 Ｇ的最大度Δ（Ｇ）＝｜Ｖ（Ｇ）｜－ｋ，ｋ＝１，２，…，则称 Ｇ为一个ｈｋ图，ｋ＝１，２的

ｈｋ图称为高度平面图．

１ ｈ１图的Ｌ（ｐ，ｑ）标号

ｈ１图具有如下性质
性质 １．１［１１］ 设 Ｇ是一个ｈ１图，则｜ＶΔ（Ｇ）｜δ（Ｇ）．
性质 １．２［１１］ 设 Ｇ是一个ｈ１图，ｕ是Ｇ的最小度点，则 Ｇ－ｕ仍是一个ｈ１图．
性质 １．３［１２］ 设 Ｇ是一个｜Ｖ（Ｇ）｜２的 ｈ１图，ｗ是Ｇ的一个Δ点，则在 Ｇ中至少有下列情况之一成

立：

（１）δ（Ｇ）＝１；
（２）存在一个２点ｕ，在一个３面ｕｗｖ∈Ｆ（Ｇ）上；
（３）存在一个３点ｕ，使得面３面ｕｗｖ１，ｕｗｖ２∈Ｆ（Ｇ），其中 ＮＧ（ｕ）＝｛ｗ，ｖ１，ｖ２｝．
定理 １．１ 设 Ｇ是｜Ｖ（Ｇ）｜２的 ｈ１图，则

λ（Ｇ；ｐ，ｑ）（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋６（ｐ－ｑ）．
证明 对顶点数｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ用数学归纳法．为方便起见在下面的叙述中记

λｐ，ｑ＝（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋６（ｐ－ｑ）．
当｜Ｖ（Ｇ）｜＝２，３，４时，用穷取法易证明结论成立．假设｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ－１时结论成立，现证对｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ

时结论也成立．由性质１．３分以下三种情况讨论．
情况 １ 存在一个１点ｕ相邻于Δ（Ｇ）点ｗ．令 Ｈ＝Ｇ－ｕ．
因为 ｄ（ｕ）＝δ（Ｇ），由性质 １．２，图 Ｈ仍是一个ｈ１图，且｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ－１，由归纳假设，图 Ｈ有一个

λｐ，ｑ－Ｌ（ｐ，ｑ）标号．将这种标号限制到图 Ｇ上，再对 ｕ进行标号．
对已标号的点 ｗ，因 ＮＧ（ｕ）＝｛ｗ｝，所以 ｕ最多需回避２ｐ－１种标号数：

ｆ（ｗ）－ｐ＋１，ｆ（ｗ）－ｐ＋２，… ｆ（ｗ），ｆ（ｗ）＋１，… ｆ（ｗ）＋ｐ－１．
对已标号的任一点 ｖ∈Ｎ２Ｇ（ｕ），ｕ还需回避最多２ｑ－１种标号数：

ｆ（ｖ）－ｑ＋１，ｆ（ｖ）－ｑ＋２，… ｆ（ｖ），ｆ（ｖ）＋１，… ｆ（ｖ）＋ｑ－１．
由于｜Ｎ２Ｇ（ｕ）｜＝｜ＮＧ（ｗ）＼｛ｕ｝｜＝Δ（Ｇ）－１，于是 ｕ需回避的总的标号数

σ（ｕ）２ｐ－１＋（２ｑ－１）（Δ（Ｇ）－２）＝（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋２（ｐ－ｑ）λｐ，ｑ
这样 ｕ总可以在｛０，１，２，…λｐ，ｑ｝中找到一个数进行标号，故λ（Ｇ；ｐ，ｑ）λｐ，ｑ．

情况 ２ 存在一个２点ｕ，在一个３面ｕｗｖ∈Ｆ（Ｇ）上．令 Ｈ＝Ｇ－ｕ．
由情况１，可假设δ（Ｇ）＝２．由性质２．２，图 Ｈ仍是ｈ１图，且｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ－１，由归纳假设，图 Ｈ有一个

λｐ，ｑ－Ｌ（ｐ，ｑ）标号．在图 Ｇ中，因｜ＮＧ（ｕ）｜＝｜｛ｗ，ｖ｝｜＝２，所以对已标号的点 ｗ、ｖ，点 ｕ需回避的标号数
不大于２（２ｐ－１）；又因｜Ｎ２Ｇ（ｕ）｜＝｜ＮＧ（ｗ）＼｛ｕ，ｖ｝｜＝ｄＧ（ｗ）－２＝Δ（Ｇ）－２，所以对已标号的且与点 ｕ距
离为２的点，ｕ需回避的标号数不大于（２ｑ－１）（Δ（Ｇ）－２）．于是 ｕ需回避的总的标号数

σ（ｕ）２（２ｐ－１）＋（２ｑ－１）（Δ（Ｇ）－２）＝（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋４（ｐ－ｑ）＜λｐ，ｑ
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这样 ｕ总可以在｛０，１，２，…λｐ，ｑ｝中找到一个数进行标号，故λ（Ｇ；ｐ，ｑ）λｐ，ｑ．
情况 ３ 存在一个３点ｕ，使得３面ｕｗｖ１，ｕｗｖ２∈Ｆ（Ｇ），其中 ＮＧ（ｕ）＝｛ｗ，ｖ１，ｖ２｝．令 Ｈ＝Ｇ－ｕ．
由情况１及情况２，可假设δ（Ｇ）＝３．由性质１．２，图 Ｈ仍是ｈ１图，且｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ－１．
在图 Ｇ中由于ｄ（ｗ）＝Δ（Ｇ）＝｜Ｖ（Ｇ）｜－１，因此在标号过程中，点 ｕ有３个邻点和Δ（Ｇ）－３个与其距

离为２的点已被标号，于是 ｕ需回避的总的标号数

σ（ｕ）３（２ｐ－１）＋（２ｑ－１）（Δ（Ｇ）－３）＝（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋６（ｐ－ｑ）＝λｐ，ｑ．
这样 ｕ总可以在｛０，１，２，…λｐ，ｑ｝中找到一个数进行标号，故λ（Ｇ；ｐ，ｑ）λｐ，ｑ．

综合以上三种情况，当｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ时，结论成立．由归纳原理知

λ（Ｇ；ｐ，ｑ）（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋６（ｐ－ｑ），
定理得证．

推论 ２．１ 设图 Ｇ是ｈ１图，则Δ３时，λ（Ｇ；２，１）Δ＋６Δ２．

２ ｈ２图的Ｌ（ｐ，ｑ）标号

Δ（Ｇ）＝｜Ｖ（Ｇ）｜－２的高度平面图称为 ｈ２图．ｈ２图具有如下性质
性质 ２．１［１２］ 设 Ｇ是一个ｈ２图，则当｜Ｖ（Ｇ）｜９时，｜ＶΔ（Ｇ）｜２．
性质 ２．２［１２］ 设 Ｇ是一个｜Ｖ（Ｇ）｜８的 ｈ２图，且 Ｇ仅有一个Δ（Ｇ）点ｗ，使得 Ｎ

ｃ
Ｇ（ｗ）＝｛ｘ｝，且

ｄＧ（ｘ）２，那么在 Ｇ中至少有下列情况之一成立：
（１）δ（Ｇ）＝１；
（２）存在一个２点ｕ，在一个３面ｕｗｖ∈Ｆ（Ｇ）上；
（３）存在一个３点ｕ，使得３面ｕｗｖ１，ｕｗｖ２∈Ｆ（Ｇ），其中 ＮＧ（ｕ）＝｛ｗ，ｖ１，ｖ２｝．
性质 ２．３［１２］ 设 Ｇ是一个｜Ｖ（Ｇ）｜９的 ｈ２图，且 Ｇ含有两个相邻的最大度点ｗ１，ｗ２，那么在 Ｇ中至

少有下列情况之一成立：

（１）存在一个２点ｕ∈ＮＧ（ｗ１）∩ＮＧ（ｗ２），使３面ｕｗ１ｗ２∈Ｆ（Ｇ）；
（２）存在一个３圈ｖｗ１ｗ２ｖ，使得它的内部仅含有一个３点ｕ和３条边 ｕｖ，ｕｗ１，ｕｗ２，其中 ｄＧ（ｖ）６；
（３）存在三个点 ｕ，ｖ１，ｖ２∈ＮＧ（ｗ１）∩ＮＧ（ｗ２），使得 ｄＧ（ｕ）４，ｄＧ（ｖ１）５，ｄＧ（ｖ２）５，且 ４圈

ｖ１ｗ１ｖ２ｗ２ｖ１的内部仅含有点 ｕ和它的关联边．
现引入一个特殊的 ｈ２图．设（ｋ－２）圈Ｃ＝ｖ１ｖ２…ｖｋ－２ｖ１（ｋ７），在 Ｃ的内部与外部各加一个点ｗ１，

ｗ２，连边 ｗ１ｖｉ和ｗ２ｖｉ（ｉ＝１，２，…ｋ－２），结果图记为珟Ｗｋ．显然珟Ｗｋ是一个含有两个不相邻的最大度点ｗ１，ｗ２
的 ｈ２图，且Δ（珟Ｗｋ）＝ｋ－２．

性质 ２．４［１２］ 设 Ｇ是任一个含有两个不相邻的最大度点ｗ１，ｗ２的 ｈ２图，那么 Ｇ是珟Ｗｋ的一个生成子

图，其中｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ，Ｅ（珟Ｗｋ）＼Ｅ（Ｇ）Ｅ（Ｃ）．
在下面的叙述中，记λ


ｐ，ｑ＝（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋８ｐ－６ｑ－１．

引理 ２．１ 设 Ｇ是｜Ｖ（Ｇ）｜９的 ｈ２图，且 Ｇ含有两个相邻的最大度点ｗ１，ｗ２，那么

λ（Ｇ；ｐ，ｑ）（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋８ｐ－６ｑ－１．
证明 对顶点数｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ用数学归纳法．
当｜Ｖ（Ｇ）｜＝９时，用穷取法可以证明结论成立．假设｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ－１时结论成立，现证对｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ

时结论也成立．由性质２．３分以下三种情况讨论．
情况 １ 存在一个２点ｕ∈ＮＧ（ｗ１）∩ＮＧ（ｗ２），使３面ｕｗ１ｗ２∈Ｆ（Ｇ）．令 Ｈ＝Ｇ－ｕ．
因Δ（Ｈ）＝ｄＨ（ｗｉ）＝ｄＧ（ｗｉ）－１＝Δ（Ｇ）－１＝｜Ｖ（Ｇ）｜－２－１＝｜Ｖ（Ｈ）｜－２，（ｉ＝１，２），且｜Ｖ（Ｈ）｜＝

｜Ｖ（Ｇ）｜－１９，由性质２．１知，图 Ｈ仍是含有两个相邻的最大度点ｗ１，ｗ２的 ｈ２图，由归纳假设，图 Ｈ有一
个λ


ｐ，ｑ－Ｌ（ｐ，ｑ）标号．将这种标号限制到图 Ｇ上，再对 ｕ进行标号．
因｜ＮＧ（ｕ）｜＝｜｛ｗ１，ｗ２｝｜＝２，所以对已标号的点 ｗ１，ｗ２，ｕ需回避的标号数不大于 ２（２ｐ－１）；又因
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｜Ｎ２Ｇ（ｕ）｜｜｛ｘ｝∪ＮＧ（ｗ１）＼｛ｕ，ｗ２｝｜＝ｄＧ（ｗ１）－１＝Δ（Ｇ）－１，其中点集｛ｘ｝＝Ｎ
ｃ
Ｇ（ｗ１），所以对已标号的且

与点 ｕ距离为２的点，点 ｕ需回避的标号数不大于（２ｑ－１）（Δ（Ｇ）－１）．于是 ｕ需回避的总的标号数

σ（ｕ）２（２ｐ－１）＋（２ｑ－１）（Δ（Ｇ）－１）＝（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋４ｐ－２ｑ－１λｐ，ｑ．
这样 ｕ总可以在｛０，１，２，…λｐ，ｑ｝中找到一个数进行标号，故λ（Ｇ；ｐ，ｑ）λｐ，ｑ．

情况 ２ 存在一个３圈ｖｗ１ｗ２ｖ，使得它的内部仅含有一个３点ｕ和３条边 ｕｖ，ｕｗ１，ｕｗ２．令
Ｈ＝Ｇ－ｕ．

类似情况１的讨论，Ｈ仍是含有两个相邻的最大度点ｗ１，ｗ２的 ｈ２图．由归纳假设，图 Ｈ有一个λｐ，ｑ－
Ｌ（ｐ，ｑ）标号．现对 ｕ进行标号．
因点 ｕ有３个邻点和至多Δ（Ｇ）－２个与其距离为２的点在图 Ｈ中已被标号，于是 ｕ需回避的总的标

号数

σ（ｕ）３（２ｐ－１）＋（２ｑ－１）（Δ（Ｇ）－２）＝（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋６ｐ－４ｑ－１λｐ，ｑ．
这样 ｕ总可以在｛０，１，２，…λｐ，ｑ｝中找到一个数进行标号，故λ（Ｇ；ｐ，ｑ）λｐ，ｑ．

情况 ３ 存在三个点 ｕ，ｖ１，ｖ２∈ＮＧ（ｗ１）∩ＮＧ（ｗ２），使得４圈ｖ１ｗ１ｖ２ｗ２ｖ１的内部仅含有点 ｕ和它的关
联边．令 Ｈ＝Ｇ－ｕ．

图 Ｈ仍是含有两个相邻的最大度点ｗ１，ｗ２的 ｈ２图，由归纳假设，图 Ｈ有一个λｐ，ｑ－Ｌ（ｐ，ｑ）标号．将
这种标号限制到图 Ｇ上，再对 ｕ进行标号．

子情况 ３．１ 若边 ｕｖ１，ｕｖ２Ｅ（Ｇ），类似情况１的讨论，可得点 ｕ需回避的总的标号数

σ（ｕ）２（２ｐ－１）＋（２ｑ－１）（Δ（Ｇ）－１）＝（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋４ｐ－２ｑ－１＜λｐ，ｑ，
于是有λ（Ｇ；ｐ，ｑ）λｐ，ｑ．

子情况 ３．２ 若点 ｕ仅与点 ｖ１，ｖ２中的一个点相邻接，类似情况２的讨论，可得点 ｕ需回避的总的标号数

σ（ｕ）３（２ｐ－１）＋（２ｑ－１）（Δ（Ｇ）－２）＝（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋６ｐ－４ｑ－１λｐ，ｑ
于是有λ（Ｇ；ｐ，ｑ）λｐ，ｑ．

子情况 ３．３ 若 ｕｖ１，ｕｖ２∈Ｅ（Ｇ）．则点 ｕ有４个邻点和至多Δ（Ｇ）－３个与其距离为２的点在图 Ｈ中
已被标号，于是 ｕ需回避的总的标号数

σ（ｕ）４（２ｐ－１）＋（２ｑ－１）（Δ（Ｇ）－３）＝（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋８ｐ－６ｑ－１＝λｐ，ｑ
这样 ｕ总可以在｛０，１，２，…λｐ，ｑ｝中找到一个数进行标号，故λ（Ｇ；ｐ，ｑ）λｐ，ｑ．

综合以上三种情况，当｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ时，结论成立．由归纳原理知
λ（Ｇ；ｐ，ｑ）（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋８ｐ－６ｑ－１

定理得证．
引理 ２．２ 设 Ｇ是｜Ｖ（Ｇ）｜５的 ｈ２图，且 Ｇ含有两个不相邻的最大度点ｗ１，ｗ２，那么

λ（Ｇ；ｐ，ｑ）ｑΔ（Ｇ）＋４ｐ－３ｑ．
证明 由性质３．４，Ｇ是珟Ｗｋ的一个生成子图，其中｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ，Ｅ（珟Ｗｋ）＼Ｅ（Ｇ）Ｅ（Ｃ）．显然Δ（Ｇ）＝

Δ（珟Ｗｋ）＝ｋ－２，λ（Ｇ；ｐ，ｑ）λ（珟Ｗｋ；ｐ，ｑ）．因此只要证明

λ（珟Ｗｋ；ｐ，ｑ）ｑΔ（珟Ｗｋ）＋４ｐ－３ｑ
即可．在下面，记Δ＝Δ（珟Ｗｋ）＝ｋ－２．

情况 １ 当Δ为偶数时，分以下四步给图珟Ｗｋ的点标号：
（１）给圈 Ｃ的内部点ｗ１标号０；

（２）依次给圈 Ｃ上的点ｖ１，ｖ３，ｖ５，…ｖΔ－１标号为 ｐ，ｐ＋ｑ，ｐ＋２ｑ，…ｐ＋
Δ－２
２ ｑ；

（３）依次给圈 Ｃ上的点ｖ２，ｖ４，…ｖΔ 标号为

２ｐ＋Δ－２２ ｑ，２ｐ＋Δ－２２( )＋１ｑ，… ２ｐ＋Δ－２２ ＋Δ－２( )２ ｑ；

（４）给圈 Ｃ的外部点ｗ２标号３ｐ＋（Δ－２）ｑ．
显然此标号为图珟Ｗｋ的一个（３ｐ＋（Δ－２）ｑ）－Ｌ（ｐ，ｑ）标号．

情况 ２ 当Δ为奇数时，分以下四步给图珟Ｗｋ的点标号：
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（１）给圈 Ｃ的内部点ｗ１标号０；
（２）依次给圈 Ｃ上的点ｖ１，ｖ３，ｖ５，…ｖΔ－２，ｖΔ 标号为

ｐ，ｐ＋ｑ，ｐ＋２ｑ，… ｐ＋Δ－３２ ｑ，２ｐ＋Δ－３２ ｑ；

（３）依次给圈 Ｃ上的点ｖ２，ｖ４，…ｖΔ－１标号为

３ｐ＋Δ－３２ ｑ，３ｐ＋Δ－３２( )＋１ｑ，… ３ｐ＋Δ－３２ ＋Δ－３( )２ ｑ；

（４）给圈 Ｃ的外部点ｗ２标号４ｐ＋（Δ－３）ｑ．
显然此标号为图珟Ｗｋ的一个（４ｐ＋（Δ－３）ｑ）－Ｌ（ｐ，ｑ）标号．

综合以上两种情况，有λ（珟Ｗｋ；ｐ，ｑ）ｑΔ（珟Ｗｋ）＋４ｐ－３ｑ，即

λ（Ｇ；ｐ，ｑ）ｑΔ（Ｇ）＋４ｐ－３ｑ．
推论 ２．１ 设 Ｇ是｜Ｖ（Ｇ）｜４的轮图，那么λ（Ｇ；ｐ，ｑ）ｑΔ（Ｇ）＋３（ｐ－ｑ）．
定理 ２．１ 设 Ｇ是｜Ｖ（Ｇ）｜９的 ｈ２图，那么

λ（Ｇ；ｐ，ｑ）（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋８ｐ－６ｑ－１．
证明 对顶点数｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ用数学归纳法．
当｜Ｖ（Ｇ）｜＝９时，用穷取法可以证明结论成立．假设｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ－１时结论成立，现证对｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ

１０时结论也成立．
情况 １ 如果｜ＶΔ（Ｇ）｜＝２，由引理２．１和引理２．２知结论成立．
情况 ２ 如果｜ＶΔ（Ｇ）｜＝１，设点 ｗ∈Ｖ（Ｇ），ｄＧ（ｗ）＝Δ（Ｇ），ｘ∈Ｎ

ｃ
Ｇ（ｗ）．

子情况 ２．１ 若 ｄＧ（ｘ）２，对于性质 ２．２中所提及的点 ｕ，令 Ｈ＝Ｇ－ｕ，则 Ｈ是一个 ｈ２图，且
｜ＶΔ（Ｈ）｜２，由归纳假设及引理２．１和引理２．２知，Ｈ有一个λｐ，ｑ－Ｌ（ｐ，ｑ）标号．此时，应用性质２．２且
重复定理１．１的证明，可得

λ（Ｇ；ｐ，ｑ）（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋８ｐ－６ｑ－１．
子情况 ２．２ 若 ｄＧ（ｘ）＝１，显然图 Ｈ＝Ｇ－ｘ是一个ｈ１图，由定理１．１

λ（Ｇ；ｐ，ｑ）（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋６（ｐ－ｑ）＜λｐ，ｑ．
设 ＮＧ（ｘ）＝｛ｖ｝，那么 ｄＧ（ｖ）Δ（Ｇ）－１，因此 ｘ点需回避的标号数

σ（ｘ）（２ｐ－１）＋（２ｑ－１）（Δ－１）＜λｐ，ｑ．
综上所述，当｜Ｖ（Ｇ）｜＝ｋ时，结论成立．由归纳原理得

λ（Ｇ；ｐ，ｑ）（２ｑ－１）Δ（Ｇ）＋８ｐ－６ｑ－１．
推论 ２．２ 设 Ｇ是｜Ｖ（Ｇ）｜９的 ｈ２图，那么λ（Ｇ；２，１）Δ（Ｇ）＋９＜Δ２．
由推论１．１和推论２．２可得：Ｌ（２，１）标号中的著名猜想对于高度平面图是成立的．
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