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设 ｆ（ｔ）是定义在区间［０，＋∞）上的可测实函数，则ＰｏｓｔＧａｍｍａ算子定义为：

Ｇｎ（ｆ（ｔ），ｘ）＝∫
＋∞

０
ｆ（ｔ?ｎ）ｄＦ

ηｎ
（ｔ）＝ ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
＋∞

０
ｆ（ｔ?ｎ）ｔｎ－１ｅ－ｔ?ｘｄｔ． （１）

１９８９年Ｒ．Ｂｏｊａｎｉｃ和Ｃｈｅｎｇ［１］开拓性地研究了Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ算子列关于导函数为有界函数类的逼近估计，并
得到了精确的逼近估计．本文将考虑关于ＰｏｓｔＧａｍｍａ算子对如下的函数类的点态逼近估计：

ｆ（ｔ）是定义在区间［０，＋∞）上的函数，ｘ∈（０，＋∞），φ（ｘ＋）和φ（ｘ－）存在，

ＩＤＬＢ ＝｛ｆ（ｔ）｜ｆ（ｔ）＝ｆ（０）＋∫
ｔ

０φ
（ｕ）ｄｕ．

其中，φ（ｕ）在［０，＋∞）上的每一个有限子区间上有界，且 ｆ（ｔ）＝Ｏ（ｅ
ｔ），ｔ→ ＋∞｝．

显然上述函数类包含如下的函数类作为特例：ＩＤＬＢＶ ＝｛ｆ（ｔ）｜ｆ（ｔ）＝ｆ（０）＋∫
ｔ

０φ
（ｕ）ｄｕ，其中 ｘ∈（０，

＋∞），φ（ｕ）在［０，＋∞）上的每一个有限子区间上为有界变差，且 ｆ（ｔ）＝Ｏ（ｅ
ｔ），ｔ→＋∞｝．

为使本文的估计包含有界变差函数类的情形，考虑如下的估计量：Ω（ｘ，ｆ，δ）＝ ｓｕｐ
ｔ∈［ｘ－δ，ｘ＋δ］

｜ｆ（ｔ）－

ｆ（ｘ）｜，其中 ｘ为固定点，０δ ｘ．其性质有：Ⅰ）Ω（ｘ，ｆ，δ）关于δ是单调非减的；Ⅱ）当 ｆ（ｔ）在 ｘ点连
续时，成立ｌｉｍ

δ→０＋
Ω（ｘ，ｆ，δ）＝０；Ⅲ）如果ｆ（ｔ）是［ａ，ｂ］的有界变差函数，Ｖｂａ（ｆ）表示ｆ（ｔ）在［ａ，ｂ］上的全变
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差，当满足 ａ ｘ－δ ｘ＋δ ｂ时则有Ω（ｘ，ｆ，δ） Ｖｘ＋δｘ－δ（ｆ）．
本文的主要结果及引理如下．
定理 １ 设 ｆ（ｔ）是定义在区间［０，＋∞）上的函数，ｆ（ｔ）∈ ＩＤＬＢ，ｘ∈（０，＋∞），当 ｎ充分大时，关

于ＰｏｓｔＧａｍｍａ算子有如下式子成立：

Ｇｎ（ｆ，ｘ）－ｆ（ｘ）－ ρ
ｘ
２ｎ槡 π


６ｘ
ｎ∑
［槡ｎ］

ｋ＝１
Ω（Ｘ，φｘ，ｘ?ｋ）＋

２Ｍ１ｅ２ｘ

２ｎ槡 π
（
２
ｅ）

ｎ＋｜ρ｜ｘ２４ｎ３?２ ．
（２）

其中ρ ＝φ（ｘ＋）－φ（ｘ－），Ｍ１为正常数，［槡ｎ］表示不大于槡ｎ的正整数，并且辅助函数如下定义：

φｘ（ｔ）＝
φ（ｔ）－φ（ｘ－），ｔ＜ｘ，
０， ｔ＝ｘ，

φ（ｔ）－φ（ｘ＋），ｔ＞ｘ
{

．
注：局部有界变差函数的逼近情况是定理 １的特例．实际上，若 ｆ（ｔ）为局部有界变差函数时，注意到

Ω（ｘ，ｆ，δ）Ｖｘ＋δｘ－δ（ｆ），从定理１可得到：

推论 对ｆ（ｔ）∈ ＩＤＬＢＶ，ｘ∈（０，＋∞），当 ｎ充分大时，关于ＰｏｓｔＧａｍｍａ算子有如下式子成立：

Ｇｎ（ｆ，ｘ）－ｆ（ｘ）－ ρ
ｘ
２ｎ槡 π


６ｘ
ｎ∑
［槡ｎ］

ｋ＝１
Ｖ
ｘ＋ｘ?ｋ

ｘ－ｘ?ｋ
（φｘ）＋

２Ｍ１ｅ２ｘ

２ｎ槡 π
（
２
ｅ）

ｎ＋｜ρ｜ｘ２４ｎ３?２ ．
（３）

实际上在定理的条件下，若有Ω（ｘ，φｘ，δ）＝ｏ（δ），则有如下的渐近估计式：

Ｇｎ（ｆ，ｘ）＝ｆ（ｘ）＋ ρ
ｘ
２ｎ槡 π

＋ｏ（ｎ－１?２）． （４）

为证明定理１，需要用到下面的引理．

引理 １ 对ＰｏｓｔＧａｍｍａ算子，式 Ｇｎ（｜ｔ－ｘ｜，ｘ）＝
２ｘｅ－ｎｎｎ

Γ（ｎ＋１）
成立． （５）

引理 ２［４］ 当 ｚ→＋∞时，有如下的渐近估计式：

Γ（ｚ）＝ ２槡πｚｚ－１?２ｅ－ｚ（１＋
１
１２ｚ－

１３９
５１８４０ｚ２＋Ｏ

（ｚ－３））． （６）

引理 ３ 关于ＰｏｓｔＧａｍｍａ算子的一阶绝对矩量有如下的渐近估计式成立：

｜Ｇｎ（｜ｔ－ｘ｜，ｘ）－
２ｘ
２ｎ槡 π

｜
ｘ

５ ２槡πｎ３?２
． （７）

证明 由引理１，２可直接得到对ＰｏｓｔＧａｍｍａ算子的一阶绝对矩量的渐近估计式．
引理 ４［２］ 关于ＰｏｓｔＧａｍｍａ算子，对ｘ∈（０，＋∞），当 ｎ充分大时，有下式成立：

ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
＋∞

２ｎｘ
ｅｔ?ｎｔｎ－１ｅ－ｔ?ｘｄｔ

２ｅ２ｘ

２ｎ槡 π
（
２
ｅ）

ｎ． （８）

定理１的证明 设 ｆ∈ ＩＤＬＢ，由于 ｆ（ｔ）＝ｆ（０）＋∫
ｔ

０φ
（ｕ）ｄｕ，因此有 ｆ（ｔ?ｎ）－ｆ（ｘ）＝∫

ｔ?ｎ

ｘφ
（ｕ）ｄｕ．对

Ｇｎ（ｆ，ｘ）－ｆ（ｘ）有如下分解：

Ｇｎ（ｆ，ｘ）－ｆ（ｘ）＝－
ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
ｎｘ

０
（∫
ｘ

ｔ?ｎφ
（ｕ）ｄｕ）ｔｎ－１ｅ－ｔ?ｘｄｔ＋ ｘ

－ｎ

Γ（ｎ）∫
＋∞

ｎｘ
（∫
ｔ?ｎ

ｘφ
（ｕ）ｄｕ）ｔｎ－１ｅ－ｔ?ｎｄｔ，

由辅助函数φｘ（ｔ）的定义，上式可转化为：

Ｇｎ（ｆ，ｘ）－ｆ（ｘ）＝－
ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
ｎｘ

０
（∫
ｘ

ｔ?ｎφ
（ｕ）ｄｕ）ｔｎ－１ｅ－ｔ?ｘｄｔ＋ ｘ

－ｎ

Γ（ｎ）∫
＋∞

ｎｘ
（∫
ｔ?ｎ

ｘφ
（ｕ）ｄｕ）ｔｎ－１ｅ－ｔ?ｘｄｔ＝

－ ｘ
－ｎ

Γ（ｎ）∫
ｎｘ

０
（∫
ｘ

ｔ?ｎφｘ
（ｕ）ｄｕ）ｔｎ－１ｅ－ｔ?ｘｄｔ＋ ｘ

－ｎ

Γ（ｎ）∫
＋∞

ｎｘ
（∫
ｔ?ｎ

ｘφｘ
（ｕ）ｄｕ）ｔｎ－１ｅ－ｔ?ｘｄｔ－

φ（ｘ－）
ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
ｎｘ

０
（ｘ－ｔ?ｎ）ｔｎ－１ｅ－ｔ?ｘｄｔ＋φ（ｘ＋）

ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
＋∞

ｎｘ
（ｔ?ｎ－ｘ）ｔｎ－１ｅ－ｔ?ｘｄｔ．

其中

φ（ｘ＋）
ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
＋∞

ｎｘ
（
ｔ
ｎ－ｘ）ｔ

ｎ－１ｅ－
ｔ
ｘｄｔ－φ（ｘ－）

ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
ｎｘ

０
（ｘ－ ｔｎ）ｔ

ｎ－１ｅ－
ｔ
ｘｄｔ＝
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φ（ｘ＋）－φ（ｘ－）
２ Ｇｎ（｜ｔ－ｘ｜，ｘ）．

所以可对 Ｇｎ（ｆ，ｘ）－ｆ（ｘ）作如下分解：

Ｇｎ（ｆ，ｘ）－ｆ（ｘ）＝φ
（ｘ＋）－φ（ｘ－）

２ Ｇｎ（｜ｔ－ｘ｜，ｘ）－Ｍｎ（ｆ，ｘ）＋Ｌｎ（ｆ，ｘ）＋Ｔｎ（ｆ，ｘ）． （９）

其中 Ｍｎ（ｆ，ｘ）＝
ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
ｎｘ

０
（∫
ｘ

ｔ
ｎ
φｘ（ｕ）ｄｕ）ｔ

ｎ－１ｅ－
ｔ
ｘｄｔ，

Ｌｎ（ｆ，ｘ）＝
ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
２ｎｘ

ｎｘ
（∫

ｔ
ｎ

ｘφｘ
（ｕ）ｄｕ）ｔｎ－１ｅ－

ｔ
ｘｄｔ，

Ｔｎ（ｆ，ｘ）＝
ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
＋∞

２ｎｘ
（∫
ｔ?ｎ

ｘφｘ
（ｕ）ｄｕ）ｔｎ－１ｅ－

ｔ
ｘｄｔ．

下面分别估计 ｜Ｍｎ（ｆ，ｘ）｜，｜Ｌｎ（ｆ，ｘ）｜和 ｜Ｔｎ（ｆ，ｘ）｜．
首先估计 ｜Ｍｎ（ｆ，ｘ）｜．由文［２］的证明可知：

令 Ｋｎ（ｘ，ｔ）＝
ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
ｔ

０
ｓｎ－１ｅ－ｓ?ｘｄｓ，则Ｍｎ（ｆ，ｘ）可表示为Ｍｎ（ｆ，ｘ）＝∫

ｎｘ

０
（∫
ｘ

ｔ?ｎφｘ
（ｕ）ｄｕ）ｄｔＫｎ（ｘ，ｔ），利用分

部积分法可得到：

Ｍｎ（ｆ，ｘ）＝∫
ｎｘ

０
（∫
ｘ

ｔ?ｎφｘ
（ｕ）ｄｕ）ｄｔＫｎ（ｘ，ｔ）＝

∫
ｘ

ｔ?ｎφｘ
（ｕ）ｄｕＫｎ（ｘ，ｔ）｜ｎｘ０ ＋∫

ｎｘ

０
Ｋｎ（ｘ，ｔ）φｘ（ｔ?ｎ）

１
ｎｄｔ＝

（∫
ｎ（ｘ－ｘ?槡ｎ）

０
＋∫

ｎｘ

ｎ（ｘ－ｘ?槡ｎ）
）Ｋｎ（ｘ，ｔ）φｘ（ｔ?ｎ）

１
ｎｄｔ＝Ｉ１（ｆ，ｘ）＋Ｉ２（ｆ，ｘ）．

再分别估计 Ｉ１（ｆ，ｘ），Ｉ２（ｆ，ｘ）．

｜Ｉ１（ｆ，ｘ）｜∫
ｘ

ｘ－ｘ?槡ｎ
Ｋｎ（ｘ，ｎｕ）φｘ（ｕ）ｄｕ

ｘ
槡ｎ
Ω（ｘ，φｘ，ｘ?槡ｎ）

２ｘ
ｎ∑
［槡ｎ］

ｋ＝１
Ω（ｘ，φｘ，ｘ?ｋ），

｜Ｉ２（ｆ，ｘ）｜∫
ｎ（ｘ－ｘ?槡ｎ）

０
Ｋｎ（ｆ，ｘ）φｘ（ｔ?ｎ）

１
ｎｄｔ

ｘ２
ｎ∫

ｘ－ｘ?槡ｎ

０

１
（ｘ－ｔ）２Ω

（ｘ，φｘ，ｘ－ｔ）ｄｔ．

对上式最后的积分项作变换 ｘ－ｔ＝ｘ?ｕ，得

｜Ｉ１（ｆ，ｘ）｜
ｘ
ｎ∫

槡ｎ

１
Ω（ｘ，φｘ，ｘ?ｕ）ｄｕ

ｘ
ｎ∑
［槡ｎ］

ｋ＝１
Ω（ｘ，φｘ，ｘ?ｋ），

因此得到对 ｜Ｍｎ（ｆ，ｘ）｜的估计式

｜Ｍｎ（ｆ，ｘ）｜
３ｘ
ｎ∑
［槡ｎ］

ｋ＝１
Ω（ｘ，φｘ，ｘ?ｋ）．

用同样的方法可得到对 ｜Ｌｎ（ｆ，ｘ）｜的估计．

再令Ｋｎ
⌒（ｘ，ｔ）＝ ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
２ｎｘ

ｔ
ｓｎ－１ｅ－ｓ?ｘｄｓ，因此有ｄｔＫｎ

⌒（ｘ，ｔ）＝－ ｘ
－ｎ

Γ（ｎ）
ｔｎ－１ｅ－ｔ?ｘｄｔ，则 Ｌｎ（ｆ，ｘ）可表示为：

Ｌｎ（ｆ，ｘ）＝∫
２ｎｘ

ｎｘ
（∫
ｔ?ｎ

ｘφｘ
（ｕ）ｄｕ）ｄｔ（－Ｋｎ

⌒（ｘ，ｔ））＝

∫
ｔ?ｎ

ｘφｘ
（ｕ）ｄｕＫｎ

⌒（ｘ，ｔ）｜２ｎｘｎｘ ＋∫
２ｎｘ

ｎｘ
Ｋｎ
⌒（ｘ，ｔ）φｘ（ｔ?ｎ）

１
ｎｄｔ＝

∫
２ｎｘ

ｎｘ
Ｋｎ
⌒（ｘ，ｔ）φｘ（ｔ?ｎ）

１
ｎｄｔ．

对上式最后的积分项作如下分解得到：

Ｌｎ（ｆ，ｘ）＝∫
２ｎｘ

ｎｘ
Ｋｎ
⌒（ｘ，ｔ）φｘ（ｔ?ｎ）

１
ｎｄｔ＝

（∫
ｎ（ｘ＋ｘ?槡ｎ）

ｎｘ
＋∫

２ｎｘ

ｎ（ｘ＋ｘ?槡ｎ）
）Ｋｎ
⌒（ｘ，ｔ）φｘ（ｔ?ｎ）

１
ｎｄｔ＝

Ｈ１（ｆ，ｘ）＋Ｈ２（ｆ，ｘ）．
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再估计 Ｈ１（ｆ，ｘ），Ｈ２（ｆ，ｘ），得到估计式

｜Ｈ１（ｆ，ｘ）｜
２ｘ
ｎ∑
［槡ｎ］

ｋ＝１
Ω（ｘ，φｘ，ｘ?ｋ），｜Ｈ２（ｆ，ｘ）｜

ｘ
ｎ∑
［槡ｎ］

ｋ＝１
Ω（ｘ，φｘ，ｘ?ｋ），

并得到对 ｜Ｌｎ（ｆ，ｘ）｜的估计式

｜Ｌｎ（ｆ，ｘ）｜
３ｘ
ｎ∑
［槡ｎ］

ｋ＝１
Ω（ｘ，φｘ，ｘ?ｋ）． （１０）

由引理４得到对 ｜Ｔｎ（ｆ，ｘ）｜的估计，由于 ｆ（ｔ）＝Ｏ（ｅｔ），ｔ→＋∞，因此存在 Ｍ１ ＞０，使得下式成立：

｜Ｔｎ（ｆ，ｘ）｜ Ｍ１
ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
＋∞

２ｎｘ
ｅｔ?ｎｔｎ－１ｅ－ｔ?ｘｄｔ

２Ｍ１ｅ２ｘ

２ｎ槡 π
（
２
ｅ）

ｎ． （１１）

综合上述证明，可得到定理１及其推论的估计式（２），（３）．
定理 ２ ＰｏｓｔＧａｍｍａ算子具有保单调性，也具有保凸性，即如果函数 ｆ（ｔ）是（严格）单调递增的，则函数

Ｇｎ（ｆ，ｘ）也是（严格）单调递增的．如果函数 ｆ（ｔ）是（严格）凸函数，则函数 Ｇｎ（ｆ，ｘ）也是（严格）凸函数．
证明 对ＰｏｓｔＧａｍｍａ算子作变换 ｔ?ｘ＝ｕ，得

Ｇｎ（ｆ，ｘ）＝
ｘ－ｎ

Γ（ｎ）∫
＋∞

０
ｆ（ｔｎ）ｔ

ｎ－１ｅ－
ｔ
ｘｄｔ＝ １

Γ（ｎ）∫
＋∞

０
ｆ（ｘｕｎ）ｕ

ｎ－１ｅ－ｕｄｕ．

任取 ｘ１，ｘ２∈（０，＋∞），且 ｘ１ ｘ２，有 ｆ（
ｘ２ｕ
ｎ）－ｆ（

ｘ１ｕ
ｎ）０，则得到

Ｇｎ（ｆ，ｘ２）－Ｇｎ（ｆ，ｘ１）＝
１

Γ（ｎ）∫
＋∞

０
（ｆ（
ｘ２ｕ
ｎ）－ｆ（

ｘ１ｕ
ｎ））ｕ

ｎ－１ｅ－ｕｄｕ０．

因此当函数 ｆ（ｔ）（严格）单调递增时，函数 Ｇｎ（ｆ，ｘ）关于变量 ｘ是（严格）单调递增的，即ＰｏｓｔＧａｍｍａ算子具

有保单调性．同样地，当函数是凸函数时，即当１２（ｆ（
ｘ１ｕ
ｎ）＋ｆ（

ｘ２ｕ
ｎ）） ｆ（

（ｘ１＋ｘ２）ｕ
２ｎ ）时，有

１
２（Ｇｎ（ｆ，ｘ１）＋Ｇｎ（ｆ，ｘ２））＝

１
Γ（ｎ）∫

＋∞

０

１
２（ｆ（

ｘ１ｕ
ｎ）＋ｆ（

ｘ２ｕ
ｎ））ｕ

ｎ－１ｅ－ｕｄｕ

１
Γ（ｎ）∫

＋∞

０
ｆ（
（ｘ１＋ｘ２）ｕ
２ｎ ）ｕｎ－１ｅ－ｕｄｕ，

因此有
１
２（Ｇｎ（ｆ，ｘ１）＋Ｇｎ（ｆ，ｘ２）） Ｇｎ（ｆ，

ｘ１＋ｘ２
２ ）．

即当函数 ｆ（ｔ）是（严格）凸函数时，函数 Ｇｎ（ｆ，ｘ）关于变量 ｘ是（严格）凸函数，即ＰｏｓｔＧａｍｍａ算子具有保凸
性．
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