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带有双障碍的反射倒向随机微分方程的逆比较定理
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摘要：讨论了带有双障碍的反射倒向随机微分方程的逆比较问题，在适当的条件下建立了几个关于其生成元的逆

比较定理．
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０ 引言

比较定理是倒向随机微分方程理论的一个重要成就，通过比较两个实值倒向随机微分方程（简记为 ＢＳ
ＤＥ）的生成元和终端条件，可以来比较其解的大小．该理论在许多有关ＢＳＤＥ理论的研究中起到了关键的作
用．文［１４］先后研究了 ＢＳＤＥ的逆比较问题，即：是否可以通过比较 ＢＳＤＥ的解来比较其生成元的大小？并
建立了有关ＢＳＤＥ的逆比较定理．文［５］首先证明了带有一个障碍的反射倒向随机微分方程（简记为 ＲＢＳＤＥ）
解的存在惟一性，并且获得了其解的比较定理．此后，文［６］证明了带有两个障碍的 ＲＢＳＤＥ解的存在惟一性，
其解的比较定理是由文［７］获得的．最近，文［８］研究了有关带有一个障碍的ＲＢＳＤＥ的逆比较问题．因此，本
文讨论带有双障碍的ＲＢＳＤＥ的逆比较问题是顺其自然的．本文主要是在一定的假设条件下将逆比较定理
推广到了带有双障碍的ＲＢＳＤＥ情形，其主要证明思想是受文［３，８］的启发而产生的．

１ 基本假设，定义，引理

设（Ω，Ｆ，Ｐ）是一个完备的概率空间，（Ｗｔ）ｔ≥０是定义在此概率空间上的一个 ｄ维的标准布朗运动，并且

Ｗ０＝０．设（Ｆｔ）ｔ≥０是由此布朗运动产生的自然σ代数流：Ｆｔ＝σ｛σ｛Ｗｓ；ｓ≤ｔ｝∪Ｎ｝，ｔ∈［０，Ｔ］，其中 Ｎ表
示所有零测集组成的集合．对于任意正整数 ｎ和ｘ∈Ｒｎ，｜ｘ｜表示其 Ｅｕｃｌｉｄ范数．设 Ｔ＞０是一个给定的实
数，下面定义三个常用的空间：

Ｌ２（Ｆｔ）：＝｛ξ；Ｒ值 Ｆｔ可测的随机变量且Ｅ［｜ξ｜
２］＜＋∞｝，ｔ∈［０，Ｔ］；
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Ｓ２（Ｒ）：＝｛Ψ；Ｒ值连续的可料过程且 Ｅ［ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

｜Ψｔ｜２］＜＋∞｝；

Ｈ２（Ｒｎ）：＝｛Ψ；Ｒｎ值可料过程且Ｅ［∫
Ｔ

０
｜Ψｔ｜２ｄｔ］＜＋∞｝．

接下来定义函数 ｇ：Ω ×［０，Ｔ］×Ｒ×Ｒｄ→Ｒ，对 Ｐａ．ｓ．，（ｘ，ｙ）∈Ｒ×Ｒｎ，（ｇ（ｔ，ｙ，ｚ））０≤ｔ≤Ｔ为循序
可测过程，本文将对 ｇ做如下假设：

（Ｈ１）存在一个常数μ ＞０，使得ｔ∈［０，Ｔ］，（ｙｉ，ｚｉ）∈Ｒ×Ｒ
ｎ，ｉ＝１，２，有：

｜ｇ（ｔ，ｙ１，ｚ１）－ｇ（ｔ，ｙ２，ｚ２）｜≤μ ｜（ｙ１－ｙ２）－（ｚ１－ｚ２）｜．
（Ｈ２）过程（ｇ（ｔ，０，０））ｔ∈［０，Ｔ］∈ Ｈ

２（Ｒ）．
（Ｈ３）Ｐａ．ｓ．，（ｔ，ｙ）∈［０，Ｔ］×Ｒ，ｇ（ｔ，ｙ，０）＝０．
（Ｈ４）Ｐａ．ｓ．，（ｙ，ｚ）∈Ｒ×Ｒｎ，ｇ（ｔ，ｙ，ｚ）关于 ｔ连续．
注 １ 显然假设（Ｈ３）可以推出假设（Ｈ２）．
引理 １．１［９］ 假设生成元 ｇ满足（Ｈ１），（Ｈ２），则ξ∈ Ｌ

２（ＦＴ），如下的ＢＳＤＥ（ｇ，Ｔ，ξ）：

ｙｔ＝ξ＋∫
Ｔ

ｔ
ｇ（ｓ，ｙｓ，ｚｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｚｓｄＷｓ ｔ∈［０，Ｔ］，

存在惟一解（ｙｔ，ｚｔ）ｔ∈［０，Ｔ］∈Ｓ
２（Ｒ）×Ｈ２（Ｒｄ）．本文记ｙｔ＝Ｅｇ，Ｔ［ξ｜Ｆｔ］，ｔ∈［０，Ｔ］，特别地ｙ０＝Ｅｇ，Ｔ［ξ］．

引理 １．２［１０，１１］ 假设生成元 ｇ，ｇ１，ｇ２满足（Ｈ１），（Ｈ２）．
（ⅰ）若ξ１，ξ２∈Ｌ

２（ＦＴ），ｇ１≥ｇ２，ξ１≥ξ２，ａ．ｓ．，则Ｅｇ１，Ｔ［ξ１｜Ｆｔ］≥Ｅｇ２，Ｔ［ξ２｜Ｆｔ］，ａ．ｓ．，ｔ∈［０，Ｔ］．

进一步，若 Ｐ（ξ１ ＞ξ２）＞０，则 Ｐ（｛Ｅｇ１，Ｔ［ξ１｜Ｆｔ］＞Ｅｇ２，Ｔ［ξ２｜Ｆｔ］｝）＞０，特别地 Ｅｇ１，Ｔ［ξ１］＞Ｅｇ２，Ｔ［ξ２］．

（ⅱ）对任意停时τ≤ Ｔ，ξ∈ Ｌ
２（Ｆτ），有 Ｅｇ，τ［Ｅｇ，Ｔ［ξ｜Ｆτ］］＝Ｆｇ，Ｔ［ξ］．

（ⅲ）对任意停时τ≤ Ｔ，珔ｇ＝１［０，τ］ｇ，ξ∈ Ｌ
２（Ｆτ），有 Ｅｇ，τ［ξ｜Ｆｔ］＝Ｅ珔ｇ，Ｔ［ξ｜Ｆｔ］，ａ．ｓ．，ｔ∈［０，

τ］．
（ⅳ）若 ｇ满足（Ｈ３），则 Ｐａ．ｓ．，Ｅｇ，Ｔ［ｃ｜Ｆｔ］＝ｃ，ｔ∈［０，Ｔ］．
定义１．１［６］ 带有双障碍的ＲＢＳＤＥ是指具有一个终端条件ξ∈Ｌ

２（ＦＴ）一个生成元ｇ，一个低障碍Ｌｔ∈
Ｓ２（Ｒ）和一个高障碍 Ｕｔ∈ Ｓ２（Ｒ），并且 Ｌｔ≤ Ｕｔ，ａ．ｓ．我们简记其为ＲＢＳＤＥ（ｇ，ξ，Ｌ，Ｕ）．其解为一个取值于

Ｒ×Ｒｄ×Ｒ＋×Ｒ＋的四元组（Ｙ，Ｚ，Ｋ＋，Ｋ－），并且满足：
（ⅰ）Ｚ∈ Ｈ２（Ｒｄ），Ｙ，Ｋ＋，Ｋ－∈ Ｓ２（Ｒ），

（ⅱ）Ｙｔ＝ξ＋∫
Ｔ

ｔ
ｇ（ｓ，Ｙｓ，Ｚｓ）ｄｓ＋Ｋ＋Ｔ－Ｋ＋ｔ－Ｋ－Ｔ＋Ｋ－ｔ－∫

Ｔ

ｔ
ＺｓｄＷｓ，ｔ∈［０，Ｔ］，

（ⅲ）Ｐａ．ｓ．，Ｌｔ≤ Ｙｔ≤ Ｕｔ，ｔ∈［０，Ｔ］且∫
Ｔ

０
（Ｙｔ－Ｌｔ）ｄＫ＋ｔ ＝∫

Ｔ

０
（Ｕｔ－Ｙｔ）ｄＫ－ｔ ＝０，

（ⅳ）Ｋ＋，Ｋ－是连续递增的过程且 Ｋ＋０ ＝Ｋ－０ ＝０．
下面给出如下假设：

（Ｈ５）［７］：存在两个非负的右连左极的上鞅｛ηｔ｝０≤ｔ≤Ｔ和｛θｔ｝０≤ｔ≤Ｔ使得ｔ∈［０，Ｔ），Ｌｔ≤ηｔ－θｔ≤ Ｕｔ，
并且

Ｅ［ｓｕｐ
０≤ｔ≤Ｔ

（｜ηｔ｜
２＋｜θｔ｜２）］＜∞．

引理 １．３［６，７］ 假设生成元 ｇ满足（Ｈ１），（Ｈ２），且（Ｈ５）成立，则 ＲＢＳＤＥ（ｇ，ξ，Ｌ，Ｕ）存在惟一解（Ｙ，Ｚ，
Ｋ＋，Ｋ－）．本文记 Ｙｔ＝ＥＬ

，Ｕ
ｇ，Ｔ［ξ｜Ｆｔ］ｔ∈［０，Ｔ］，特别地 Ｙ０ ＝Ｅ

Ｌ，Ｕ
ｇ，Ｔ［ξ］．

２ 主要结果

命题 ２．１ 假设生成元 ｇ满足（Ｈ１），（Ｈ３），且存在两个常数 Ｃ１，Ｃ２，使得 Ｌｔ≤ Ｃ１＜Ｃ２≤ Ｕｔ，ａ．ｓ．，τ为
任意停时且满足０≤τ≤ Ｔ，则ｔ∈［０，Ｔ］，ξ∈ Ｌ

２（Ｆτ）且 Ｃ１≤ξ≤ Ｃ２，有

ＥＬ，Ｕｇ，Ｔ［ξ｜Ｆｔ］＝Ｅｇ，Ｔ［ξ｜Ｆｔ］＝
Ｅｇ，τ［ξ｜Ｆｔ］，ｔ∈［０，τ］，

ξ， ｔ∈（τ，Ｔ］
{ ．
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证明 令（ｙｔ，ｚｔ）表示ＢＳＤＥ（ｇ，Ｔ，ξ）的解，容易验证 ｙｔ＝Ｅｇ，Ｔ［ξ｜Ｆｔ］＝
Ｅｇ，τ［ξ｜Ｆｔ］，ｔ∈［０，τ］，

ξ， ｔ∈（τ，Ｔ
{

］，

又由引理１．２得 Ｐａ．ｓ．，Ｃ１ ＝Ｅｇ，Ｔ［Ｃ１｜Ｆｔ］≤ Ｅｇ，Ｔ［ξ｜Ｆｔ］≤ Ｅｇ，Ｔ［Ｃ２｜Ｆｔ］＝Ｃ２，ｔ∈［０，Ｔ］．
显然（ｙｔ，ｚｔ，０，０）是ＲＢＳＤＥ（ｇ，ξ，Ｌ，Ｕ）在区间［０，Ｔ］上的解，容易看出结论成立，证毕．

命题 ２．２ 假设生成元 ｇ满足（Ｈ１），（Ｈ２），且（Ｈ５）成立，则对任意停时τ≤ Ｔ，ξ∈ Ｌ
２（Ｆτ）且 Ｌτ≤

ξ≤Ｕτ，有 Ｅ
Ｌ，Ｕ
ｇ，τ［ξ｜Ｆｔ］＝Ｅ

珔Ｌ，珚Ｕ
珔ｇ，Ｔ［ξ｜Ｆｔ］，ａ．ｓ．，ｔ∈［０，τ］．其中珔ｇ＝１［０，τ］ｇ，珔Ｌｔ＝Ｌｔ∧τ，珚Ｕｔ＝Ｕｔ∧τ．

证明 令（Ｙｔ，Ｚｔ，Ｋ＋ｔ，Ｋ－ｔ）表示 ＲＢＳＤＥ（ｇ，ξ，Ｌ，Ｕ）在区间［０，τ］上的解，（珔Ｙｔ，珔Ｚｔ，珔Ｋ
＋
ｔ，珔Ｋ－ｔ）表示

ＲＢＳＤＥ（珔ｇ，ξ，珔Ｌ，珚Ｕ）在区间［０，Ｔ］上的解．容易验证
珔Ｙｔ＝ξ，珔Ｚｔ＝０，珔Ｋ

＋
ｔ ＝Ｋ＋τ，珔Ｋ

－
ｔ ＝Ｋ－τ，ｔ∈［τ，Ｔ］，

珔Ｙｔ＝Ｙｔ，珔Ｚｔ＝Ｚｔ，珔Ｋ＋ｔ ＝Ｋ＋ｔ，珔Ｋ－ｔ ＝Ｋ－ｔ，ｔ∈［０，τ］．
显然 ＥＬ，Ｕｇ，τ［ξ｜Ｆｔ］＝Ｅ

珔Ｌ，珚Ｕ
珔ｇ，Ｔ［ξ｜Ｆｔ］，ａ．ｓ．，ｔ∈［０，τ］．证毕．

定理 ２．１ 假设生成元 ｇ１，ｇ２满足（Ｈ１），（Ｈ３），（Ｈ４），且存在两个常数 Ｃ１，Ｃ２，使得 ｔ∈ ［０，Ｔ］，

Ｐａ．ｓ．，Ｌｔ≤ Ｃ１ ＜Ｃ２≤ Ｕｔ．此时若ξ∈ Ｌ
２（ＦＴ）且 Ｃ１≤ξ≤ Ｃ２，有 Ｅ

Ｌ，Ｕ
ｇ１，Ｔ
［ξ］≥ Ｅ

Ｌ，Ｕ
ｇ２，Ｔ
［ξ］，则

Ｐａ．ｓ．，ｇ１（ｔ，ｙ，ｚ）≥ ｇ２（ｔ，ｙ，ｚ），（ｔ，ｙ，ｚ）∈［０，Ｔ］×［Ｃ１，Ｃ２］×Ｒｄ．
证明 δ ＞０，（ｙ，ｚ）∈（Ｃ１，Ｃ２）×Ｒｄ，定义如下停时：

τδ ＝τδ（ｙ，ｚ）＝ｉｎｆ｛ｔ≥０；ｇ１（ｔ，ｙ，ｚ）≤ ｇ２（ｔ，ｙ，ｚ）－δ｝∧ Ｔ，
显然，若结论不成立，则存在δ０ ＞０，（ｙ０，ｚ０）∈（Ｃ１，Ｃ２）×Ｒｄ，使得 Ｐ（｛τδ０ ＜Ｔ｝）＞０．简记τδ０ ＝τ０．

对（δ０，ｙ０，ｚ０）在区间［τ０，Ｔ］上考虑如下两个正向随机微分方程：

－ｄＹｉｔ＝ｇｉ（ｔ，Ｙ
ｉ
ｔ，ｚ０）ｄｔ－ｚ０ｄＷｔ

Ｙｉτ０ ＝ｙ
{

０
ｉ＝１，２． （１）

显然对 ｉ＝１，２，方程（１）在区间［τ０，Ｔ］上有惟一解 Ｙ
ｉ
ｔ∈ Ｓ２（Ｒ）．

下面定义停时 τ
ｉ
Ｃ１
＝ｉｎｆ｛ｔ≥τ０；Ｙ

ｉ
ｔ≤ Ｃ１｝∧ Ｔ，ｉ＝１，２，

τ
ｉ
Ｃ２
＝ｉｎｆ｛ｔ≥τ０；Ｙ

ｉ
ｔ≥ Ｃ２｝∧ Ｔ，ｉ＝１，２，

珋τ０ ＝ｉｎｆｔ≥τ０；ｇ１（ｔ，Ｙ１τ０，ｚ０）≥ ｇ２（ｔ，Ｙ
２
τ０
，ｚ０）－

δ０{ }２ ∧ Ｔ．
由 ｇｉ，Ｙ

ｉ
ｔ的连续性可知 ｛τ０ ＜τ

ｉ
Ｃ１
｝＝｛τ０ ＜τ

ｉ
Ｃ２
｝＝｛τ０ ＜珋τ０｝＝｛τ０ ＜Ｔ｝，ｉ＝１，２．

记τ ＝τ１Ｃ１∧τ
１
Ｃ２∧τ

２
Ｃ１∧τ

２
Ｃ２∧珋τ０，则有 Ｐ（｛τ０ ＜τ｝）＝Ｐ（｛τ０ ＜Ｔ｝）＞０．

从而 Ｃ１≤ Ｅｇｉ，τ［Ｙ
ｉ
τ ｜Ｆｔ］＝Ｙ

ｉ
ｔ≤ Ｃ２，ｔ∈［τ０，τ］，ｉ＝１，２．

由命题２．１可得 ＥｇｉＴ［Ｙ
ｉ
τ ｜Ｆｔ］＝Ｙ

ｉ
τ
，ｔ∈［τ，Ｔ］，ｉ＝１，２．

令珔ｇｉ＝１［０，τ］ｇｉ，由引理１．２得

Ｃ１≤ Ｅｇｉ，τ０［Ｙ
ｉ
τ０
｜Ｆｔ］＝Ｅ珔ｇｉ，Ｔ［Ｙ

ｉ
τ０
｜Ｆｔ］＝Ｅ珔ｇｉ，Ｔ［ｙ０｜Ｆｔ］＝ｙ０≤ Ｃ２，ｔ∈［０，τ０］，ｉ＝１，２，

此时，令 ｙｉｔ＝Ｅｇｉ，Ｔ［Ｙ
ｉ
τ ｜Ｆｔ］，ｚ

ｉ
ｔ＝

０， ｔ∈（τ，Ｔ］
ｚ０，ｔ∈［τ０，τ］

０， ｔ∈［０，τ０
{

］

，ｋｉ，＋ｔ ＝０，ｋｉ，－ｔ ＝０，ｉ＝１，２．

显然（ｙｉｔ，ｚｉｔ，ｋｉ，＋ｔ ，ｋｉ
，－
ｔ ）为ＲＢＳＤＥ（ｇｉ，Ｙｉτ，Ｌ，Ｕ）在区间［０，Ｔ］上的解．从而

ＥＬ，Ｕｇｉ，Ｔ［Ｙ
ｉ
τ
］＝Ｅｇｉ，Ｔ［Ｙ

ｉ
τ
］＝ｙ０，ｉ＝１，２． （２）

由命题２．１得 ＥＬ，Ｕｇ２，Ｔ［Ｙ
１
τ
］＝Ｅｇ２，Ｔ［Ｙ

１
τ
］． （３）

因为 Ｙ１τ －Ｙ
２
τ ＝∫

τ

τ０

［ｇ２（ｓ，Ｙ２ｓ，ｚ０）－ｇ１（ｓ，Ｙ１ｓ，ｚ０）］ｄｓ≥
δ０
２（τ－τ０）．

由τ０，τ的定义可知 Ｙ１τ≥ Ｙ
２
τ
且Ｐ（｛Ｙ１τ ＞Ｙ

２
τ
｝）＞０， （４）
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从而由引理１．２知 Ｅｇ２，Ｔ［Ｙ
１
τ
］＞Ｅｇ２，Ｔ［Ｙ

２
τ
］． （５）

由式（２），（３），（５）与题设条件得
ｙ＝Ｅｇ１，Ｔ［Ｙ

１
τ
］＝ＥＬ，Ｕｇ１，Ｔ［Ｙ

１
τ
］≥ ＥＬ

，Ｕ
ｇ２，Ｔ
［Ｙ１τ］＝Ｅｇ２，Ｔ［Ｙ

１
τ
］＞Ｅｇ２，Ｔ［Ｙ

２
τ
］＝ｙ．

推出矛盾，结论成立，证毕．
定理 ２．２ 假设生成元 ｇ１，ｇ２满足（Ｈ１），（Ｈ３），（Ｈ４），且均与 ｙ无关，存在常数 Ｃ，使得 ｔ∈［０，Ｔ］，

Ｌｔ＜Ｃ＜Ｕｔ，ａ．ｓ．则以下三个条件等价：
（ⅰ）对任意停时τ≤ Ｔ，ξ∈ Ｌ

２（Ｆτ）且 Ｌτ≤ξ≤ Ｃ，有 Ｐａ．ｓ．，Ｅ
Ｌ，Ｕ
ｇ１，τ
［ξ］≥ Ｅ

Ｌ，Ｕ
ｇ２，τ
［ξ］．

（ⅱ）对任意停时τ≤ Ｔ，ξ∈ Ｌ
２（Ｆτ）且 Ｃ≤ξ≤ Ｕτ，有 Ｐａ．ｓ．，Ｅ

Ｌ，Ｕ
ｇ１，τ
［ξ］≥ Ｅ

Ｌ，Ｕ
ｇ２，τ
［ξ］．

（ⅲ）Ｐａ．ｓ．，ｇ１（ｔ，ｚ）≥ ｇ２（ｔ，ｚ），（ｔ，ｚ）∈［０，Ｔ］×Ｒｄ．

证明 由带双障碍的ＲＢＳＤＥ的比较定理（［７，定理２．１］），可知（ⅲ）（ⅰ）与（ⅲ）（ⅱ）．
（ⅰ）（ⅲ）：若存在常数珔Ｃ使得 Ｌｔ≤珔Ｃ＜Ｃ＜Ｕｔ，由定理２．１可知（ⅰ）（ⅲ）．

对于一般情况：我们定义停时τ
１
ｎ ＝ｉｎｆｔ≥０；Ｌｔ≥ Ｃ－

１{ }ｎ ∧ Ｔ．
显然０≤τ１ｎ≤ Ｔ，并且存在 ｎ０，使得ｎ≥ ｎ０，有τ１ｎ ＞０．

ｎ≥ ｎ０，我们定义珔ｇｉ（ｔ，ｚ）＝１［０，τ１ｎ］ｇｉ（ｔ，ｚ），珔Ｌｔ＝Ｌｔ∧τ１ｎ，珚Ｕｔ＝Ｕｔ∧τ１ｎ，（ｔ，ｚ）∈［０，Ｔ］×Ｒ
ｄ，ｉ＝１，２．

从而我们有 Ｐａ．ｓ．，珔Ｌｔ≤ Ｃ－
１
ｎ＜Ｃ≤

珚Ｕｔ，ｔ∈［０，Ｔ］．

此时，显然若对任意停时τ≤ Ｔ，ξ∈ Ｌ
２（Ｆτ）且珔Ｌτ≤ξ≤ Ｃ，有 Ｅ

珔Ｌ，珚Ｕ
珔ｇ１，τ
［ξ］≥ Ｅ

珔Ｌ，珚Ｕ
珔ｇ２，τ
［ξ］，

则由定理２．１可得 Ｐａ．ｓ．，珔ｇ１（ｔ，ｚ）≥珔ｇ２（ｔ，ｚ），（ｔ，ｚ）∈［０，Ｔ］×Ｒｄ．
即 Ｐａ．ｓ．，ｇ１（ｔ，ｚ）≥ ｇ２（ｔ，ｚ），（ｔ，ｚ）∈［０，τ１ｎ］×Ｒｄ．
令 ｎ→ ∞，显然τ１ｎ→ Ｔ，从而我们有 Ｐａ．ｓ．，ｇ１（ｔ，ｚ）≥ ｇ２（ｔ，ｚ）（ｔ，ｚ）∈［０，Ｔ］×Ｒｄ．
因此，下面我们只需证明 Ｅ珔Ｌ，珚Ｕ珔ｇ１，τ［ξ］≥ Ｅ

珔Ｌ，珚Ｕ
珔ｇ２，τ
［ξ］．

定义珘ｇｉ（ｔ，ｚ）＝１［０，τ］珔ｇｉ（ｔ，ｚ），珘Ｌｔ＝Ｌｔ∧τｎ∧τ，珟Ｕｔ＝Ｕｔ∧τｎ∧τ，由命题２．２知 Ｅ
珔Ｌ，珚Ｕ
珔ｇｉ，τ
［ξ］＝Ｅ

珓ｌ，珟Ｕ
珘ｇｉ，Ｔ
［ξ］，ｉ＝１，２．

由引理１．２与珘ｇｉ，珘Ｌｔ，珟Ｕｔ的定义知 Ｅ
珘Ｌ，珟Ｕ
珘ｇｉ，Ｔ
［ξ］＝Ｅ

珘Ｌ，珟Ｕ
珘ｇｉ，τｎ∧τ

［Ｅ珘Ｌ，珟Ｕ珘ｇｉ，Ｔ［ξ｜Ｆτｎ∧τ］］＝Ｅ
Ｌ，Ｕ
ｇｉ，τｎ∧τ

［Ｅ珘Ｌ，珟Ｕ珘ｇｉ，Ｔ［ξ｜Ｆτｎ∧τ］］，ｉ＝１，２．

同时由珘ｇｉ，珘Ｌｔ，珟Ｕｔ的定义也可得Ｅ
珘Ｌ，珟Ｕ
珘ｇ１，Ｔ
［ξ｜Ｆτｎ∧τ］＝Ｅ

珘Ｌ，珟Ｕ
珘ｇ２，Ｔ
［ξ｜Ｆτｎ∧τ］．

令η ＝Ｅ
珘Ｌ，珟Ｕ
珘ｇ１，Ｔ
［ξ｜Ｆτｎ∧τ］，显然η∈ Ｌ

２（Ｆτ∧τｎ）且 Ｌτｎ∧τ≤η≤ Ｕτｎ∧τ，由以上讨论与题设知

Ｅ珔Ｌ，珚Ｕ珔ｇ１，τ［ξ］＝Ｅ
Ｌ，Ｕ
ｇ１，τｎ∧τ

［η］≥ Ｅ
Ｌ，Ｕ
ｇ２，τｎ∧τ

［η］＝Ｅ
珔Ｌ，珚Ｕ
珔ｇ２，τ
［ξ］．

结论成立．
（ⅱ）（ⅲ）：若存在常数珔Ｃ使得 Ｌｉ＜Ｃ＜珔Ｃ≤ Ｕｔ，由定理２．１知（ⅱ）（ⅲ）．

对于一般情况：定义停时τ
２
ｎ ＝ｉｎｆｔ≥０；Ｕｔ≤ Ｃ＋

１{ }ｎ ∧ Ｔ．
显然０≤τ２ｎ≤ Ｔ，并且存在 ｎ０，使得ｎ≥ ｎ０，有τ２ｎ ＞０．

ｎ≥ ｎ０，定义珔ｇｉ（ｔ，ｚ）＝１［０，τ２ｎ］ｇｉ（ｔ，ｚ），珔Ｌｔ＝Ｌｔ∧τ２ｎ，珚Ｕｔ＝Ｕｔ∧τ２ｎ（ｔ，ｚ）∈［０，Ｔ］×Ｒ
ｄ，ｉ＝１，２．

因此 Ｐａ．ｓ．，珔Ｌｔ≤ Ｃ＜Ｃ＋
１
ｎ≤

珚Ｕｔ，ｔ∈［０，Ｔ］．

此时由（ⅰ）（ⅲ）的讨论可知，只需证明对任意停时τ≤ Ｔ，ξ∈ Ｌ
２（Ｆτ）且 Ｃ≤ξ≤珚Ｕτ，有

Ｅ珔Ｌ，珚Ｕ珔ｇ１，τ［ξ］≥ Ｅ
珔Ｌ，珚Ｕ
珔ｇ２，τ
［ξ］．

从而对此采用与（ⅰ）（ⅲ）相似的处理方法易证结论成立．证毕．
定理 ２．３ 假设生成元 ｇ１，ｇ２满足（Ｈ１），（Ｈ３），（Ｈ４），且存在常数 Ｃ，使得ｔ∈［０，Ｔ］，Ｌｔ＜Ｃ＜Ｕｔ，

ａ．ｓ．，则以下两个结论成立：
（ⅰ）若对任意两个停时０≤τ≤σ≤Ｔ，ξ∈Ｌ

２（Ｆσ）且Ｌσ≤ξ≤Ｃ，有Ｅ
Ｌ，Ｕ
ｇ１，σ
［ξ｜Ｆτ］≥Ｅ

Ｌ，Ｕ
ｇ２，σ
［ξ｜Ｆτ］，
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ａ．ｓ．，则Ｘ∈ Ｓ２（Ｒ）且 Ｌｔ≤ Ｘｔ≤ Ｃ，ａ．ｓ．，ｔ∈［０，Ｔ］，有

Ｐａ．ｓ．，ｇ１（ｔ，Ｘｔ，ｚ）≥ ｇ２（ｔ，Ｘｔ，ｚ），（ｔ，ｚ）∈［０，Ｔ］×Ｒｄ．
（ⅱ）若对任意两停时０≤τ≤σ≤ Ｔ，ξ∈ Ｌ

２（Ｆσ）且 Ｃ≤ξ≤ Ｕσ，有 Ｅ
Ｌ，Ｕ
ｇ１，σ
［ξ｜Ｆτ］≥ Ｅ

Ｌ，Ｕ
ｇ２，σ
［ξ｜Ｆτ］，

ａ．ｓ．则Ｘ∈ Ｓ２（Ｒ）且 Ｃ≤ Ｘｔ≤ Ｕｔ，ａ．ｓ．，ｔ∈［０，Ｔ］，有

Ｐａ．ｓ．，ｇ１（ｔ，Ｘｔ，ｚ）≥ ｇ２（ｔ，Ｘｔ，ｚ），（ｔ，ｚ）∈［０，Ｔ］×Ｒｄ．
证明 Ｘ∈ Ｓ２（Ｒ），δ ＞０，ｚ∈Ｒｄ，定义如下停时：

τδ ＝τδ（ｚ）＝ｉｎｆ｛ｔ≥０；ｇ１（ｔ，Ｘｔ，ｚ）≤ ｇ２（ｔ，Ｘｔ，ｚ）－δ｝∧ Ｔ，

（ⅰ）：定义空间 Ａ２ ＝｛Ψ ∈ Ｓ２（Ｒ）；Ｌ＋ε≤Ψ ≤ Ｃ－ε，ε ＞０｝，其中ε为常数．
从而，由 ｇ１，ｇ２关于 ｙ的连续性可知，我们只需Ｘ∈ Ａ２做讨论．

若结论不成立，则存在珔Ｘ∈ Ａ２，δ０ ＞０，ｚ０∈Ｒｄ，使得 Ｐ（｛τδ０ ＜Ｔ｝）＞０．简记τδ０ ＝τ０．

对（δ０，珔Ｘτ０，ｚ０）在区间［τ０，Ｔ］上考虑如下两个正向随机微分方程：

－ｄＹｉｔ＝ｇｉ（ｔ，Ｙ
ｉ
ｔ，ｚ０）ｄｔ－ｚ０ｄＷｔ，

Ｙｉτ０ ＝珔Ｘτ
{

０

ｉ＝１，２． （６）

显然对 ｉ＝１，２，方程（６）在区间［τ０，Ｔ］上有惟一解 Ｙ
ｉ
ｔ∈ Ｓ２（Ｒ）．此时定义停时

τ
ｉ
Ｌｔ
＝ｉｎｆ｛ｔ≥τ０；Ｙ

ｉ
ｔ≤ Ｌｔ｝∧ Ｔ，τ

ｉ
Ｃ ＝ｉｎｆ｛ｔ≥τ０；Ｙ

ｉ
ｔ≥ Ｃ｝∧ Ｔ，ｉ＝１，２．

珋τ０ ＝ｉｎｆｔ≥τ０；ｇ１（ｔ，Ｙ１τ０，ｚ０）≥ ｇ２（ｔ，Ｙ
２
τ０
，ｚ０）－

δ０{ }２ ∧ Ｔ，
显然有｛τ０ ＜τ

ｉ
Ｌｔ
｝＝｛τ０ ＜τ

ｉ
Ｃ｝＝｛τ０ ＜珋τ０｝＝｛τ０ ＜Ｔ｝，ｉ＝１，２．

记τ ＝τ１Ｌｔ∧τ
１
Ｃ∧τ２Ｌｔ∧τ

２
Ｃ∧珋τ０，则我们有 Ｐ（｛τ０ ＜τ｝）＝Ｐ（｛τ０ ＜τ｝）＞０．

从而 Ｌｔ≤ Ｙ
ｉ
ｔ≤ Ｃ，ｔ∈［τ０，τ］，ｉ＝１，２．

显然，此时有 ＥＬ，Ｕｇｉ，τ［Ｙ
ｉ
τ ｜Ｆｔ］＝Ｅｇｉ，τ［Ｙ

ｉ
τ ｜Ｆｔ］，ｔ∈［τ０，τ］．ｉ＝１，２． （７）

特别地 ＥＬ，Ｕｇｉ，τ［Ｙ
ｉ
τ ｜Ｆτ０］＝Ｅｇｉ，τ［Ｈ

ｉ
τ ｜Ｆτ０］＝珔Ｘτ０，ｉ＝１，２． （８）

易知此时有与（４）相似的结果，即 Ｙ１τ≥ Ｙ
２
τ
且Ｐ（｛Ｙ１τ ＞Ｙ

２
τ
｝）＞０．

从而令珔ｇ２ ＝１［０，τ］ｇ２，由引理１．２可知 Ｐ（｛Ｅ珔ｇ２，Ｔ［Ｙ
１
τ ｜Ｆτ０］＞Ｅ珔ｇ２，Ｔ［Ｙ

２
τ ｜Ｆτ０］｝）＞０， （９）

由（７）与引理１．２可知
Ｌｔ≤ ＥＬ

，Ｕ
ｇ２，τ
［Ｙ２τ ｜Ｆｔ］＝Ｅｇ２，τ［Ｙ

２
τ ｜Ｆｔ］＝Ｅ珔ｇ２，Ｔ［Ｙ

２
τ ｜Ｆｔ］≤ Ｅ珔ｇ２，Ｔ［Ｙ

１
τ ｜Ｆｔ］＝Ｅｇ２，τ［Ｙ

１
τ ｜Ｆｔ］＝

Ｅ珔ｇ２，Ｔ［Ｙ
１
τ ｜Ｆｔ］≤ Ｅ珔ｇ２，Ｔ［Ｃ｜Ｆｔ］＝Ｃ，ｔ∈［０，τ］．

因此有 ＥＬ，Ｕｇ２，τ［Ｙ
１
τ ｜Ｆｔ］＝Ｅｇ２，τ［Ｙ

１
τ ｜Ｆｔ］，ｔ∈［τ０，τ］． （１０）

由（７）（９）与题设条件得
珔Ｘτ０ ＝Ｅ

Ｌ，Ｕ
ｇ１，τ
［Ｙ１τ ｜Ｆτ０］≥ Ｅ

Ｌ，Ｕ
ｇ２，τ
［Ｙ１τ ｜Ｆτ０］＝Ｅｇ２，τ［Ｙ

１
τ ｜Ｆτ０］＝Ｅ珔ｇ２，Ｔ［Ｙ

１
τ ｜Ｆτ０］≥

Ｅ珔ｇ２，Ｔ［Ｙ
２
τ ｜Ｆτ０］＝Ｅｇ２，τ［Ｙ

２
τ ｜Ｆτ０］＝珔Ｘτ０，

再由（９）可知 Ｐ（｛珔Ｘτ０ ＞珔Ｘτ０｝）＞０．显然矛盾，结论成立．

（ⅱ）：与（ⅰ）的证明相似，定义空间 Ｂ２＝｛Ψ∈ Ｓ２（Ｒ）；Ｃ＋ε≤Ψ≤Ｕ－ε，ε＞０｝，其中ε为常数．
若结论不成立，则存在珘Ｘ∈ Ｂ２，δ０ ＞０，ｚ０∈Ｒｄ，使得 Ｐ（｛τδ０ ＜Ｔ｝）＞０．简记τδ０ ＝τ０．

对（δ０，珘Ｘτ０，ｚ０）在区间［τ０，Ｔ］上考虑如下两个正向随机微分方程：

－ｄＹｉｔ＝ｇｉ（ｔ，Ｙ
ｉ
ｔ，ｚ０）ｄｔ－ｚ０ｄＷｔ，

Ｙｉτ０ ＝珘Ｘτ０
{ ，

ｉ＝１，２． （１１）

显然对 ｉ＝１，２，方程（１１）在区间［τ０，Ｔ］上有惟一解 Ｙ
ｉ
ｔ∈ Ｓ２（Ｒ）此时定义停时

珋τｉＣ ＝ｉｎｆ｛ｔ≥τ０；Ｙ
ｉ
ｔ≤ Ｃ｝∧ Ｔ，τ

ｉ
Ｕｔ
＝ｉｎｆ｛ｔ≥τ０；Ｙ

ｉ
ｔ≥ Ｕｔ｝∧ Ｔ，ｉ＝１，２．
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珋τ０ ＝ｉｎｆｔ≥τ０；ｇ１（ｔ，Ｙ１τ０，ｚ０）≥ ｇ２（ｔ，Ｙ
２
τ０
，ｚ０）－

δ０{ }２ ∧ Ｔ，
显然有｛τ０ ＜τ

ｉ
Ｕｔ
｝＝｛τ０ ＜珋τ

ｉ
Ｃ｝＝｛τ０ ＜珋τ０｝＝｛τ０ ＜Ｔ｝，ｉ＝１，２．

记τ ＝τ１Ｕｔ∧珋τ
１
Ｃ∧τ２Ｕｔ∧珋τ

２
Ｃ∧珋τ０，则有 Ｐ（｛τ０ ＜τ｝）＝Ｐ（｛τ０ ＜Ｔ｝）＞０．

从而 Ｃ≤ Ｙ
ｉ
ｔ≤ Ｕｔ，ｔ∈［τ０，τ］，ｉ＝１，２

与（８），（９），（１０）的证明相似，此时我们也可证得
ＥＬ，Ｕｇｉ，τ［Ｙ

ｉ
τ ｜Ｆτ０］＝Ｅｇｉ，τ［Ｙ

ｉ
τ ｜Ｆτ０］＝珘Ｘτ０，ｉ＝１，２， （１２）

Ｐ（｛Ｅ珔ｇ１，Ｔ［Ｙ
２
τ ｜Ｆτ０］＜Ｅ珔ｇ１，Ｔ［Ｙ

１
τ ｜Ｆτ０］｝）＞０， （１３）

ＥＬ，Ｕｇ１，τ［Ｙ
２
τ ｜Ｆｔ］＝Ｅｇ１，τ［Ｙ

２
τ ｜Ｆｔ］，ｔ∈［τ０，τ］． （１４）

由（１２），（１４）与题设条件得
珘Ｘτ０ ＝Ｅ

Ｌ，Ｕ
ｇ２，τ
［Ｙ２τ ｜Ｆτ０］≤ Ｅ

Ｌ，Ｕ
ｇ１，τ
［Ｙ２τ ｜Ｆτ０］＝Ｅｇ１，τ［Ｙ

２
τ ｜Ｆτ０］＝Ｅ珔ｇ１，Ｔ［Ｙ

２
τ ｜Ｆτ０］≤

Ｅ珔ｇ１，Ｔ［Ｙ
１
τ ｜Ｆτ０］＝Ｅｇ１，τ［Ｙ

１
τ ｜Ｆτ０］＝珘Ｘτ０．

从而再由（１３）可知 Ｐ（｛珘Ｘτ０ ＜珘Ｘτ０｝）＞０．推出矛盾，结论成立．证毕．

注 ２ 事实上，定理２．１，定理２．２和定理２．３中的题设条件（Ｈ４）减弱为（Ｈ６）：
（Ｈ６）：Ｐａ．ｓ．，（ｙ，ｚ）∈Ｒ×Ｒｎ，ｇ（ｔ，ｙ，ｚ）关于 ｔ在区间［０，Ｔ］上右连续．
注 ３ 定理２．１和定理２．３均是有关ＲＢＳＤＥ生成元的局部的逆比较定理，事实上，下面这个例子（见文

［８］）表明，在整个空间Ω ×［０，Ｔ］×Ｒ×Ｒｄ上的逆比较定理是不一定成立的．
例如，设 ｃ１ ＜ｃ２ ＜ｃ３，μ１ ＞μ２均为常数，令 ｇｉ（ｔ，ｙ，ｚ）＝μｉ（ｙ－ｃｉ）

－｜ｚ｜，ｉ＝１，２．显然 ｇ１，ｇ２满足
立（Ｈ１），（Ｈ３），（Ｈ４）．令 Ｌ＝ｃ２，Ｕ＝ｃ３，此时对任意两个停时０≤τ≤σ≤ Ｔ，ξ∈ Ｌ

２（Ｆσ）且 ｃ２≤ξ≤
ｃ３，有 ＥＬ

，Ｕ
ｇ１，σ
［ξ｜Ｆτ］＝Ｅ

Ｌ，Ｕ
ｇ２，σ
［ξ｜Ｆτ］，ａ．ｓ．，但是有 ｇ１≥ ｇ２或者 ｇ１≤ ｇ２．
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