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摘要：讨论起终点一定的最短时间渡江问题，分析离散和连续情况下速度选择方案，且对连续流速情况得出一个

非线性规划模型，推出其最优性条件．
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０ 引言

武汉市举办的２００２年横渡长江比赛（见图０．１），有１３６人参赛，３４人到达终点．我们讨论水流速度、选
手速度及选手的路线和成绩的关系，提出一份速度选择方案，最后说明模型的实用价值．

以起点为坐标原点，以垂直于对岸的方向、水流方向分别为 ｙ轴正向、ｘ轴正向，建立直角坐标系，并假
设到达终点是完成水平位移和垂直位移，水平位移不允许从终点下游再游回始点，泳速方向取与横轴正向

的夹角．

图０．１
Ｆｉｇ．０．１
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１ 双定问题

假定泳速不变，水速为１．８９ｍ?ｓ．２００２年第一名成绩为 １４ｍｉｎ８ｓ．如果速度与 ｙ轴正向同向且ｖ人ｙ＝

１１６０
８４８＝１．３６７９，则水流会使他在水平方向位移１６０２．７２，此时已到终点下游６０２．７２．需要有一个向 ｘ轴负向

的分速度 ｖ人ｘ＝
６０２．７２
８４８ ＝０．７１０７５，产生一段抵消位移，因此‖ｖ人‖为１．５４１５３，θ人 取１１７．４５６°，按起点到终

点直线行进．
在比赛中如何确定方向是关键点，选手速度大小不同，不可能取相同的方向．取始终和岸边垂直的方向

游泳，水平位移依靠水速达到时，到达终点的时间 ｔ＝１０００１．８９＝５２９．１００５，ｖ人ｙ＝
１１６０
Ｔ ＝２．１９２４．当 ｖ人 ＞

２．１９２４时， １１６０ｖ人 ｓｉｎθ
＝ １０００
ｖ人 ｃｏｓθ＋１．８９

；ｖ人 ＜２．１９２４时，为避免在没有到达终点前被冲到下游，有

１０００
ｖ水 －ｖ人 ｓｉｎ（θ－９０°）

＝ １１６０
ｖ人 ｃｏｓ（θ－９０°）

，即 ｖ人 ＝
２．１９２４

ｓｉｎθ－１．１６ｃｏｓθ
．以泳速 １．５为例，１．５＝ ２．１９２４

ｓｉｎθ－１．１６ｃｏｓθ
，则

θ＝１５６．６１８°或１２１．８５５°，成绩 ｔ＝１９４８．６３２３或９１０．４６１１，显然应取方向θ人 ＝１２１．８５５°，此时比赛成绩１５ｍｉｎ

１０．４６１１ｓ．根据游泳世界纪录，绝大多数人的游泳速度达不到２．１９２４，第二种情形更有实际意义．

选手到达终点主要使
江水平均宽度

选手速度的垂直分速速度
＝ 赛程水平距离
选手速度的水平分速度＋水的流速成立．以 ２００２年

为例，选手速度分量满足
１１６０
ｖ人ｙ
＝ １０００
１．８９－ｖ人ｘ

，则 ｖ２人 ＝１．１６２（１．８９－ｖ人ｘ）２＋ｖ２人ｘ．先令对 ｖ人ｘ的一阶导数为零，

求出 ｖ人 的最小值，有－１．１６２×２×（１．８９－ｖ人ｘ）＋２ｖ人ｘ＝０，得 ｖ人ｘ＝１．０８４２，ｖ人ｙ＝０．９３４７，于是选手到达终

点的最小速度 ｖ人ｍｉｎ＝１．４３１５．当泳速大于２．１９２４时，
ｖ人ｙ

１．８９＋ｖ人ｘ
＝１１６０１０００，一定有θ＞４５°．

因此，选手能够成功到达终点的角度分为，θ＝９０°时，选手始终釉垂直岸边的方向游动且 ｖ人 ＝２．１９２４；

４５°＜θ＜９０°时，泳速必须大于２．１９２４，但对于中长距离游泳来说，平均速度很难达到该值（目前还未有人达
到）；９０°＜θ＜１８０°时，１．４３１５＜ｖ人 ＜２．１９２４．

２ 离定问题

如果水流流速沿离岸边距离的分布为

ｖ（ｙ）＝
１．４７，０ｙ２００，
２．１１，２００＜ｙ＜９６０，
１．４７，９６０ｙ

{
１１６０．

（２．１）

我们先分析 ｖ人 ＝１．５时游泳的方向路线和成绩估计．

设选手以最短时间游过中段水平位移为 ｘ，速度方向为θ２，在垂直方向所用时间为 ｔ２，则
７６０
ｖ人ｙ
＝

ｘ
２．１１－ｖ人ｘ

，即 ｘ＝
７６０×（２．１１－ｖ人ｘ）

１．５２－ｖ２人槡 ｘ

． （２．２）

令（２．２）式变量 ｖ人ｘ导数为零，解得 ｖ人ｘ＝
２．２５
２．１１＝１．０６６４，从而有 ｖ人ｙ＝１．０５４９，ｘ＝７５１．８６６７．于是选手

的方向θ２＝１８０°－ａｒｃｔａｎ
ｖ人ｙ
ｖ人ｘ
＝１３５．３１０６°，选手在垂直方向上所用的时间 ｔ２＝

７６０
ｖ人ｙ
＝７２０．４４７４．

设选手在第一和第三段水域水平位移相同：
１０００－ｘ
２ ＝１０００－７５１．８６６７２ ≈１２５．同理，可知
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２００
ｖ人ｙ
＝ １２５
１．４７－ｖ人ｘ

， （２．３）

ｖ２人ｙ＋ｖ２人ｘ＝１．５２． （２．４{ ）

由（２．３）式得 ｖ人ｙ＝
８×（１．４７－ｖ人ｘ）

５ ． （２．５）

因此 ｖ人ｘ＝０．６１４９或 ｖ人ｘ＝１．４９９３．
当 ｖ人ｘ＝１．４９９３时，由于 ｖ人 ＝１．５，此时水平方向分速度接近速度大小，使得选手在第一和第三段水域

上在垂直方向的速度过小，导致选手要用足够多的时间才能到达终点，因此舍弃该值．将 ｖ人ｘ＝０．６１４９代入

（２．５）式得 ｖ人ｙ＝１．３６８２．因此在第一和第三段水域，选手的速度方向为θ１＝θ３＝１８０°－ａｒｃｔａｎ
１．３６８２
０．６１４９＝

１１４．２°，所用的时间为 ｔ１＝ｔ３＝
２００
ｖ人ｙ
＝ ２００
１．３６８２＝１４６．１７９８．因此选手的成绩为 ｔ＝２ｔ１＋ｔ３＝１０１２．７８０４，即

１６ｍｉｎ５３ｓ（见图２．１与图２．２）．
如果选手的速度大小不变，流速沿岸边距离的分布与（２．１）式离散情况相同，要估计选手的成绩，仍可用

上述方法分水域求出每段的最短时间．由于流速分布是离散的，因此所求的时间一定是全赛程的最短时间．

当选手的速度为１．５时，若全程速度大小和方向始终不变．在第一和第三段水域上，设时间分别为 ｇ１

和 ｔ３，则 ｔ１＝ｔ３＝
２００

ｖ人 ｃｏｓ（θ－９０°）
，游过第二段水域的时间为 ｔ２＝

７６０
ｖ人 ｃｏｓ（θ－９０°）

，游完全程的时间

ｔ＝ｔ１＋ｔ２＋ｔ３＝
１１６０
１．５ｓｉｎθ

，选手在水平方向的距离应满足

２［ｖ水１－ｖ人 ｓｉｎ（θ－９０°）］ｔ１＋［ｖ水２－ｖ人 ｓｉｎ（θ－９０°）］ｔ２＝１０００，
整理得 １．５ｓｉｎθ－１．７４ｃｏｓθ＝２．１９１６， （２．６）
则θ＝１５６．６７９°或１２１．７８９°．从时间上看，后者的时间短，因此选手取角度１２１．７８９°．

３ 连续问题

当流速沿离岸边距离为连续分布时，在假定条件下选手要用尽可能短时间到达终点，这是一个非线性

规划．设流速、选手速度关于时间的函数为 ｖ水（ｔ）和 ｖ人（ｔ），模型为
ｍｉｎｔ

ｓ．ｔ．
∫

ｔ

０
（ｖ水（ｔ）＋ｖ人ｘ（ｔ））ｄｔ＝１０００，

∫
ｔ

０
ｖ人ｙ（ｔ）ｄｔ＝１１６０，

ｔ＞










０．

（３．１）

构造Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ函数 ｔ－λ１［∫
ｔ

０
（ｖ水（ｔ）＋ｖ人ｘ（ｔ））ｄｔ－１０００］－λ２（∫

ｔ

０
ｖ人ｙ（ｔ）ｄｔ－１１６０）． （３．２）
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设 Ｕ水（ｔ）表示水的水平位移 －时间函数，由于 Ｕ水（０）＝０，则

∫
ｔ

０
ｖ水（ｔ）ｄｔ＝Ｕ水（ｔ）－Ｕ（０）＝Ｕ水（ｔ）． （３．３）

同理 ∫
ｔ

０
ｖ人ｘ（ｔ）ｄｔ＝Ｕ人ｘ（ｔ）－Ｕ人ｘ（０）＝Ｕ人ｘ（ｔ）， （３．４）

∫
ｔ

０
ｖ人ｙ（ｔ）ｄｔ＝Ｕ人ｙ（ｔ）－Ｕ人ｙ（０）＝Ｕ人ｙ（ｔ）． （３．５）

将（３．２）式对 ｔ求导，由（３．３）～（３．５）式，得到（３．１）式的最优性条件：
１－λ１Ｕ′水（ｔ）－λ１Ｕ′人ｘ（ｔ）－λ２Ｕ′人ｙ（ｔ）＝０，
Ｕ水（ｔ）＋Ｕ人ｘ（ｔ）＝１０００，

Ｕ人ｙ（ｔ）＝１１６０，

ｔ＞










０．

（３．６）

对于一般情况，应用（３．６）式求模型（３．１）的最优解，当最优解无法求出时，可以将模型（３．１）中的第一
个约束中的“＝”放松成“≤”，求出最短时间后，若“＜”成立，可以在最短时间的基础上再加上一段水平位移
的时间，而此时认为选手已经到达对岸，再向前经过一段水平位移可以到达终点．

下面我们讨论几种流速沿岸边距离为已知连续分布时，选手如何确定参赛方案．设流速沿岸边距离为
连续分布：

ｖ水（ｙ）＝

２．２８
２００ｙ， ０ ｙ２００，

２．２８， ２００ ｙ９６０，
２．２８
２００（１１６０－ｙ）， ９６０ ｙ









 １１６０．

对于选手而言，一般情况下速度大小变化不大，不妨设为定值 ｖ人，只考虑如何调整速度方向θ（ｔ）．但是选手
不可能随时根据自己的位置变化方向，只能游一段距离改变一下方向，因此我们设在３个水域中游泳者只有
３个方向：

θ ＝
θ１， ０ ｙ２００，

θ２， ２００ ｙ９６０，

θ３， ９６０ ｙ
{

１１６０．
设选手的水平和垂直方向的位移分别为 ｘｉ，ｙｉ，ｉ＝１，２，３．在第一段水域，由位移和速度的关系式知

ｙ′１（ｔ）＝ｖ人 ｓｉｎθ１， （３．７）

ｘ′１（ｔ）＝ｖ水 ＋ｖ人 ｃｏｓθ１， （３．８）

ｙ｜ｘ＝０ ＝０． （３．９
{

）

由（３．７）和（３．８）式可得 （ｖ水 ＋ｖ人 ｃｏｓθ１）ｄｙ１ ＝ｖ人 ｓｉｎθ１ｄｘ１． （３．１０）
将（３．１０）式等式两边同时积分，有

∫（ｖ水 ＋ｖ人 ｃｏｓθ１）ｄｙ１ ＝∫ｖ人 ｓｉｎθ１ｄｘ１．
将第一段水域上水流的分布函数代入上式，得

∫（２．２８２００ｙ１＋ｖ人 ｃｏｓθ１）ｄｙ１ ＝∫ｖ人 ｓｉｎθ１ｄｘ１，
解得

２．２８
１００ｙ

２
１＋ｖ人 ｃｏｓθ１ｙ１ ＝ｖ人 ｓｉｎθ１ｘ１＋ｃ．

将（３．９）代入上式，得 ｃ＝０，因此
２．２８
１００ｙ

２
１＋ｖ人 ｃｏｓθ１ｙ１ ＝ｖ人 ｓｉｎθ１ｘ１． （３．１１）

在第三段水域，有
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ｙ′３（ｔ）＝ｖ人 ｓｉｎθ３， （３．１２）

ｘ′３（ｔ）＝ｖ水 ＋ｖ人 ｃｏｓθ３， （３．１３）

ｙ｜ｘ＝１０００ ＝１１６０． （３．１４
{

）

解得 －１２ｙ
２
３×
２．２８
２００＋（

２．２８
２００×１１６０＋ｖ人 ｃｏｓθ３）ｙ３ ＝ｖ人 ｓｉｎθ３ｘ３＋ｃ．

将（３．１４）式代入上式，得
ｃ＝７６６９．９２＋１１６０ｖ人 ｃｏｓθ３－１０００ｖ人 ｓｉｎθ３．

因此第三段得位移函数关系为

－１２ｙ
２
３×
２．２８
２００＋（

２．２８
２００×１１６０＋ｖ人 ｃｏｓθ３）ｙ３ ＝ｖ人 ｓｉｎθ３ｘ３＋

７６６９．９２＋１１６０ｖ人 ｃｏｓθ３－１０００ｖ人 ｓｉｎθ３． （３．１５）
在第三段水域中，设选手游完第一段和给定第二段水域时，水平位移为ｘ１和ｘ３．由于水流速度是常量，

此时选手的位移关系为直线段

ｙ－２００
ｘ－ｘ１

＝ ７６０
ｘ３－ｘ１

． （３．１６）

根据位移与速度的关系知，ｘ１和ｘ３满足

７６０
ｖ人 ｓｉｎθ２

＝
ｘ３－ｘ１

ｖ水 ＋ｖ人 ｃｏｓθ２
． （３．１７）

将（３．１７）和 ｖ水 ＝２．２８代入（３．１６）式，得

ｙ－２００
ｘ－ｘ１

＝
ｖ人 ｓｉｎθ２

２．２８＋ｖ人 ｃｏｓθ２
． （３．１８）

在流速沿岸边距离为已知连续分布时，假设选手速度大小不变，速度方向在３个流域分别为３个常数时，我们
给出了３段水域中选手位移函数关系（见图３．１）．

流速沿离岸距离为连续分布，除了举出的情况（图３．２）外，还有两种常见情况（见图３．３，图３．４）．
从上面３个图可以看出水域底部的分布情况，图３．２水域整体很宽，靠近岸边底部为较陡的直坡，中间为

较宽的平面底部；图３．３描述的水域从两岸经中间为陡坡，中间部分极窄；图３．４中的水域底部较光滑，３条线
过渡较平滑．

我们用实际数例说明选手如何分３段选择速度方向．设选手的速度大小始终为１．５，在第二段水域中，
由于流速大小不变，因此选手的速度方向也不变．现在要求出选手在最短时间内游过这一段时，水平位移的
最短距离，由直线公式（３．１７）和速度分解公式知

７６０
ｖ人ｙ
＝ ｘ
２．２８－ｖ人ｘ

， （３．１９）

１．５２ ＝ｖ２人ｙ＋ｖ２人ｘ， （３．２０
{

）

整理得 ｘ＝
７６０（２．２８－ｖ人ｘ）
１．５２－ｖ２人槡 ｘ

． （３．２１）
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令
ｄｘ
ｄｖ人ｘ

＝０，得 ｖ人ｘ＝
２．２５
２．２８＝０．９８６８，于是 ｘ的最小值８７０ｍ．

选手取第一段水域的参照物坐标为（２５，５０），代入（３．１１）得ｃｏｓθ１ ＝－０．３９２０，即θ１ ＝１１３．０８°．选取第
二段水域得参照物坐标为（８００，１１００），代入（３．１５）得θ３ ＝２０．４５５７°．取 ｘ１ ＝２０，ｘ３ ＝９８０，代入（３．１７）得

θ２ ＝９５．８５４８°．
选手选取参照物可以根据比赛前已知的第一水域随同船的中间位置定第一个坐标，再根据多艘拦截船

的中间位置定第二个坐标，这个工作要在赛前勘测到，提前算出θ１，θ２，θ３以便于比赛中转换方向．
对于参加中长距离竞赛的游泳爱好者来说，赛前的准备和赛中的调整是必需的．
（１）赛前熟悉环境．尤其是在室外游泳，像竞渡长江、横渡海峡等活动，要事先了解水流的方向、速度和

温度，关注天气状况，提前将竞赛全程看一遍，最好分流域试游一下，了解水的流速对游泳者速度的影响有

多大．
（２）赛前计算速度．游泳者根据赛前的环境观测，根据自身的特点，制定比赛战术．若体力良好，可以改

变速度来提高成绩．在水流逐渐加快的过程中，要逐渐减速且速度方向逐渐增大，到水流平缓时，速度不改
变，等到水流逐渐减慢时，要逐渐加速且速度角度逐渐变小．如体力一般，最好维持一个相对平均的速度大
小，只调整速度的方向．在赛前要在第一段和第三段水域各观测一个点，预估其坐标，计算出三个阶段的速
度方向角度，并根据第一个角度记住第二个角度的转移角度，再根据第二个角度记住第三个角度的转移角

度，记住下水角度．当感到水流变大时，开始转到第二个角度；当感到水流又开始变缓时，再转到第三个角
度．转角度时要以一个显著的标志为依据．如果赛程较短，角度要少转一点，避免到达终点之前就被冲到下
游．如果提前到达对岸，可以通过水平方向游到终点．

总之，对游泳爱好者来言，赛前多观测，找好标志物，做好计算，赛中适时调整速度的大小和方向，就可

以顺利完成竞渡，并且可以取得较好的成绩．

４ 展望模型应用

本文模型讨论一个固体（或质点）在一个具有流速场的液体中的运动速度及方向控制问题，如何为固体

选取适合自己的运动方向，使得固体在流速场的作用下以最短（或较短）时间不偏离目的地是分析的重点．
轮渡是该模型最直接应用的一个例子，在水流对轮船航行影响较大，不可忽略的情形下，如何控制船的

速度方向，使船在限定的时间内到达目的地．
另外，还可应用到固液两相流、气固两相流、气液两相流等其它情形，例如控制微型（ｎｍ）机器人在液体

中的运动方向，控制动力滑翔伞的运动方向，估计积雨层受气流影响下到达某地区的时间．除此以外控制电
子在磁场中的运动也属此情形．
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