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１ 预备知识

记 Ｃ〈ｕｉｊ〉ｉ，ｊ＝１，２，３，４表示由 ｕｉｊ生成的自由代数，令 ｉ′＝５－ｉ，ρｉ＝ｉ－３（ρｉ′＝－ρｉ如果ｉ＜ｉ′）；ε１＝ε２＝１，

ε＝ε３＝ε４＝－１；矩阵 Ｄ＝（ｄｉｊ），ｄｉｊ＝εｉδｉｊ′ｑρｉ；ｋｊｉｍｎ＝εｄｊｉｄｍｎ（ｉ，ｊ，ｍ，ｎ＝１，２，３，４）；Θ（ｋ）＝１，ｋ＞０；Θ（ｋ）＝０，

ｋ０．Ｉ（Ｒ）为 Ｃ〈ｕｉｊ〉的理想，它由以下元素生成

Ｉｉｊｍｎ＝：∑
ｋ，ｌ
Ｒｊｉｋｌｕｋｍｕｌｎ－Ｒｌｋｍｎｕｉｋｕｊｌ，ｉ，ｊ，ｍ，ｎ＝１，２，３，４．

其中

Ｒｉｊｍｎ＝ｑδｉｊ′δｉｊδｉｍδｊｎ＋（ｑ－１－ｑ）Θ（ｍ－ｉ）（δｊｍδｉｎ－ｋｊｉｍｎ）．
记 Ａ（Ｒ）＝Ｃ〈ｕｉｊ〉?Ｉ（Ｒ），则在 Ａ（Ｒ）上存在唯一一个双代数结构，使得

Δ（ｕｉｊ）＝∑
ｋ
ｕｉｋｕｋｊ，ε（ｕｉｊ）＝δｉｊ，ｉ，ｊ＝１，２，３，４．

令 Ｕ＝（ｕｉｊ）．则Ｏ（Ｓｐｑ（４））的定义为

Ａ（Ｒ）?｛ＵＣＵｔＣ－１＝ＣＵｔＣ－１Ｕ＝Ｉ４
［２］．

ｇ是一个有限维复半单李代数，Π、Φ及Λ分别是关于 ｇ的某个固定的 Ｃａｒｔａｎ子代数的素根系、根系和
权集，Ｗ为Φ的Ｗｅｙｌ群，ＺΦ是ｇ的根格．如果Φ是 Ｃｎ型的，对所有短根α都有（α，α）＝２，对所有长根α
都有（α，α）＝４，对任意α∈Φ，定义
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ｄα＝
（α，α）
２ ∈｛１，２｝，ｑα＝ｑ

ｄ
α ＝ｑ

（α，α）
２ ．

量子包络代数 Ｕｑ（ｇ）（以下简称为 Ｕ）是由 Ｅα，Ｆα，Ｋα，Ｋ
－１
α
（α∈Π）生成的结合（带１）Ｋ代数，在 Ｕ上存在

唯一的一个Ｈｏｐｆ代数结构（Δ，ε，Ｓ）［１，３］，记由所有 Ｅα（Ｆα）生成的 Ｕ的子代数为Ｕ
＋（Ｕ－）而由 Ｋα，Ｋ

－
α
生

成的Ｕ的子代数记为Ｕ０．映射

Ｕ－Ｕ０Ｕ＋→Ｕ， Ｕ＋Ｕ０Ｕ－→Ｕ，

ｕ１ｕ２ｕ３ →ｕ１ｕ２ｕ３， ｕ１ｕ２ｕ３ →ｕ１ｕ２ｕ３，

是线性空间的同构，我们分别将两个映射中Ｕ－Ｕ０和Ｕ＋Ｕ０的像集记为 Ｕ０，Ｕ０．存在唯一一个双线性
配对（，）：Ｕ０×Ｕ０→Ｋ，当数域 Ｋ的特征为零，并且 ｑ为非单位根时，（，）限制在 Ｕ－－μ×Ｕ

＋
μ
（μ∈ＺΦ，μ

０）是非退化的，由（，）的非退化性，对每一个μ∈ＺΦ，μ０，选择 Ｕ
＋
μ
的一组基ｕμ１，ｕμ２，…ｕμｒ（μ），则存在 Ｕ

－
－μ

的一组基 ｖμ１，ｖμ２，…ｖμｒ（μ），使得对所有的 ｉ，ｊ，有（ｖμｉ，ｕμｊ）＝δｉｊ．
令

Θμ＝∑
ｒ（μ）

ｉ＝１
ｖμｉｕμｉ∈ＵＵ，Θ＝∑

μ０
Θμ．

若 Ｍ，Ｍ′为两个有限维Ｕ模，可以得到

Θμ（ＭλＭ′λ′）Ｍλ－μＭ′λ′＋μ，λ，λ′∈Λ，μ∈ＺΦ．
进而我们可以定义

Θ＝ΘＭ，Ｍ′：ＭＭ′→ＭＭ′
为一个线性变换，对 ｍ∈Ｍλ，ｍ′∈Ｍ′μ 定义

Ｐ： ＭＭ′→Ｍ′Ｍ， 珓ｆ： ＭＭ′→ＭＭ′，

ｍｍ′→ｍ′ｍ， ｍｍ′→ｆ（λ，μ）ｍｍ′．

其中 ｆ：Λ×Λ→Ｋ×，对所有的λ，μ∈Λ，ν∈ＺΦ，满足
ｆ（λ＋ν，μ）＝ｑ

－（ν，μ）ｆ（λ，μ），ｆ（λ，μ＋ν）＝ｑ
－（ν，λ）ｆ（λ，μ）．

对所有的有限维 Ｕ模Ｍ，Ｍ′，映射：

Ｒ＝Θ珓ｆＰ：Ｍ′Ｍ→ＭＭ′
是一个 Ｕ模同构［１］．

如果，φ∈Ｕ
°（是 Ｕ的对偶空间的一个子空间），ｕ∈Ｕ，并且Δ（ｕ）＝∑

ｉ
ｕｉｕ′ｉ，则可以定义 Ｕ°内元素

的乘法为φ（ｕ）＝∑ｉ（ｕｉ）φ（ｕｉ′）．令ｇ＝ｓｐ（２ｎ），２ｎ维向量空间Ｍ作为Ｕ＝Ｕｑ（ｇ）的向量表示的有限维

模，对所有的 ｍ∈Ｍ，ｆ∈Ｍ，定义矩阵系数 ｃｆ，ｍ∈Ｕ°，使得

ｃｆ，ｍ（ｖ）＝ｆ（ｖｍ），ｖ∈Ｕ，
我们可以证明所有的 ｃｆ，ｍ（对所有有限维 Ｕ模Ｍ，取遍所有 ｍ∈Ｍ，ｆ∈Ｍ）生成 Ｕ°的一个子代数［１］．

令 Ｍ为有限维Ｕ模，选择一组基 ｅ１，ｅ２，…ｅｎ，ｃｉｊ满足ｕｅｊ＝∑
ｉ
ｃｉｊ（ｕ）ｅｉ，ｊ＝１，２，…ｎ，ｕ∈Ｕ，容易验证

ｃｉｊ＝ｃｆｉ，ｅｊ，ｆｉ为ｅｊ的对偶基．令 Ｍ′为另一个有限维Ｕ模，选择 Ｍ′的一组基ｅ′１，ｅ′２，…ｅ′ｍ，以及相应的矩阵

系数 ｃ′ｉｊ，Ｒ为一个Ｕ模同构：Ｍ′Ｍ→ＭＭ′，有

Ｒ（ｅ′ｉｅｊ）＝∑
ｈ，ｌ
Ｒｈｌｉｊｅｈｅ′ｌ［１］． （１．１）

定理 １．１［１］ 对所有的 ｉ，ｊ，ｒ，ｓ有

∑
ｈ，ｌ
Ｒｒｓｈｌｃ′ｈｉｃｌｊ＝∑

ｈ，ｌ
Ｒｈｌｉｊｃｒｈｃ′ｓｌ． （１．２）

２ 主要结果

令λ１＝αｎ＋αｎ－１＋…＋α２＋
１
２α１为 ｓｐ（２ｎ）的第一个基本权

［４］，以λ１为最高权的 Ｕｑ（ｓｐ（２ｎ））的自然
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表示 的不可约模记为 Ｌ（λ１），并且

Ｗλ１＝λ１，λ１－αｎ，λ１－αｎ－αｎ－１，…，
１
２α１，－

１
２α１，…－λ１＋αｎ，－λ{ }１ ，

而其他基本权有λ２＝λ１＋（λ１－αｎ），λ３＝λ２＋（λ１－αｎ－αｎ－１），…λｎ＝λｎ－１＋
１
２α１，所以对于所有的有限维

不可约 Ｕｑ（ｓｐ（２ｎ））模Ｌ（λｉ）ｉ２均可作为 Ｌ（λ１）的张量积的直和项
［１］，因此我们只要研究 Ｌ（λ１）的矩阵系

数即可（α１为长根）．

对 ｓｐ（４）而言，其第一个基本权为λ１＝α２＋
１
２α１，令μ１＝λ１，μ２＝

１
２α１，μ３＝－

１
２α１，μ４＝－α２－

１
２α１，

Ｍ＝Ｃ４作为 Ｕｑ（ｓｐ（４））的自然表示的模，有 Ｍμ１＝Ｃ（１，０，０，０）′，Ｍμ２＝Ｃ（０，１，０，０）′，Ｍμ３＝Ｃ（０，０，０，１）′，

Ｍ
μ４
＝Ｃ（０，０，１，０）′，令 ｅ１＝（１，０，０，０）′，ｅ２＝（０，１，０，０）′，ｅ３＝（０，０，０，１）′，ｅ４＝（０，０，１，０）′，

Ｅα２＝Ｅ１２－Ｅ４３， Ｅα１＝Ｅ２４，

Ｆα２＝Ｅ２１－Ｅ３４， Ｆα１＝Ｅ４２，

Ｋα２＝Ｄ１Ｄ
－１
２ Ｄ３Ｄ－１４ ， Ｋα１＝Ｄ

２
２Ｄ－２３ ．

其中 Ｄｊ＝∑
ｉ
ｑδｉｊＥｉｉ（ｉ，ｊ＝１，２，３，４），Ｅｉｊ指的是第ｉ行，第 ｊ列交叉处元素为１其他元素为零的矩阵，则

Ｅα２ｅ１＝０， Ｆα２ｅ１＝ｅ２， Ｅα１ｅ１＝０， Ｆα１ｅ１＝０， Ｋα２ｅ１＝ｑｅ１， Ｋα１ｅ１＝ｅ１，

Ｅα２ｅ２＝ｅ１， Ｆα２ｅ２＝０， Ｅα１ｅ２＝０， Ｆα１ｅ２＝ｅ３， Ｋα２ｅ２＝ｑ
－１ｅ２， Ｋα１ｅ２＝ｑ

２ｅ２，

Ｅα２ｅ３＝０， Ｆα２ｅ３＝－ｅ４， Ｅα１ｅ３＝ｅ２， Ｆα１ｅ３＝０， Ｋα２ｅ３＝ｑ
－１ｅ３， Ｋα１ｅ３＝ｅ３，

Ｅα２ｅ４＝－ｅ３， Ｆα２ｅ４＝０， Ｅα１ｅ４＝０， Ｆα１ｅ４＝０， Ｋα２ｅ４＝ｑｅ４， Ｋα１ｅ４＝ｑ
－２ｅ４．

令 Ｃ＝（ｃｉｊ），其中 ｃｉｊ为Ｍ的矩阵系数，满足对任意 ｕ∈Ｕｑ（ｓｐ（４）），有 ｕｅｊ＝∑
ｉ
ｃｉｊ（ｕ）ｅｉ（ｉ，ｊ＝１，２，３，４）．

对 ｓｐ（４）而言，ω０＝ｓ２ｓ１ｓ２ｓ１为其最长元的一个分解
［５］，所以

β１＝α２，β２＝２α２＋α１，β３＝α２＋α１，β４＝α１，

为 Ｃ２的所有正根，从而 Ｕｑ（ｓｐ（４））的所有正根向量和负根向量（我们这里仅保留那些对计算结果有影响的
项）为

Ｘ１＝Ｅα２， Ｘ２＝－ｑ－１Ｅα２Ｅα１Ｅα２， Ｘ３＝Ｅα２Ｅα１－ｑ
－２Ｅα１Ｅα２， Ｘ４＝Ｅα１，

Ｙ１＝Ｆα２， Ｙ２＝－ｑＦα２Ｆα１Ｆα２， Ｙ３＝Ｆα１Ｆα２－ｑ
２Ｆα２Ｆα１， Ｙ４＝Ｆα１．

令

Θ′＝１１＋（ｑ－１－ｑ）Ｆα２Ｅα２＋（ｑ
－２－１）（１＋ｑ２）Ｆα１Ｅα１＋ｑ１２（１－ｑ

－２）Ｆα１Ｆα２Ｅα１Ｅα２＋

（ｑ－１－ｑ）Ｆα１Ｆα２Ｅα２Ｅα１＋（ｑ
－１－ｑ）Ｆα２Ｆα１Ｅα１Ｅα２＋ｑ２１（１－ｑ

－２）Ｆα２Ｆα１Ｅα２Ｅα１＋

（ｑ－２－１）（１＋ｑ２１２）Ｆα２Ｆα１Ｆα２Ｅα２Ｅα１ Ｅα２．

可以验证

Ｒ＝Θ珓ｆＰ＝Θ′珓ｆＰ．

Ｒ作为ＭＭ→ＭＭ（Ｍ＝Ｃ４）的 Ｕ模同构，由（０．１）我们可以得到
Ｒ１１１１＝Ｒ２２２２＝Ｒ３３３３＝Ｒ４４４４＝ｑ－１，Ｒ２１１２＝Ｒ１２２１＝Ｒ３１１３＝Ｒ１３３１＝Ｒ４２２４＝Ｒ２４４２＝Ｒ４３３４＝Ｒ３４４３＝１，

Ｒ４１１４＝Ｒ３２２３＝Ｒ２３３２＝Ｒ１４４１＝ｑ，Ｒ２１２１＝Ｒ３１３１＝Ｒ４２４２＝Ｒ４３４３＝ｑ－ｑ－１，Ｒ４１２３＝Ｒ２３４１＝ｑ２－１，

Ｒ３２３２＝ｑ３－ｑ－１，Ｒ４１３２＝Ｒ３２４１＝ｑ２－ｑ４，Ｒ４１４１＝ｑ３（１－ｑ２）（１＋ｑ－４）．
令矩阵 Ａ＝（ａｉｊ），ａｉｊ＝εｉδｉｊ′ｑρｉ，其中 ｉ′＝５－ｉ，ρｉ＝ｉ－３，（ρｉ′＝－ρｉ如果ｉ＜ｉ′）ε１＝ε２＝１，ε３＝ε４＝－１．

可以验证恒等式

ＣＡＣｔＡ－１＝ＡＣｔＡ－１Ｃ＝Ｉ４．
成立，Ｉ４为４阶的单位矩阵，再由定理０．１我们可以实现Ｏ（Ｓｐｑ（４））中所有的定义关系式

［５］．
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