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超有限因子中套子代数的 Ｌｉｅ理想

卜美华，纪培胜，綦伟青
（青岛大学 数学科学学院，山东 青岛 ２６６０７１）

摘要：设 Ｂ是一个超有限因子，Ｔ（Ｎ）是 Ｂ中的正则套代数．给出了 Ｔ（Ｎ）中的 Ｌｉｅ理想的结构．证明了 Ｔ（Ｎ）的一
个σ弱闭子空间Ｌ是Ｔ（Ｎ）的Ｌｉｅ理想当且仅当存在 Ｔ（Ｎ）的一个σ弱闭的结合理想Ｊ和Ｔ（Ｎ）的对角部分的中心

的子空间 Ｅ，使得Ｊ０ＬＪ＋Ｅ，其中 Ｊ０为 Ｊ中的迹为零的元的集合．
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＬｅｔＢｂｅａｈｙｐｅｒｆｉｎｉｔｅｆａｃｔｏｒａｎｄｌｅｔＴ（Ｎ）ｂｅａｒｅｇｕｌａｒｎｅｓｔｓｕｂａｌｇｅｂｒａｏｆＢ．Ｉｔｉｓｐｒｏｖｅｄｔｈａｔａσｗｅａｋｌｙｃｌｏｓｅｄ
ｓｕｂｓｐａｃｅＬｏｆＴ（Ｎ）ｉｓａＬｉｅｉｄｅａｌｉｎＴ（Ｎ）ｉｆｔｈｅｒｅｅｘｉｓｔａσｗｅａｋｌｙｃｌｏｓｅｄａｓｓｏｃｉａｔｉｖｅｉｄｅａｌＪｏｆＴ（Ｎ）ａｎｄａｓｕｂｓｐａｃｅＥｏｆ

ｔｈｅｃｅｎｔｅｒｏｆｔｈｅｄｉａｇｏｎａｌｐａｒｔｏｆＴ（Ｎ），ｓｕｃｈｔｈａｔＪ０ＬＪ＋Ｅ，ｗｈｅｒｅＪ０ｉｓｔｈｅｓｅｔｏｆｔｒａｃｅｚｅｒｏｅｌｅｍｅｎｔｓｉｎＪ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：Ｌｉｅｉｄｅａｌ；ｎｅｓｔｓｕｂａｌｇｅｒｂａ；ｈｙｐｅｒｆｉｎｉｔｅｆａｃｔｏｒ

设 Ａ为复数域Ｃ上的一个结合代数，在括积运算［ｘ，ｙ］＝ｘｙ－ｙｘ下，Ａ成为一个 Ｌｉｅ代数．设 Ｌ是Ａ的
一个线性子空间，若满足对ａ∈Ａ，ｋ∈Ｌ都有［ａ，ｋ］∈Ｌ，则称 Ｌ为Ａ的一个 Ｌｉｅ理想．在许多例子中，Ａ的
Ｌｉｅ理想和 Ａ的结合理想间存在密切联系．Ｈｅｒｓｔｅｉｎ首次描述了素环的 Ｌｉｅ理想和结合理想之间的关系［１］．近
年来许多数学家在各种算子代数中讨论了这种关系，参见［２１０］．特别的，Ｈｕｄｓｏｎ，Ｍａｒｃｏｕｘ和 Ｓｏｕｒｏｕｒ描述了
套代数和ＴＵＨＦ代数中的Ｌｉｅ理想［２］．Ｍａｒｃｏｕｘ和Ｓｏｕｒｏｕｒ详细的描述了套代数中的所有 Ｌｉｅ理想［３］．本文描述
了超有限因子中的正则套代数的σ弱闭Ｌｉｅ理想的结构，揭示了其中的Ｌｉｅ理想和结合理想之间的关系．由
于一般因子中套代数和Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的套代数有许多本质的区别（参见［１１］），本文的结果不能用［３］中的
方法推得．

１ 准备

因子 Ｂ称为超有限因子，指 Ｂ中存在一个单的有限维Ｃ子代数升链｛Ｂｎ｝，使得∪∞
ｎ＝１Ｂｎ按σ弱拓扑

稠于Ｂ．给定 Ｂ中这样一个单的有限维Ｃ子代数链｛Ｂｎ｝，存在 Ｂ的一个子集｛ｅ
ｎ
ｉｊ：ｉ，ｊ，ｎ｝，满足任给 ｎ，｛ｅ

ｎ
ｉｊ：

ｉ，ｊ｝为 Ｂｎ的一个矩阵单位系，并且每个 ｅ
ｎ
ｉｊ是｛ｅｎ＋１ｉｊ ：ｉ，ｊ｝中某些元素的和．令 Ｄ０为集合｛ｅ

ｎ
ｉｉ：ｉ，ｎ｝的闭线性扩

张，Ｄ为Ｄ０的σ弱闭包，则 Ｄ为Ｂ的Ｃａｒｔａｎ子代数（Ｂ的Ｃａｒｔａｎ子代数 Ｄ是Ｂ的一个正则的极大交换的子
代数，且存在从Ｂ到Ｄ的正常的忠实的条件期望Ｐ：Ｂ→Ｄ，其中子代数Ｄ称为正则的指Ｄ的正规化子集
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ＮＢ（Ｄ）＝｛ｕ：ｕ是Ｂ中的酉元且满足ｕＤｕ ＝Ｄ｝生成 Ｂ，其中的酉元称为 Ｄ的正规化子．）．称｛ｅ
ｎ
ｉｊ：ｉ，ｊ，ｎ｝为

Ｂ关于 Ｄ的一个矩阵单位系，并且每个 ｅｎｉｊ满足 ｅ
ｎ
ｉｊＤｅｎｊｉ＝Ｄｅ

ｎ
ｉｉ．对于一般的带有Ｃａｒｔａｎ子代数 Ｄ的ｖＮ代数 Ｂ．

Ｆｅｌｄｍａｎｎ和Ｍｏｏｒｅ用可测等价关系给出了（Ｂ，Ｄ）的坐标表示［１２］：存在一个标准的 Ｂｏｒｅｌ测度空间（Ｘ，Ω，μ），
且μ有限，Ｘ上的一个可数标准关系Ｒ（即 Ｒ是Ｘ上的一个等价关系，Ｒ是Ｘ×Ｘ的 Ｂｏｒｅｌ子集，且每一个等
价类是可数的．）使得 Ｂ中的算子可表示为Ｒ上的函数ｆ（ｘ，ｙ），Ｄ中的算子可看成支撑在Ｘ上的函数，每个
ｅｎｉｊ可看成Ｘ上部分Ｒ同胚的图像上的特征函数．
设 Ｂ为超有限因子，Ｄ为Ｂ的Ｃａｒｔａｎ子代数．Ｂ中的套Ｎ指由Ｄ中的投影组成的一个链，包含０和单位

元１，并且在强算子拓扑下是封闭．相应的套代数 Ｔ（Ｎ）指集合｛ａ∈Ｂ：ｐａｐ＝ａｐ，ｐ∈Ｎ｝，显然 Ｔ（Ｎ）是包
含 Ｄ的σ弱闭子代数．称ｖＮ代数 Ｔ（Ｎ）∩Ｔ（Ｎ）为套代数 Ｔ（Ｎ）的对角，记为 Ｄ（Ｎ），其中 Ｔ（Ｎ）＝｛ａ：
ａ∈Ｔ（Ｎ）｝．显然 Ｄ（Ｎ）＝Ｎ?，其中 Ｎ?是 Ｎ的换位子．由 Ｎ生成的 ｖＮ代数 Ｃ（Ｎ）称为 Ｔ（Ｎ）的核，显然
Ｃ（Ｎ）是 Ｄ（Ｎ）的换位子，且为 Ｄ的子代数．称 Ｃ（Ｎ）的极小投影为 Ｎ的原子，Ｎ的原子的全体记为Λ．任给

ｐ∈Ｎ，如果 ｐ≠０，定义 ｐ－＝∨｛ｐ′∈Ｎ：ｐ′＜ｐ｝，定义０－＝０，任给 Ｎ的原子 ｑ，显然存在 ｐ∈Ｎ使得

ｑ＝ｐ－ｐ－．
记 ｑａ＝∑

ｑ∈Λ
ｑ，如果 ｑａＮ按范数稠于ｑａＤ０，则称 Ｎ是正则套，Ｔ（Ｎ）称为正则套代数．

Ｔ（Ｎ）的原子对角 Ｄａ（Ｎ）指由｛ｑＢｑ：ｑ∈Λ｝生成的σ弱闭子代数，显然 Ｄａ（Ｎ）＝∑｛ｑＢｑ：ｑ∈Λ｝．存在
惟一的从 Ｂ到Ｄａ（Ｎ）上的按σ弱算子拓扑连续的条件期望Δ，其定义为：Δ（ａ）＝∑

ｑ∈Λ
ｑａｑ，ａ∈Ｂ．显然Δ在

Ｔ（Ｎ）上是可乘的．令Ω为Ｎ的有限子套类．任给 Ｆ∈Ω，设 Ｆ＝｛０＝ｐＦ０＜ｐＦ１＜…＜ｐ
Ｆ
ｎ＝１｝，定义 Ｂ到Ｂ的收

缩投影 ＰＦ：Ｂ→Ｂ为：ＰＦ（ｂ）＝∑
ｉ
（ｐＦｉ－ｐＦｉ－１）ｂ（ｐ

Ｆ
ｉ－ｐＦｉ－１），则｛ＰＦ：Ｆ∈Ω｝按点点σ弱算子拓扑有聚点Ｐ．事

实上，Ｐ是从Ｂ到Ｄ（Ｎ）上正规的忠实的条件期望．Ｔ（Ｎ）的中心为纯量（参见［１１］）．
本文用ｓｐａｎＭ表示集合Ｍ的线性扩张，σ－ｗｋ－ｃ１（Ｍ）表示 Ｍ按σ弱算子拓扑的闭包．
后面用到下面结果．
命题 １．１ 设为带有惟一的正常的忠实的迹 ｔｒ的有限的超有限因子．则集合｛ａｂ：ａ∈ｓｌＢ，ｂ∈Ｂ｝的σ弱

闭线性扩张为Ｂ．
证明 对任意的矩阵单位 ｅｎｉｊ，ｉ≠ｊ，因为ｔｒ（ｅ

ｎ
ｉｊ）＝０，所以 ｅ

ｎ
ｉｊ∈ｓｌＢ，又 ｅｎｊｉ∈Ｂ，１∈Ｂ，所以 ｅ

ｎ
ｉｊ，ｅ

ｎ
ｉｉ∈｛ａｂ：ａ∈

ｓｌＢ，ｂ∈Ｂ｝．又σ－ｗｋ－ｃ１－ｓｐａｎ｛ｅ
ｎ
ｉｊ：ｉ，ｊ，ｎ｝＝Ｂ．所以σ－ｗｋ－ｃ１－ｓｐａｎ｛ａｂ：ａ∈ｓｌＢ，ｂ∈Ｂ｝＝Ｂ．

２ Ｎｅｓｔ代数中的σ弱闭Ｌｉｅ理想

在本部分中，Ｂ为含有Ｃａｒｔａｎ子代数 Ｄ的超有限因子．Ｍ（Ｒ）是（Ｂ，Ｄ）的 Ｆｅｌｄｍａｎｎ和 Ｍｏｏｒｅ坐标表示．
Ｎ为Ｂ中的投影套．令 Ｓ＝｛ｆ∈Ｔ（Ｎ）：Ｐ（ｆ）＝０｝．因为 Ｐ为从Ｂ到Ｄ（Ｎ）的正规期望，所以 Ｓ为Ｔ（Ｎ）的σ
弱闭结合理想，Ｓ的谱 Ｓ^＝Ｔ（^Ｎ）＼Ｄ（^Ｎ），称 Ｓ为Ｔ（Ｎ）的对角不交部分．Ｔ（Ｎ）的σ弱闭结合理想Ｋ称为对

角不交的，如果 Ｋ满足Ｋ∩Ｄ（Ｎ）＝｛０｝，或等价地，^Ｋ∩Ｄ（^Ｎ）＝０或Ｋ^Ｓ^时．显然，对ｆ∈Ｋ有 Ｐ（ｆ）＝０．
显然，Ｔ（Ｎ）中的任何结合理想为Ｌｉｅ理想．在下面的命题中，我们将证明 Ｔ（Ｎ）中任意的σ弱闭 Ｌｉｅ理

想 Ｌ具有Ｌ＝Ｋ＋Ｆ的形式，其中 Ｋ为对角不交的σ弱闭结合理想，Ｆ为Ｄ（Ｎ）中的σ弱闭Ｌｉｅ理想．
命题 ２．１ 设 Ｌ为Ｔ（Ｎ）中的σ弱闭Ｌｉｅ理想，令

Ｋ＝｛ａ∈Ｌ：Ｐ（ａ）＝０｝＝｛ａ－ｐ（ａ）：ａ∈Ｌ｝，Ｆ＝Ｌ∩Ｄ（Ｍ）．
则 Ｌ＝Ｋ＋Ｆ，且 Ｋ为Ｔ（Ｎ）的σ弱闭对角不交的结合理想，Ｆ为Ｄ（Ｎ）的σ弱闭Ｌｉｅ理想，显然 Ｋ＝Ｌ∩Ｓ．

证明 因为 Ｐ为从Ｂ到Ｄ（Ｎ）的正规期望，并且 Ｌ为σ弱闭的，所以 Ｋ为σ弱闭的．显然，Ｋ为对角不
交的．

为了证明 Ｋ是Ｔ（Ｎ）的结合理想，先证明 Ｋ为的Ｄ（Ｎ）双模．（因此 Ｋ为σ弱闭Ｄ双模，这对证明 Ｋ为
结合理想是有帮助的）．下面的引理在证明 Ｋ为Ｄ（Ｎ）双模时是有用的．

引理 ２．１ 设 Ｌ为Ｔ（Ｎ）的Ｌｉｅ理想，ｆ∈Ｌ，设｛ｑ１，ｑ２，…ｑｎ｝为 Ｄ（Ｎ）的两两正交的投影族，并且∑
ｉ
ｑｉ＝

１．则对ｉ，ｑｉｆ－ｑｉｆｑｉ∈Ｌ，从而，任给 Ｄ（Ｎ）中的投影 ｐ，ｐｆ－ｐｆｐ∈Ｌ．
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证明 给定 ｉ，如果 ｊ≠ｉ，则［［ｑｉ，ｆ］，ｑｊ］＝ｑｉｆｑｊ＋ｑｊｆｑｉ∈Ｌ．从而有

∑
ｊ≠ｉ
ｑｉｆｑｊ＋∑

ｊ≠ｉ
ｑｊｆｑｉ∈Ｌ，

并且有

［ｑｉ，ｆ］＝ｑｉｆ－ｆｑｉ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｑｉｆｑｊ－∑

ｎ

ｊ＝１
ｑｊｆｑｉ＝∑

ｊ≠ｉ
ｑｉｆｑｊ－∑

ｊ≠ｉ
ｑｊｆｑｉ∈Ｌ．

取平均得∑
ｊ≠ｉ
ｑｉｆｑｊ＝ｑｉｆ－ｑｉｆｑｉ∈Ｌ．

设 ｆ∈Ｋ．给定 Ｎ的一个有限子套Ｆ＝｛０＝ｐＦ０＜ｐＦ１＜…ｐ
Ｆ
ｎ＝１｝，由上面的讨论得

ｆ－ＰＦ（ｆ）＝∑
ｉ≠ｊ
（ｐＦｉ－ｐＦｉ－１）ｆ（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）

和 （ｐＦｉ－ｐＦｉ－１）ｆ（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）＋（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）ｆ（ｐ
Ｆ
ｉ－ｐＦｉ－１）

属于 Ｌ．为了证明 Ｋ为左Ｄ（Ｎ）模，只须证明ｄ∈Ｄ（Ｎ），ｉ，ｊ，ｉ≠ｊ，
ｄ［（ｐＦｉ－ｐＦｉ－１）ｆ（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）＋（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）ｆ（ｐ

Ｆ
ｉ－ｐＦｉ－１）］∈Ｋ．

这是因为由此可得 ｄｆ－ｄＰＦ（ｆ）∈Ｋ，再因为 Ｋ为σ弱闭的，从而有 ｄｆ＝σ－ｗｅａｋ－ｌｉｍ
Ｆ
（ｄｆ－ｄｐＦ（ｆ））∈Ｋ．

因为 Ｄ（Ｎ）为其中的投影的闭线性扩张，并且 Ｄ（Ｎ）∈ＰＦ（Ｂ），又 Ｋ为σ弱闭的，只须证明当 ｄ为Ｄ（Ｎ）
中投影，并且属于某个（ｐＦｋ－ｐＦｋ－１）Ｂ（ｐ

Ｆ
ｋ－ｐＦｋ－１）时有 ｄ［（ｐ

Ｆ
ｉ－ｐＦｉ－１）ｆ（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）＋（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）ｆ（ｐ

Ｆ
ｉ－ｐＦｉ－１）］∈

Ｋ．因为 ｉ≠ｊ，则要么 ｄ（ｐＦｉ－ＰＦｉ－１）＝０要么 ｄ（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）＝０．在任何一种情况下都有

ｄ［（ｐＦｉ－ｐＦｉ－１）ｆ（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）＋（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）ｆ（ｐ
Ｆ
ｉ－ｐＦｉ－１）］ｄ＝０．

由引理２．１可得到
ｄ［（ｐＦｉ－ｐＦｉ－１）ｆ（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）＋（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）ｆ（ｐ

Ｆ
ｉ－ｐＦｉ－１）］＝

ｄ［（ｐＦｉ－ｐＦｉ－１）ｆ（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）＋（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）ｆ（ｐ
Ｆ
ｉ－ｐＦｉ－１）］－

ｄ［（ｐＦｉ－ｐＦｉ－１）ｆ（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）＋（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）ｆ（ｐ
Ｆ
ｉ－ｐＦｉ－１）］ｄ∈Ｌ，

又因为

Ｐ（ｄ［（ｐＦｉ－ｐＦｉ－１）ｆ（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）＋（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）ｆ（ｐ
Ｆ
ｉ－ｐＦｉ－１）］）＝

ｄＰ（［（ｐＦｉ－ｐＦｉ－１）ｆ（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）＋（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）ｆ（ｐ
Ｆ
ｉ－ｐＦｉ－１）］）＝０，

所以，ｄ［（ｐＦｉ－ｐＦｉ－１）ｆ（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）＋（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）ｆ（ｐ
Ｆ
ｉ－ｐＦｉ－１）］∈Ｋ，这证明了 Ｋ为左Ｄ（Ｎ）模．由于 Ｋ为

Ｔ（Ｎ）中σ弱闭Ｌｉｅ理想 Ｌ的对角不交部分，所以 Ｋ为左 Ｄ（Ｎ）模，因此 Ｋ是右Ｄ（Ｎ）模，从而 Ｋ是
Ｄ（Ｎ）模．

现在我们证明 Ｋ为Ｔ（Ｎ）的结合理想．由于 Ｋ是σ弱闭的Ｄ双模，所以 Ｋ为集合｛ｅｎｉｊ：ｅ
ｎ
ｉｊ∈Ｋ｝的σ弱闭

线性扩张，因此，只须证明对所有的矩阵单位 ｆ∈Ｋ和所有的矩阵单位ｅ∈Ｔ（Ｎ）有 ｅｆ∈Ｋ，ｆｅ∈Ｋ．假设 ｅ，ｆ∈
Ｂｎ，令

Ｔｎ＝Ｔ（Ｎ）∩Ｂｎ，Ｌｎ＝Ｌ∩Ｂｎ，Ｋｎ＝Ｋ∩Ｂｎ，

显然，Ｌｎ为Ｔｎ的 Ｌｉｅ理想．因为ＤｎＴｎ，所以 Ｔｎ为 Ｂｎ中的 ＣＳＬ代数．显然 Ｔｎ∩Ｔｎ＝Ｔ（Ｎ）∩Ｔ（Ｎ）∩
Ｂｎ＝Ｄ（Ｎ）∩Ｂｎ为 Ｔｎ的对角部分．设 Ｐｎ为从 Ｂｎ到 Ｔｎ∩Ｔｎ的条件期望．则任给 ｂ∈Ｂｎ，Ｐ（ｂ）＝ｂ当且仅
当 Ｐｎ（ｂ）＝ｂ．

事实上，若 Ｐ（ｂ）＝ｂ，则 ｂ∈Ｄ（Ｎ）．因此，ｂ∈Ｄ（Ｎ）∩Ｂｎ＝Ｔｎ∩Ｔｎ，所以有 Ｐｎ（ｂ）＝ｂ．反之，若

Ｐｎ（ｂ）＝ｂ，因为 Ｔｎ∩Ｔｎ＝Ｄ（Ｎ）∩Ｂｎ，所以 Ｐ（ｂ）＝ｂ．因为

Ｋｎ＝Ｋ∩Ｂｎ＝Ｋ∩Ｌｎ＝｛ｂ∈Ｌｎ：Ｐ（ｂ）＝０｝，
所以 Ｋｎ＝｛ｂ∈Ｌｎ：Ｐｎ（ｂ）＝０｝，因此，Ｋｎ为 ＣＳＬ代数 Ｔｎ的 Ｌｉｅ理想 Ｌｎ的对角不交部分．由［８，命题３．４］知

Ｋｎ为Ｔｎ的结合理想．因此 ｅｆ∈Ｋ，ｆｅ∈Ｋ．这样，我们证明了若 Ｌ为Ｔ（Ｎ）的σ弱闭 Ｌｉｅ理想，则其对角不交
部分 Ｋ为Ｔ（Ｎ）的结合理想．

任给 ａ∈Ｌ，因为 ａ－Ｐ（ａ）∈Ｌ，所以 Ｐ（ａ）∈Ｌ，从而 Ｐ（ａ）∈Ｆ，因此 Ｌ＝Ｋ＋Ｆ．因为 Ｋ，Ｌ为Ｔ（Ｎ）的
Ｌｉｅ理想，所以 Ｆ为Ｄ（Ｎ）的σ弱闭Ｌｉｅ理想．

现在，我们将证明存在一个比较大的理想 Ｊ，它由 Ｋ加上某些原子构成，使得Ｊ０ＬＪ＋ＣＫ，其中 Ｊ０表
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示 Ｊ中迹为零的算子的集合（在后面定义），ＣＫ为中心Ｃ（Ｎ）的一个子代数．
设 Ｋ为Ｔ（Ｎ）的σ弱闭对角不交结合理想．定义∧的子集ΛＫ为

ΛＫ＝｛ｐ－ｐ－∈Λ：（ｐ－ｐ－）Ｔ（Ｎ）（１－ｐ），ｐ－Ｔ（Ｎ）（ｐ－ｐ－）Ｋ｝，
任给ΛＫ的子集Λ０，我们通过Λ０来定义 Ｋ的饱和理想Ｋ∨Λ０为：

Ｋ∨Λ０：＝σ－ｗｋ－ｃ１｛Ｋ＋∑｛ｑＢｑ：ｑ∈Λ０｝｝，
可以直接证明 Ｋ∨Λ０也是 Ｔ（Ｎ）的σ弱闭结合理想．

对任一个理想 Ｊ，构造一个Ｌｉｅ理想 Ｊ０，称为 Ｊ的零－迹部分，定义如下：
当 Ｂ为有限因子时，定义 Ｊ０＝｛ａ∈Ｊ：ｔｒ（ｐａｐ）＝０，对原子 ｐ∈Λ｝；当 Ｂ非有限时，定义 Ｊ０＝Ｊ．
特别地，对上面所定义的理想 Ｋ∨Λ０，我们有：当 Ｂ为非有限时，

（Ｋ∨Λ０）０＝σ－ｗｋ－ｃ１｛Ｋ＋∑｛ｑＢｑ：ｑ∈Λ０｝｝；
当 Ｂ为有限因子时，

（Ｋ∨Λ０）０＝σ－ｗｋ－ｃ１｛Ｋ＋∑
ｎ
｛∑｛ｑ（ｓｌｑ）ｑ：ｑ∈Λ０｝｝｝，

其中 ｓｌｑ为ｑＢｑ中Ｌｉｅ理想｛ａ∈ｑＢｑ：ｔｒ（ａ）＝０｝．
现在我们借助于结合环理论中的一个标记，若 Ａ为代数，Ｌ为Ａ的Ｌｉｅ理想，定义

［Ａ；Ｌ］＝｛ａ∈Ａ：［ａ，ｘ］∈Ｌ，ｘ∈Ａ｝．
引理 ２．２ （１）设 Ｌ为结合代数Ａ的Ｌｉｅ理想，则［Ａ；Ｌ］为包含 Ｌ的 Ｌｉｅ理想，更进一步，每一个线性流

形 Ｍ，若满足 ＬＭ［Ａ；Ｌ］，则 Ｍ为Ｌｉｅ理想．
（２）另外，若 Ａ为σ弱闭算子代数，Ｌ在Ａ中为σ弱闭的，则［Ａ；Ｌ］为σ弱闭的．
证明 显然．
命题 ２．２ 设 Ｌ为Ｔ（Ｎ）的σ弱闭Ｌｉｅ理想，令

Ｋ＝｛ａ∈Ｌ：Ｐ（ａ）＝０｝＝｛ａ－Ｐ（ａ）：ａ∈Ｌ｝
为 Ｌ的对角不交结合理想，如果 ｆ∈［Ｔ（Ｎ）；Ｌ］，则 ｆ－Ｐ（ｆ）∈Ｋ．

证明 由 Ｋ的定义，我们只须证明 ｆ－Ｐ（ｆ）∈Ｌ．首先我们先证明下面的事实：
设｛ｑ１，ｑ２，…ｑｎ｝为 Ｄ（Ｎ）中的正交投影族，且∑

ｉ
ｑｉ＝１．则ｉ，ｑｉｆ－ｑｉｆｑｉ∈Ｌ．

从而，对 Ｄ（Ｎ）中的任意投影 ｐ，ｐｆ－ｐｆｐ∈Ｌ．
事实上固定 ｉ．若 ｊ≠ｉ，则［［ｑｉ，ｆ］，ｑｊ］＝ｑｉｆｑｊ＋ｑｊｆｑｉ∈Ｌ，因此∑

ｉ≠ｊ
ｑｉｆｑｊ＋∑

ｉ≠ｊ
ｑｊｆｑｉ∈Ｌ．同时也有

［ｑｉ，ｆ］＝ｑｉｆ－ｆｑｉ＝∑
ｎ

ｊ＝１
ｑｉｆｑｊ－∑

ｎ

ｊ＝１
ｑｊｆｑｉ＝∑

ｊ≠ｉ
ｑｉｆｑｊ－∑

ｊ≠ｉ
ｑｊｆｑｉ∈Ｌ，

取平均得

∑
ｊ≠ｉ
ｑｉｆｑｊ＝ｑｉｆ－ｑｉｆｑｉ∈Ｌ．

对 Ｎ的每一个有限子套Ｆ＝｛０＝ｐＦ０＜ｐＦ１＜…ｐ
Ｆ
ｎ＝１｝，如同命题２．１，

ｆ－ＰＦ（ｆ）＝∑
ｉ≠ｊ
（ｐＦｉ－ｐＦｉ－１）ｆ（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）∈Ｌ．

由于 Ｌ为σ弱闭的，因此
ｆ－Ｐ（ｆ）＝σ－ｗｋ－ｌｉｍ

Ｆ
∑
ｉ≠ｊ
（ｐＦｉ－ｐＦｉ－１）ｆ（ｐＦｊ－ｐＦｊ－１）∈Ｌ．

我们定义一个关于σ弱闭理想的中心中的子代数．对 Ｔ（Ｎ）的σ弱闭理想Ｋ，令

ｑ－＝∨
ｑ∈ΛＫ
ｑ，Ｃ０Ｋ＝｛Ｃｑ：ｑ∈ΛＫ｝．

令 Ｃ１Ｋ 为（１－ｑ０）中满足下面性质的元素 ｆ的集合：对任一序对 ｐ１，ｐ２∈ Ｌ，ｐ２ ＜ｐ１，如果
（ｐ１－ｐ２）Ｔ（Ｎ）（ｐ１－ｐ２）∩Ｋ＝｛０｝，则存在常量λｐ１－ｐ２，使得 ｆ（ｐ１－ｐ２）＝λｐ１－ｐ２（ｐ１－ｐ２）．令 ＣＫ＝Ｃ

０
Ｋ＋Ｃ１Ｋ，

显然，ＣＫＣ（Ｎ）．
由于下面命题的证明比较简单，略．
命题 ２．３ 设 Ｋ为Ｔ（Ｎ）的σ弱闭理想，则 ＣＫ为ｖＮ代数．
命题 ２．４ 设 Ｋ为Ｔ（Ｎ）的σ弱闭理想，设 Ｋ０为 Ｋ的零－迹部分．则
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［Ｔ（Ｎ）；Ｋ０］＝［Ｔ（Ｎ）；Ｋ］＝Ｋ＋ＣＫ．
证明 显然［Ｔ（Ｎ）；Ｋ０］＝［Ｔ（Ｎ）；Ｋ］．

下证［Ｔ（Ｎ）；Ｋ］＝Ｋ＋ＣＫ．令 ｆ＝ｆ１＋ｆ２＋ｆ３，其中 ｆ１∈Ｋ，ｆ２∈Ｃ０Ｋ，ｆ３∈Ｃ１Ｋ．令 ｇ∈Ｔ（Ｎ）．下证［ｇ，ｆ］＝
［ｇ，ｆ１］＋［ｇ，ｆ２］＋［ｇ，ｆ３］∈Ｋ．第一个换位子［ｇ，ｆ１］在 Ｋ中是显然的．对于第二个换位子［ｇ，ｆ２］，令 ｇ１＝
Ｐ（ｇ），ｇ２＝ｇ－ｇ１．因为 Ｃ０Ｋ为ｑ０Ｄ（Ｎ）的中心，我们有［ｇ１，ｆ２］＝０∈Ｋ．关于［ｇ２，ｆ２］，显然有

［ｇ２，ｆ２］＝∑
ｑ∈Λ０
［ｇ２，ｑｆ２ｑ］＝∑

ｑ∈Λ０
（ｇ２ｑｆ２ｑ－ｑｆ２ｑｇ２）＝∑

ｑ∈Λ０
λｑ（ｇ２ｑ－ｑｇ２）．

任给 ｐ∈Ｌ使得ｑ＝ｐ－ｐ－∈ΛＫ，因为（ｐ－ｐ－）ｇ２（ｐ－ｐ－）＝０，所以

ｇ２ｑ－ｑｇ２＝ｇ２（ｐ－ｐ－）－（ｐ－ｐ－）ｇ２＝ｐｇ２（ｐ－ｐ－）－（ｐ－ｐ－）ｇ２（１－ｐ－）＝
ｐ－ｇ２（ｐ－ｐ－）－（ｐ－ｐ－）ｇ２（１－ｐ－）．

因为 ｑ＝ｐ－ｐ－∈ΛＫ，由ΛＫ的定义，ｇ２ｑ－ｑｇ２∈Ｋ，所以［ｇ２，ｆ２］∈Ｋ．对于［ｇ，ｆ３］，如果 ｇ∈Ｄ（Ｎ），因为

Ｃ１ＫＣ（Ｎ），则［ｇ，ｆ３］＝０∈Ｋ．从而可假设 Ｐ（ｇ）＝０．显然 Ｐ（［ｇ，ｆ３］）＝０．若［ｇ，ｆ３］Ｋ，则在 Ｔ（Ｎ）中存在
矩阵单位 ｅ满足ｓｕｐｐｅｓｕｐｐ［ｇ，ｆ３］，ｓｕｐｐｅ∩Ｋ^＝，进一步满足 ｅｅ⊥ｅｅ，并且 ｅｅ ＋ｅｅ不是 Ｎ的区间．
下面我们将分四种情况来证明这是不可能的：

情形 １ 存在 ｐ１∈Ｎ使得ｐ１－ｐ１－∈Λ，并且 ｅｅ
≤ｐ１－ｐ１－，存在 ｐ２∈Ｎ使得ｐ２－ｐ２－∈Λ且ｅ

ｅ≤

ｐ２－ｐ２－．因为 ｅ∈Ｔ（Ｎ），我们可以假设 ｐ１≤ｐ２．如果（ｐ１－ｐ１－）Ｔ（Ｎ）（ｐ１－ｐ１－）∩Ｋ≠｛０｝，则必有（ｐ１－

ｐ１－）Ｔ（Ｎ）（ｐ１－ｐ１－）Ｋ，从而有 ｅｅ
∈Ｋ，ｅ＝ｅｅｅ∈Ｋ，这与假设 ｅＫ矛盾，所以（ｐ１－ｐ１－）Ｔ（Ｎ）（ｐ１－

ｐ１－）∩Ｋ＝｛０｝．类似地，可以证明（ｐ２－ｐ２－）Ｔ（Ｎ）（ｐ２－ｐ２－）∩Ｋ＝｛０｝．

若 ｐ１＝ｐ２且 ｐ１－ｐ１－∈ΛＫ，则 ｆ３（ｐ１－ｐ１－）＝０．因此任给（ｘ，ｙ）∈ｓｕｐｐｅ，有 ｆ３（ｘ，ｘ）＝ｆ３（ｙ，ｙ）＝０．若

ｐ１＝ｐ２且 ｐ１－ｐ１－ΛＫ，由于 ｆ３∈Ｃ
１
Ｋ，所以存在纯量λｐ１－ｐ１－

满足 ｆ３（ｐ１－ｐ１－）＝λｐ１－ｐ１－
（ｐ１－ｐ１－），从而任

给（ｘ，ｙ）∈ｓｕｐｐｅ，有 ｆ３（ｘ，ｘ）＝ｆ３（ｙ，ｙ）＝λｐ１－ｐ１－
．若 ｐ１＜ｐ２，因为 Ｋ为 Ｔ（Ｎ）的理想且 ｅＫ，所以（ｐ２－

ｐ１－）Ｔ（Ｎ）（ｐ２－ｐ１－）∩Ｋ＝｛０｝．因为 ｆ３∈Ｃ
１
Ｋ，所以存在常量λＰ２－Ｐ１－

使得

ｆ３（ｐ２－ｐ１－）＝λｐ２－ｐ１－
（ｐ２－ｐ１－）．从而任给（ｘ，ｙ）∈ｓｕｐｐｅ有ｆｅ（ｘ，ｘ）＝ｆ３（ｙ，ｙ）＝λｐ２－ｐ１－

．总之在每一种情

况下，对ｓｕｐｐｅ中的所有（ｘ，ｙ），都有
［ｇ，ｆ３］（ｘ，ｙ）＝ｇｆ３（ｘ，ｙ）－ｆ３ｇ（ｘ，ｙ）＝ｇ（ｘ，ｙ）ｆ３（ｙ，ｙ）－ｆ３（ｘ，ｘ）ｇ（ｘ，ｇ）＝０，

这与假设ｓｕｐｐｅｓｕｐｐ［ｇ，ｆ３］矛盾．
情形 ２ 存在 ｐ１∈Ｎ，使得 ｐ１－ｐ１－∈Λ且ｅｅ

≤ｐ１－ｐ１－且对ｑ∈Λ，ｅｅ
ｑ＝０，由于 Ｎ为正则的，所

以存在 ｐ２，ｐ３∈Ｎ，使得 Ｐ２＜Ｐ３且 Ｐ３－Ｐ２≤ｅｅ．因为 ｅ∈Ｔ（Ｎ），我们可以假设 Ｐ１＜Ｐ２．用 ｅ（ｐ３－ｐ２）代替

ｅ，则可假设 ｐ３－ｐ２＝ｅ ｅ．因为 Ｋ是Ｔ（Ｎ）的结合理想，且 ｓｕｐｐｅ∩ Ｋ^＝，所以有（ｐ３－ｐ１－）Ｔ（Ｎ）（ｐ３－

ｐ１－）∩Ｋ＝｛０｝．因为 ｆ３∈Ｃ１Ｋ，所以存在常量λＰ３－Ｐ１－
使得 ｆ３（ｐ３－ｐ１－）＝λｐ３－ｐ１－

（ｐ３－ｐ１－），从而任给

（ｘ，ｙ）∈ｓｕｐｐｅ有ｆ３（ｘ，ｘ）＝ｆ３（ｙ，ｙ）＝λｐ３－ｐ１－
，因此任给（ｘ，ｙ）∈ｓｕｐｐｅ有

［ｇ，ｆ３］（ｘ，ｙ）＝ｇｆ３（ｘ，ｙ）－ｆ３ｇ（ｘ，ｙ）＝ｇ（ｘ，ｙ）ｆ３（ｙ，ｙ）－ｆ３（ｘ，ｘ）ｇ（ｘ，ｇ）＝０，
这与假设ｓｕｐｐｅｓｕｐｐ［ｇ，ｆ３］矛盾．

情形 ３ 存在 ｐ１∈Ｎ，使得 ｐ１－ｐ１－∈Λ且ｅ
ｅ≤ｐ１－ｐ１－且对ｑ∈Λ，ｅｅ

ｑ＝０，由于 Ｎ是正则的，所

以存在 ｐ２，ｐ３∈Ｎ，使得 Ｐ２＜Ｐ３且 Ｐ３－Ｐ２≤ｅｅ，因为 ｅ∈Ｔ（Ｎ），所以可以假设 Ｐ３＜Ｐ１－．用（ｐ３－ｐ２）ｅ代

替ｅ，我们假设 ｐ３－ｐ２＝ｅｅ．因为 Ｋ为Ｔ（Ｎ）的结合理想，且 ｓｕｐｐｅ∩Ｋ^＝，我们有（ｐ３－ｐ１－）Ｔ（Ｎ）（ｐ３－

ｐ１－）∩Ｋ＝｛０｝．因为 ｆ３∈Ｃ
１
Ｋ，所以存在常量λＰ１－Ｐ３，使得 ｆ３（ｐ１－ｐ３）＝λｐ１－ｐ３（ｐ１－ｐ３）．因此，任给（ｘ，ｙ）∈

ｓｕｐｐｅ有ｆ３（ｘ，ｘ）＝ｆ３（ｙ，ｙ）＝λｐ１－ｐ３，因此，任给（ｘ，ｙ）∈ｓｕｐｐｅ有
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［ｇ，ｆ３］（ｘ，ｙ）＝ｇｆ３（ｘ，ｙ）－ｆ３ｇ（ｘ，ｙ）＝ｇ（ｘ，ｙ）ｆ３（ｙ，ｙ）－ｆ３（ｘ，ｘ）ｇ（ｘ，ｇ）＝０，
这与假设ｓｕｐｐｅｓｕｐｐ［ｇ，ｆ３］矛盾．

情形 ４ 任给 ｑ∈Λ都有ｑｅｅ ＝ｑｅｅ＝０．因为 ｅｅ ＋ｅｅ不是Ｎ的区间，并且 Ｎ为正则的，所以存在
ｐ１，ｐ２，ｐ３，ｐ４∈Ｎ使得ｐ１＜ｐ２＜ｐ３＜ｐ４，且（ｐ２－ｐ１）ｅ（ｐ４－ｐ３）＝ｅ．因为 Ｋ为Ｔ（Ｎ）的结合理想，且 ｓｕｐｐｅ∩
Ｋ^＝，我们有（ｐ４－ｐ２）Ｔ（Ｎ）（ｐ４－ｐ２）∩Ｋ＝｛０｝，（ｐ３－ｐ１）Ｔ（Ｎ）（ｐ３－ｐ１）∩Ｋ＝｛０｝．因为 ｆ３∈Ｃ１Ｋ，所以存
在常量λ１，λ２，使得 ｆ３（ｐ３－ｐ１）＝λ１（ｐ３－ｐ１），ｆ３（ｐ４－ｐ２）＝λ２（ｐ４－ｐ２）．从而有

ｆ３（ｐ３－ｐ２）＝ｆ３（ｐ３－ｐ１）（ｐ３－ｐ２）＝λ１（ｐ３－ｐ１）（ｐ３－ｐ２）＝λ１（ｐ３－ｐ２）＝
ｆ３（ｐ４－ｐ２）（ｐ３－ｐ２）＝λ２（ｐ３－ｐ２）．

因为 ｐ３－ｐ２≠０，所以有λ１＝λ２．从而有 ｆ３（ｐ４－ｐ１）＝λ１（ｐ４－ｐ１）．因为任给（ｘ，ｙ）∈ｓｕｐｐｅ有 ｆ３（ｘ，ｘ）＝
ｆ３（ｙ，ｙ）＝λ１，故任给（ｘ，ｙ）∈ｓｕｐｐｅ有［ｇ，ｆ３］（ｘ，ｙ）＝ｇｆ３（ｘ，ｙ）－ｆ３ｇ（ｘ，ｙ）＝ｇ（ｘ，ｙ）ｆ３（ｙ，ｙ）－

ｆ３（ｘ，ｘ）ｇ（ｘ，ｇ）＝０，这与假设ｓｕｐｐｅｓｕｐｐ［ｇ，ｆ３］矛盾．这样就证明了［ｇ，ｆ３］∈Ｋ．从而有 Ｋ＋ＣＫ［Ｔ（Ｎ）；

Ｋ］．
为了证明反包含关系，假设 ｆ∈［Ｔ（Ｎ）；Ｋ］，令 ｆ１＝ｆ－Ｐ（ｆ）．由命题２．２知 ｆ１∈Ｋ，因此 Ｐ（ｆ）∈［Ｔ（Ｎ）；

Ｋ］．设 ｑ∈ΛＫ，设 ｆｑ＝ｑＰ（ｆ）ｑ．如果 ｑＢｑ（＝ｑＴ（Ｎ）ｑ）Ｋ，则 ｆｑ∈Ｋ．否则，因为 Ｋ为σ弱闭的结合理想，且
ｑＢｑ为因子，我们有 ｑＴ（Ｎ）ｑ∩Ｋ＝｛０｝．ｇ∈ｑＢｑ，有［ｑＰ（ｆ）ｑ，ｇ］＝［Ｐ（ｆ），ｇ］∈Ｋ．另一方面，因为ｑＰ（ｆ）ｑ，
ｇ∈ｑＢｑ，所以［ｑＰ（ｆ）ｑ，ｇ］∈ｑＢｑ．因此［ｑＰ（ｆ）ｑ，ｇ］＝０．所以 ｑＰ（ｆ）ｑ属于 ｑＢｑ的中心，故存在常量λｑ，使得

ｑＰ（ｆ）ｑ＝λｑｑ．令 ｆ２＝ｑ０Ｐ（ｆ）ｑ０，通过以上的讨论，我们有 ｆ２∈Ｋ＋Ｃ０Ｋ．令 ｆ３＝ｆ－ｆ１－ｆ２，则 ｆ３＝（１－
ｑ０）Ｐ（ｆ）∈［Ｔ（Ｎ）；Ｋ］．假设 ｐ１，ｐ２∈Ｌ，且 ｐ１＜ｐ２，满足（ｐ２－ｐ１）Ｔ（Ｎ）（ｐ２－ｐ１）∩Ｋ＝｛０｝，对所有的 ｇ∈
Ｔ（Ｎ），因为 ｆ３∈［Ｔ（Ｎ），Ｋ］，我们有（ｐ２－ｐ１）［ｆ３，ｇ］（ｐ２－ｐ１）∈Ｋ∩（ｐ２－ｐ１）Ｔ（Ｎ）（ｐ２－ｐ１）所以，（ｐ２－
ｐ１）［ｆ３，ｇ］（ｐ２－ｐ１）＝［（ｐ２－ｐ１）ｆ３（ｐ２－ｐ１），（ｐ２－ｐ１）ｇ（ｐ２－ｐ１）］＝０因此（ｐ２－ｐ１）ｆ３（ｐ２－ｐ１）属于（ｐ２－
ｐ１）Ｂ（ｐ２－ｐ１）中的套代数 Ｔ（（ｐ２－ｐ１）Ｎ）的中心．由［１１，命题２．３］，存在常量λ使得（ｐ２－ｐ１）ｆ３（ｐ２－ｐ１）＝

λ（ｐ２－ｐ１），因此 ｆ３∈Ｃ１Ｋ．从而证明了［Ｔ（Ｎ）；Ｋ］＝Ｋ＋ＣＫ．
下面给出本文的主要结论．
定理 ２．１ 设 Ｄ为因子Ｂ的Ｃａｒｔａｎ子代数，Ｌ为Ｂ的正则套子代数Ｔ（Ｎ）的σ弱闭子空间，则以下的两

个条件是等价的：

（ａ）Ｌ为Ｔ（Ｎ）的Ｌｉｅ理想；
（ｂ）存在 Ｔ（Ｎ）的σ弱闭的对角不交结合理想Ｋ，与ΛＫ的子集Λ０使得

（Ｋ∨Λ０）０Ｌ［Ｔ（Ｎ）；Ｋ∨Λ０］＋ＣＫ＝（Ｋ∨Λ０）０＋ＣＫ．

证明 （ａ）（ｂ）：假设 Ｌ为Ｌｉｅ理想，Ｋ＝Ｌ∩Ｓ为对应的对角不交结合理想．定义ΛＫ的子集Λ０＝｛ｑ∈

ΛＫ：ｑＬｑＣｑ｝．因为 ＫＬ，要证（Ｋ∨Λ０）０Ｌ，只须证（Λ０）０Ｌ．假设 ｑ∈Λ０，已证 ｑＬｑ为 ｑＢｑ中σ弱闭Ｌｉｅ
理想．因为 ｑＬｑＣｑ，由［９］可得 ｑＬ＝ｑＢｑ或ｑＬｑ＝ｑｓｌｑｑ，其中当 Ｂ为有限因子时，后者可能成立．由此可推出

（Ｋ∨Λ０）０Ｌ．

下面我们证明 Ｌ［Ｔ（Ｎ）；Ｋ∨Λ０］＋ＣＫ＝（Ｋ∨Λ０）０＋ＣＫ．
假设 ｆ∈Ｌ，令 ｆ１＝ｆ－Ｐ（ｆ），令 ｆ２＝Ｐ（ｆ）．由命题２．１知 ｆ１∈Ｋ且ｆ２∈Ｄ（Ｎ）∩Ｌ．任给 ｑ∈Λ，显然 ｑＬｑ

为ｑＢｑ中的σ弱闭Ｌｉｅ理想．若 ｑ∈Λ０，则 ｑｆ２ｑ＝ｑｆｑ∈ｑＢｑＫ∨Λ０．令 ｑ０＝∑
ｑ∈Λ０
ｑ，则 ｑ０ｆ２∈Ｋ∨Λ０．令 ｆ３＝

（１－ｑ０）ｆ２，下面证 ｆ３∈ＣＫ．若 ｑ∈ΛＫ＼Λ０，则由Λ０的定义知 ｑＬｑＣｑ．所以存在常量αｑ使得 ｑｆ２ｑ＝ｑｆｑ＝

αｑｑ．

若 ｐ∈Λ ＼ΛＫ，设 ｐ∈Ｎ使得ｑ＝ｐ－ｐ－，必有 ｑＬｑＣｑ．若不然，由于 ｑＬｑ为 ｑＢｑ中的σ弱闭 Ｌｉｅ理想，
由［９］有 ｑＬｑ＝ｑＢｑ或 ｑＬｑ＝ｑｓｌｑｑ，后一种情况只有 Ｂ为有限因子时才可能成立．若 ｑＬｑ＝ｑＢｑ，则 ｑＢ（１－

ｐ）＝［ｑＢｑ，ｑＢ（１－ｐ）］Ｋ且 ｐ－Ｂｑ＝［ｐ－Ｂｑ，ｑＢｑ］Ｋ，其中［ｑＢｑ，ｑＢ（１－ｐ）］为集合｛［ａ，ｂ］：ａ∈ｑＢｑ，ｂ∈

ｑＢ（１－ｐ）｝的σ弱闭线性扩张，这与假设 ｑΛＫ矛盾．若 ｑＬｑ＝ｓｌｑ，由引理 １．１，亦有 ｑＢ（１－ｐ）＝［ｓｌｑ，
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ｑＢ（１－ｐ）］Ｋ且 ｐ－Ｂｑ＝［ｐ－Ｂｑ，ｓｌｑ］Ｋ，这也与假设 ｑΛＫ矛盾．因此有 ｑＬｑＣｑ．从而存在常量αｑ使
得 ｑｆ２ｑ＝ｑｆｑ＝αｑｑ．

因为 Ｎ是正则的，所以（１－∨
ｑ∈Λ
ｑ）ｆ３∈（１－∨

ｑ∈Λ
ｑ）Ｃ（Ｎ）Ｄ，因此（１－ｑ０）ｆ３∈Ｄ．下面证明 ｆ３∈Ｃ１Ｋ．令

ｐ１，ｐ２∈Ｎ，满足 ｐ２＜ｐ１，且（ｐ１－ｐ２）Ｔ（Ｎ）（ｐ１－ｐ２）∩Ｋ＝｛０｝．令 ｅ∈Ｐ（（ｐ１－ｐ２）Ｔ（Ｎ）（ｐ１－ｐ２）），显然 ｅ≤
ｐ１－ｐ２．若存在原子 ｑ满足 ｑ≤ｐ１－ｐ２且 ｅ∈ｑＢｑ，则由上面的证明知存在常量αｑ使得 ｑｆ３＝αｑｑ，所以
［（ｐ１－ｐ２）ｆ３，ｅ］＝０．若 ｅ∈Ｄ，显然［（ｐ１－ｐ２）ｆ３，ｅ］＝０．因为

Ｐ（（ｐ１－ｐ２）Ｔ（Ｎ）（ｐ１－ｐ２））＝σ－ｗｋ－ｃ１｛（１－∨
ｑ∈Λ
ｑ）Ｄ＋∑｛ｑＢｑ：ｑ∈Λ，ｑ≤ｐ１－ｐ２｝｝，

所以任给 ｇ∈Ｐ（（ｐ１－ｐ２）Ｔ（Ｎ）（ｐ１－ｐ２）），有［（ｐ１－ｐ２）ｆ３，ｇ］＝０．
设 ｇ∈（ｐ１－ｐ２）Ｔ（Ｎ）（ｐ１－ｐ２），令 ｇ１＝ｇ－Ｐ（ｇ），显然 Ｐ（ｇ１）＝０．因为 ｆ３∈Ｌ，所以［ｆ３（ｐ１－ｐ２），ｇ１］∈Ｌ．
因为

Ｐ（［ｆ３（ｐ１－ｐ２），ｇ１］）＝Ｐ（ｆ３（ｐ１－ｐ２）ｇ１－ｇ１ｆ３（ｐ１－ｐ２））＝
ｆ３（ｐ１－ｐ２）Ｐ（ｇ１）－Ｐ（ｇ１）ｆ３（ｐ１－ｐ２）＝０，

所以我们有［ｆ３（ｐ１－ｐ２），ｇ１］∈Ｋ．但是［ｆ３（ｐ１－ｐ２），ｇ１］∈（ｐ１－ｐ２）Ｔ（Ｎ）（ｐ１－ｐ２），所以［ｆ３（ｐ１－ｐ２），

ｇ１］＝０．由前面的讨论得知［ｆ３（ｐ１－ｐ２），Ｐ（ｇ）］＝０．因此［ｆ３（ｐ１－ｐ２），ｇ］＝０，即 ｆ３（ｐ１－ｐ２）属于（ｐ１－
ｐ２）Ｔ（Ｌ）（ｐ１－ｐ２）的中心，由［１１，命题２．３］，存在常量λ使得ｆ３（ｐ１－ｐ２）＝λ（ｐ１－ｐ２）．因此 ｆ３∈Ｃ１Ｋ．这样就

证明了（Ｋ∨Λ０）０Ｌ（Ｋ∨Λ０）＋ＣＫ．

由引理２．２和命题２．４（ｂ）（ａ）显然．
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