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摘要：研究了带参数不确定性和干扰输入的奇异系统的鲁棒故障诊断滤波器设计问题．设计 Ｈ∞滤波器作为残差

产生器，使残差与故障加权之间的误差尽可能小．给出了残差误差系统对所有满足条件的不确定性是容许的且残

差误差与干扰输入的 Ｌ２范数的比值最小的充要条件，并给出残差产生器各系数矩阵的求解方法．
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０ 引言

奇异系统又称为广义系统或微分代数系统，是比正常状态空间系统更一般的系统．奇异系统不仅具有
微分方程所描述的动态约束，并且具有代数方程所描述的静态约束，比起仅含有动态变量的正常状态空间

系统来说，用它来描述的物理系统更具有广泛性．自上世纪七十年代以来，奇异系统理论取得了明显进
展［１，２］．许多线性系统的控制问题已被推广到奇异系统，如 ＬＱ调节器问题，Ｈ２控制问题，Ｈ∞控制问题等等．
但对于奇异系统故障诊断问题的研究成果尚少［３～６］，且大多数研究成果没有考虑系统的模型不确定性．文献
［６］研究的奇异时滞系统虽然考虑了模型不确定性，但其设计目标要求残差与干扰全解耦，而这一点在实际
中是难以实现的．

本文将要研究一类模型不确定奇异系统的鲁棒故障诊断问题，将 ＦＤＦ（ＦａｕｌｔＤｉａｇｎｏｓｉｓＦｉｌｔｅｒ，故障诊断滤
波器）设计归结为 Ｈ∞滤波问题，使残差逼近故障的加权（不要求干扰全解耦），并通过求解线性矩阵不等式
（Ｌｉｎｅａｒｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，简记为ＬＭＩ）得到ＦＤＦ问题的解．
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１ 问题描述

考虑奇异系统

Ｅｘ（ｔ）＝（Ａ＋ΔＡ）ｘ（ｔ）＋（Ｂ＋ΔＢ）ｕ（ｔ）＋Ｂｆｆ（ｔ）＋Ｂｄｄ（ｔ），

ｙ（ｔ）＝Ｃｘ（ｔ）＋Ｄｕ（ｔ）＋Ｄｆｆ（ｔ）＋Ｄｄｄ（ｔ）{ ．
（１）

其中 ｘ∈Ｒｎ，ｕ∈Ｒｒ，ｙ∈Ｒｍ，ｆ∈Ｒｌ和ｄ∈Ｒｇ分别为状态、控制输入、测量输出、故障和未知输入向量．假设

ｕ，ｆ，ｄ均为Ｌ２范数有界的信号．ｒａｎｋＥ＝ｐ，０＜ｐｎ．Ｅ，Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ，Ｂｆ，Ｂｄ，Ｄｆ和Ｄｄ为具有适当维数的已

知实常数矩阵．ΔＡ和ΔＢ为参数不确定性矩阵，且
［ΔＡ ΔＢ］＝ＭＦ（σ）［ＮＡ ＮＢ］， （２）

其中 Ｍ，ＮＡ，ＮＢ是具有适当维数的已知实常数矩阵．不确定矩阵 Ｆ（σ）满足：

Ｆ（σ）ＦＴ（σ）Ｉ． （３）
首先给出关于奇异系统的几个定义．对于奇异系统

Ｅｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）， （４）
有如下定义：

定义 １［１，７］ 系统（４）称为是（１）正则的，如果 ｄｅｔ（ｓＥ－Ａ）０；（２）无脉冲的，如果 ｄｅｇ（ｄｅｔ（ｓＥ－Ａ））＝
ｒａｎｋＥ；（３）稳定的，如果ｄｅｔ（ｓＥ－Ａ）＝０的根均具有负的实部；（４）容许的，如果系统（４）正则、无脉冲、稳定．

一般来讲，当系统存在模型不确定性时难以实现残差对控制输入和未知输入的解耦．本文的主要目的：
给定标量γ＞０，设计残差产生器，使产生的残差 ｒ满足

ｓｕｐ
ｗ∈Ｌ２，ｗ≠０

‖ｒ－Ｗｆ（ｓ）ｆ‖２

‖ｗ‖２
＜γ， （５）

其中 ｗ＝［ｕＴ ｆＴ ｄＴ］Ｔ，Ｗｆ（ｓ）是稳定的加权矩阵．
设 Ｗｆ（ｓ）的一个最小实现为

ｘｆ（ｔ）＝ＡＷｘｆ（ｔ）＋ＢＷｆ（ｔ），ｘｆ（０）＝０，

ｒｆ（ｔ）＝ＣＷｘｆ（ｔ）＋ＤＷｆ（ｔ）{ ．
（６）

其中 ｘｆ∈Ｒｎｆ，ｒｆ∈Ｒｎｒｆ．ＡＷ，ＢＷ，ＣＷ，ＤＷ是已知常数矩阵．由（１）和（６）可得

Ｅｓｘｓ（ｔ）＝（Ａｓ＋ΔＡｓ）ｘｓ（ｔ）＋（Ｂｓ＋ΔＢｓ）ｗ（ｔ），

ｙ（ｔ）＝Ｃｓｘｓ（ｔ）＋Ｄｓｗ（ｔ），

ｒｆ（ｔ）＝Ｃｓｆｘｓ（ｔ）＋Ｄｓｆｗ（ｔ）
{

．
（７）

其中 ｘｓ＝
ｘ
ｘ[ ]
ｆ
，Ｅｓ＝

Ｅ ０
０[ ]Ｉ，Ａｓ＝

Ａ ０
０ Ａ[ ]

Ｗ
，ΔＡｓ＝

ΔＡ ０[ ]０ ０
＝
Ｍ[ ]０ Ｆ（σ）［ＮＡ ０］，Ｄｓ＝［Ｄ Ｄｆ

Ｄｄ］，ΔＢｓ＝
ΔＢ ０ ０[ ]０ ０ ０

＝
Ｍ[ ]０ Ｆ（σ）［ＮＢ ０ ０］，Ｂｓ＝

Ｂ Ｂｆ Ｂｄ
０ ＢＷ

[ ]０ ，Ｃｓ＝［Ｃ ０］，Ｃｓｆ＝［０ ＣＷ］，

Ｄｓｆ＝［０ ＤＷ ０］．
选取如下形式的残差产生器

Ｅ^ｓｘ^
·

ｓ（ｔ）＝Ａ^ｓ^ｘｓ（ｔ）＋Ｈ^ｙｓｙ（ｔ）＋Ｈ^ｕｓｕ（ｔ），

ｒ（ｔ）＝Ｃ^ｓｆ^ｘｓ（ｔ）{ ．
（８）

其中 ｘ^ｓ∈Ｒｎ^，ｒ∈Ｒｎｒ分别为滤波器的状态和残差．矩阵 Ｅ^ｓ，^Ａｓ，^Ｈｙｓ，^Ｈｕｓ和 Ｃ^ｓｆ是要确定的矩阵．令

ｅ（ｔ）＝［ｘＴｓ（ｔ） ｘ^Ｔｓ（ｔ）］Ｔ，ｒｅ（ｔ）＝ｒ（ｔ）－ｒｆ（ｔ）， （９）

则残差误差系统方程为

Ｅｃｅ（ｔ）＝（Ａｃ＋ΔＡｃ）ｅ（ｔ）＋（Ｂｃ＋ΔＢｃ）ｗ（ｔ），

ｒｅ（ｔ）＝Ｃｃｅ（ｔ）－Ｄｓｆｗ（ｔ）{ ．
（１０）
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其中 Ｅｃ＝
Ｅｓ ０
０ Ｅ^[ ]

ｓ

，Ａｃ＝
Ａｓ ０
Ｈ^ｙｓＣｓ Ａ^

[ ]
ｓ

，ΔＡｃ＝
ΔＡｓ ０[ ]０ ０

＝
Ｍ[ ]










０
０

Ｆ（σ）［［ＮＡ ０］ ０］，

ΔＢｃ＝
ΔＢｓ[ ]０ ＝

Ｍ[ ]









０
０

Ｆ（σ）［ＮＢ ０ ０］，Ｂｃ＝
Ｂｓ

Ｈ^ｙｓＤｓ＋Ｈ^ｕｓ［Ｉｒ ０ ０
[ ]

］
，Ｃｃ＝［－Ｃｓｆ Ｃ^ｓｆ］．

从而可将本文的主要问题归结为：设计系数矩阵 Ｅ^ｓ，^Ａｓ，^Ｈｙｓ，^Ｈｕｓ和 Ｃ^ｓｆ，使（８）为系统（１）的故障诊断鲁棒 Ｈ∞
滤波器，即系统（１０）对所有满足（２）（３）的ΔＡ和ΔＢ都是容许的，且在零初始条件下，对于给定标量γ＞０

满足
‖ｒｅ‖２

‖ｗ‖２
＜γ．

２ 主要结论

为了得到本文的结论，先介绍如下引理．
引理 １［８］ 对于奇异系统

Ｅｘ（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂｗ（ｔ），
ｚ（ｔ）＝Ｃｘ（ｔ）＋Ｄｗ（ｔ）{ ．

（１１）

和给定的γ＞０，下列叙述等价：

（ⅰ）系统（１１）正则，稳定且无脉冲，‖Ｃ（ｓＥ－Ａ）－１Ｂ＋Ｄ‖∞ ＜γ（即
‖ｚ‖２

‖ｗ‖２
＜γ）且‖Ｄ‖＜γ；

（ⅱ）存在可逆矩阵 Ｐ满足下述ＬＭＩ：
ＥＴＰ＝ＰＴＥ０， （１２）

ＰＴＡ＋ＡＴＰ ＰＴＢ ＣＴ

ＢＴＰ －γＩ ＤＴ

Ｃ Ｄ －γ









Ｉ
＜０． （１３）

注 １ 引理１中，‖Ｄ‖：＝σｍａｘ（Ｄ），即 Ｄ的最大奇异值．
下面给出本文的主要结果．
定理 １ 考虑不确定性奇异系统（１），给定γ＞０及加权函数矩阵 Ｗｆ（ｓ），则（８）是系统（１）的故障诊断鲁

棒 Ｈ∞滤波器，且‖Ｄｓｆ‖＜γ当且仅当存在非奇异矩阵Ｐ和标量ε＞０满足下述ＬＭＩ：
ＥＴｃＰ＝ＰＴＥｃ０， （１４）

ＡＴｃＰ＋ＰＴＡｃ ＰＴＢｃ ＰＴ［ＭＴ ０ ０］Ｔ ［ＮＡ ０ ０］Ｔ ＣＴｃ

 －γＩ ０ ［ＮＢ ０ ０］Ｔ －ＤＴｓｆ
  －εＩ ０ ０

   －ε－１Ｉ ０
    －γ















Ｉ

＜０． （１５）

其中代表对称部分．
定理１是解决故障诊断鲁棒 Ｈ∞滤波问题的重要条件．下面给出故障诊断鲁棒 Ｈ∞滤波问题的解．
定理 ２ 考虑不确定奇异系统（１），给定γ＞０及加权函数矩阵 Ｗｆ（Ｓ），则（８）是系统（１）的故障诊断鲁棒

Ｈ∞滤波器，且‖Ｄｓｆ‖＜γ当且仅当存在标量ε＞０和矩阵 Ｘ，Ｙ，Ｚ，Φ，Ψ 和γ满足下述ＬＭＩ：
ＥＴｓＸ＝ＸＴＥｓ０，ＥＴｓＹ＝ＹＴＥｓ０，ＥＴｓ（Ｘ－Ｙ）０， （１６）

［ωｉｊ］６×６＜０． （１７）
其中ω１１＝ＡＴｓＹ＋ＹＴＡｓ，ω１２＝ＡＴｓＸ＋ＹＴＡｓ＋ＣＴｓΨＴ＋ΦＴ，ω１３＝ＹＴＢｓ，ω１４＝ＹＴ［ＭＴ ０］Ｔ，ω１５＝［ＮＡ ０］Ｔ，

ω１６＝－ＣＴｓｆ＋γＴ，ω２２＝ＸＴＡｓ＋ＡＴｓＸ＋ΨＣｓ＋ＣＴｓΨＴ，ω２３＝ＸＴＢｓ＋ΨＤｓ＋Ｚ［Ｉｒ ０ ０］，ω２４＝ＸＴ［ＭＴ ０］Ｔ，

ω２５＝［ＮＡ ０］Ｔ，ω２６＝－ＣＴｓｆ，ω３３＝－γＩ，ω３４＝０，ω３５＝［ＮＢ ０ ０］Ｔ，ω３６＝－ＤＴｓｆ，ω４４＝－εＩ，ω４５＝０，ω４６＝
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０，ω５５＝－ε－１Ｉ，ω５６＝０，ω６６＝－γＩ，ωｉｊ＝ωＴｊｉ，１ｉ，ｊ６．
此时，存在非奇异矩阵 Ｓ，珘Ｓ，Ｗ和珦Ｗ满足

ＥＴｓ珘Ｓ＝ＳＴＥｓ，ＥｓＷ＝珦ＷＴＥＴｓ，ＸＹ－１＝Ｉ－珘ＳＷ，Ｙ－１Ｘ＝Ｉ－珦ＷＳ， （１８）
则残差产生器（８）的参数矩阵可选择为

Ｅ^ｓ＝Ｅｓ，Ａ^ｓ＝Ｓ－ＴΦＹ－１Ｗ－１，Ｈ^ｙｓ＝Ｓ－ＴΨ，^Ｈｕｓ＝Ｓ－ＴＺ，Ｃ^ｓｆ＝γＹ－１Ｗ－１． （１９）
证明 由引理１、定理１和文献［７］定理１即知结论成立．证毕．

３ 结语

本文采用目前故障诊断文献中普遍采用的一个性能指标，即引入一个能够体现残差对故障灵敏度的加

权函数矩阵 Ｗｆ（ｓ），但设计步骤与目前故障诊断文献普遍采用的设计步骤不同．本文将 Ｗｆ（ｓ）的最小实现与
所研究的奇异系统构成一个增广系统，再对此增广系统设计 Ｈ∞滤波器作为残差产生器．给出了使残差误差
系统对所有满足条件的不确定性正则，稳定，无脉冲且残差误差与干扰的 Ｌ２范数的比值最小的充要条件，
并给出了残差产生器各系数矩阵的求解方法．产生的残差对故障具有最大的灵敏度，对干扰具有最大的鲁
棒性．
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