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摘要：如果图 Ｇ中任意ｓ个点的导出子图至少含有ｔ条边，则称图 Ｇ为［ｓ，ｔ］图．设是２连通［４，２］图，Ｃ是Ｇ中
满足｜Ｖ（Ｃ）｜＜｜Ｖ（Ｇ）｜的任一圈，则或者 Ｇ中有（｜Ｃ｜＋１）圈，或者 Ｇ同构于Ｋ２，３，Ｋ１，１，３，Ｆ１，Ｆ２，Ｆ３，Ｆ４，Ｆ５之一．
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０ 引言

本文仅讨论有限、无向、简单图，所使用的记号和术语约定如下，其中未加说明的部分请参看文献［１］．
定义图 Ｇ的连通度κ（Ｇ）为使图 Ｇ不连通所要删去的顶点的最小数目，对任意的 ｋ＜κ（Ｇ），称 Ｇ为ｋ

连通的．对 Ｖ（Ｇ）的子集 Ｓ，Ｔ，令 Ｅ（Ｓ，Ｔ）＝｛ｓｔ∈Ｅ（Ｇ）：ｓ∈Ｓ，ｔ∈Ｔ｝．设 Ｃ＝ｖ１ｖ２…ｖｒｖ１是 Ｇ的一个圈，ｖｉ，

ｖｊ∈Ｖ（Ｃ），用 ｖ－１ｉ 和 ｖ＋１ｉ 分别表示 Ｃ上的点 ｖｉ－ｌ和 ｖｉ＋ｌ，ｖ－１ｉ 和 ｖ＋１ｉ 也分别简记成 ｖ－ｉ 和 ｖ＋ｉ；用 ｖｉＣｖｊ和

ｖｉ珔Ｃｖｊ（１ｉ＜ｊｒ）分别表示 Ｃ上的路ｖｉｖｉ＋１…ｖｊ和ｖｉｖｉ－１…ｖｊ（这里点的下标均模 ｒ）．｜Ｃ｜＝｜Ｖ（Ｃ）｜称为圈 Ｃ
的长度．若 Ｃ的长度为ｒ，则称 Ｃ为Ｇ的一个ｒ圈．如果图 Ｇ中任意ｓ个点的导出子图至少含有ｔ条边，则
称图 Ｇ为［ｓ，ｔ］图．

对于［ｓ，ｔ］图，刘春房证明了下面的定理［２］：

定理 １ 设 Ｇ是［４，２］图，则
（ａ）Ｇ是连通的当且仅当Ｇ同构于ｋ１，３或 Ｇ有Ｈａｍｉｌｔｏｎ路．
（ｂ）Ｇ是２连通的当且仅当Ｇ同构于ｋ２，３或 Ｇ同构于ｋ１，１，３或 Ｇ有Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈．

１ 主要结果

下边的定理２是本文要证明的主要结果，该结果要比定理１（ｂ）中的结果更强．
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定理 ２ 设 Ｇ是２连通［４，２］图，Ｃ是Ｇ中满足｜Ｖ（Ｃ）｜＜｜Ｖ（Ｇ）｜的任一圈，则或者 Ｇ中有（｜Ｃ｜＋
１）圈，或者 Ｇ同构于Ｋ２，３，Ｋ１，１，３，Ｆ１，Ｆ２，Ｆ３，Ｆ４，Ｆ５之一．（其中 Ｆ１，Ｆ２，Ｆ３，Ｆ４，Ｆ５见图１．）

图１

证明 设 Ｇ图满足定理条件，Ｃ是Ｇ之一圈，且｜Ｖ（Ｃ）｜＜｜Ｖ（Ｇ）｜，以下总假定 Ｇ中不含（｜Ｃ｜＋１）圈．
取 Ｇ－Ｃ的一个分支Ｈ，因为 Ｇ是２连通的，所以｜ＮＣ（Ｈ）｜２．

论断 １ 设 ｕ，ｖ∈Ｖ（Ｃ），ｘ∈Ｖ（Ｈ），若 ｘｕ∈Ｅ（Ｇ），ｘｖ∈Ｅ（Ｇ），则 ｘｕ－，ｘｕ＋Ｅ（Ｇ），ｘｖ－，ｘｖ＋

Ｅ（Ｇ），ｕ－ｖ－，ｕ＋ｖ＋Ｅ（Ｇ）．

证明 若 ｘｖ－∈Ｅ（Ｇ），则 Ｇ有（｜Ｃ｜＋１）圈Ｃ′＝ｖＣｖ－ｘｖ矛盾，所以 ｘｖ－Ｅ（Ｇ）；同样可证 ｘｖ＋

Ｅ（Ｇ），ｘｕ－，ｘｕ＋Ｅ（Ｇ）．若 ｕ＋ｖ＋∈Ｅ（Ｇ），则 Ｇ有（｜Ｃ｜＋１）圈 Ｃ′＝ｕｘｖ珔Ｃｕ＋ｖ＋Ｃｕ矛盾，同样可证

ｕ－ｖ－Ｅ（Ｇ）．
论断 ２ 设 Ｇ是２连通［４，２］图，若｜Ｃ｜＞４，则任取 ｘ∈Ｖ（Ｈ），有｜ＮＣ（ｘ）｜＝１．

证明 若｜ＮＣ（ｘ）｜２，取 ｖ１，ｖ２∈ＮＣ（ｘ），（ｖ１≠ｖ２），由论断 １：ｖ１ｖ２Ｅ（Ｃ）．因为｜Ｃ｜＞４，所以

｜ｖ＋１Ｃｖ－２ ｜，｜ｖ＋２Ｃｖ－１ ｜必有一个２，不妨设｜ｖ＋２Ｃｖ－１ ｜２，考虑 Ｇ［ｘ，ｖ－２，ｖ＋２，ｖ－１］，由论断 １：ｘｖ－１，ｘｖ－２，ｘｖ＋２，

ｖ－１ ｖ－２Ｅ（Ｇ），由 Ｇ是［４，２］图：必有 ｖ－２ｖ＋２∈Ｅ（Ｇ）．
若 ｖ－２２ ＝ｖ１，则 Ｇ中有（｜Ｃ｜＋１）圈Ｃ″＝ｖ１ｘｖ２ｖ－２ｖ＋２Ｃｖ１矛盾，所以 ｖ－２２ ≠ｖ１，考虑 Ｇ［ｘ，ｖ－２２ ，ｖ＋２，ｖ－１］，由

论断１：ｘｖ－１，ｘｖ＋２Ｅ（Ｇ），

又 ｖｘ－２２ Ｅ（Ｇ），否则 Ｇ中有（｜Ｃ｜＋１）圈 Ｃ′＝ｖ－２２ ｘｖ２ｖ－２Ｃｖ－２２ 矛盾，

又 ｖ－１ ｖ－２２ Ｅ（Ｇ），否则 Ｇ中有（｜Ｃ｜＋１）圈 Ｃ′＝ｖ－１ｖ－２２珔Ｃｖ１ｘｖ２ｖ－２ｖ＋２Ｃｖ－１ 矛盾，由 Ｇ是［４，２］图：必有

ｖ－２２ ｖ＋２∈Ｅ（Ｇ），如此考虑下去可得：任意 ｖ∈Ｖ（ｖ＋１Ｃｖ－２），有 ｖｖ＋２∈Ｅ（Ｇ），特别地，ｖ＋１ｖ＋２∈Ｅ（Ｇ），这与论断１
矛盾．

论断 ３ 设 Ｈ１，Ｈ２是 Ｇ－Ｃ的两个分支，则 ＮＣ（Ｈ１）∩ＮＣ（Ｈ２）＝．
证明 若 ＮＣ（Ｈ１）∩ＮＣ（Ｈ２）≠，取 ｖ∈ＮＣ（Ｈ１）∩ＮＣ（Ｈ２），则有 ｘ１ｖ，ｘ２ｖ∈Ｅ（Ｇ），其中 ｘ１∈Ｖ（Ｈ１），

ｘ２∈Ｖ（Ｈ２）．考虑 Ｇ［ｘ１，ｘ２，ｖ－，ｖ＋］，由论断１：ｘ１ｖ－，ｘ１ｖ＋，ｘ２ｖ－，ｘ２ｖ＋Ｅ（Ｇ），又 ｘ１ｘ２Ｅ（Ｇ），这与 Ｇ
是［４，２］图矛盾．

论断 ４ 对 Ｇ－Ｃ的任一分支Ｈ，｜Ｈ｜２，则 Ｈ与Ｃ间必有两条独立边．
证明 显然．
以下分３种情形完成定理的证明．
情形 １ ｜Ｃ｜＞４．
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取 Ｇ－Ｃ的一个分支，由论断 ２知任取 ｘ∈Ｖ（Ｈ），有｜ＮＣ（ｘ）｜＝１，又因为 Ｇ是 ２连通的，所以

｜ＮＣ（Ｈ）｜２，由论断４知 Ｈ与Ｃ间必有两条独立边．

设 ｘ１ｖ１，ｘ２ｖ２∈Ｅ（Ｖ（Ｈ），Ｖ（Ｃ）），其中 ｘ１，ｘ２∈Ｖ（Ｈ）（ｘ１≠ｘ２），ｖ１，ｖ２∈Ｖ（Ｃ），（ｖ１≠ｖ２）．若 ｖ１ｖ２

Ｅ（Ｃ），因为｜Ｃ｜＞４，所以｜ｖ＋１Ｃｖ－２ ｜，｜ｖ＋２Ｃｖ－１ ｜必有一个２，不妨设｜ｖ＋２Ｃｖ－１ ｜２．考虑 Ｇ［ｘ１，ｘ２，ｖ＋１，ｖ＋２２ ］，
由论断２及 Ｇ是［４，２］图知必有 ｘ１ｘ２，ｖ＋１ｖ＋２２ ∈Ｅ（Ｇ），则 Ｇ中有（｜Ｃ｜＋１）圈 Ｃ′＝ｖ＋１ｖ＋２２ Ｃｖ１ｘ１ｘ２ｖ２珔Ｃｖ＋１ 矛
盾，所以 ｖ１ｖ２∈Ｅ（Ｇ）．

考虑 Ｇ［ｘ１，ｘ２，ｖ－１，ｖ＋２］，由论断 ２及 Ｇ是［４，２］图知必有ｘ１ｘ２，ｖ－１ｖ＋２∈Ｅ（Ｇ）．考虑 Ｇ［ｘ１，ｘ２，ｖ－２１ ，

ｖ＋２２ ］，由论断２及 Ｇ是［４，２］图知必有ｖ－２１ ｖ＋２２ ∈Ｅ（Ｇ），如此下去可得 ｖ－ｉ１ ｖ＋ｉ２ ∈Ｅ（Ｇ），ｉ＝１，２，…?｜Ｃ｜２」－
１．

若｜Ｃ｜为奇数，则 Ｇ中有（｜Ｃ｜＋１）圈Ｃ′＝ｘ１ｖ１珔Ｃｖ１－（?｜Ｃ｜２」－１）ｖ２＋（?
｜Ｃ｜
２」－１）珔Ｃｖ２ｘ２ｘ１矛盾．

若｜Ｃ｜为偶数且｜Ｃ｜８，考虑 Ｇ［ｘ１，ｘ２，ｖ－１，ｘ－３１ ］，由论断 ２及 Ｇ是［４，２］图知必有ｘ１ｘ２，ｖ－１ｖ－３１ ∈
Ｅ（Ｇ），则 Ｇ有（｜Ｃ｜＋１）圈Ｃ′＝ｘ１ｖ１ｖ－１ｖ－３１珔Ｃｖ２ｘ２ｘ１矛盾．
若｜Ｃ｜＝６，考虑 Ｇ［ｘ１，ｘ２，ｖ－１，ｖ＋２２ ］，由论断２及 Ｇ是［４，２］图知必有ｘ１ｘ２，ｖ－１ｖ＋２２ ∈Ｅ（Ｇ），则 Ｇ有７

圈Ｃ′＝ｘ１ｖ１ｖ－１ｖ＋２２ ｖ＋２ｖ２ｘ２ｘ１矛盾．
情形 ２ ｜Ｃ｜＝３．
设 Ｃ＝ｖ１ｖ２ｖ３ｖ１．如果 Ｇ－Ｃ的分支数２，取 Ｇ－Ｃ的任意两个分支Ｈ１，Ｈ２，因为 Ｇ是２连通的，所以

｜ＮＣ（Ｈｉ）｜２，ｉ＝１，２，又注意到｜Ｃ｜＝３，可知 ＮＣ（Ｈ１）∩ＮＣ（Ｈ２）≠，此矛盾于论断３．因此 Ｇ－Ｃ只能有
一个分支，设此分支为 Ｈ．

若｜Ｈ｜＝１或｜Ｈ｜＝２，则易见 Ｇ有４圈，矛盾．所以｜Ｈ｜３．
由｜Ｃ｜＝３及｜ＮＣ（Ｈ）｜２知 Ｈ与Ｃ间必有两条独立边，取两条这样的独立边，不妨设为 ｘ１ｖ１，ｘ２ｖ２∈
Ｅ（Ｖ（Ｈ），Ｖ（Ｃ）），其中 ｘ１，ｘ２∈Ｖ（Ｈ）且 ｘ１≠ｘ２，则

ｘ１ｘ２Ｅ（Ｇ）． （１）
（否则 Ｇ有４圈．）

对任意的 ｘ∈Ｖ（Ｈ），有

ｘｖ３Ｅ（Ｇ）． （２）

事实上：若 ｘ∈｛ｘ１，ｘ２｝，则结论显然．设 ｘ｛ｘ１，ｘ２｝，若 ｘｖ３∈Ｅ（Ｇ），考虑 Ｇ［ｘ，ｘ１，ｘ２，ｖ３］，由论断１知

ｘ１ｖ３，ｘ２ｖ３Ｅ（Ｇ），由（１）有 ｘ１ｘ２Ｅ（Ｇ），又 ｘ１ｘＥ（Ｇ）（否则 Ｇ有４圈），同理 ｘ２ｘＥ（Ｇ）；显然与 Ｇ是
［４，２］图矛盾．

又对任意的 ｖ∈Ｖ（Ｈ），有
ｘｘ１，ｘｘ２∈Ｅ（Ｇ）． （３）

事实上：考虑 Ｇ［ｘ，ｘ１，ｘ２，ｖ３］，由论断１知 ｘ１ｖ３，ｘ２ｖ３Ｅ（Ｇ），又由（１）（２）有 ｘ１ｘ２，ｘｖ３Ｅ（Ｇ），由 Ｇ
是［４，２］图知必有 ｘｘ１，ｘｘ２∈Ｅ（Ｇ）．

若｜Ｈ｜４，取 ｘ３，ｘ４∈Ｖ（Ｈ）－｛ｘ１，ｘ２｝，由（３）知 ｘ３，ｘ４均与 ｘ１，ｘ２相邻，则 Ｇ有４圈，矛盾．此矛盾说
明｜Ｈ｜＝３，于是 Ｇ同构于Ｆ１．

情形 ３ ｜Ｃ｜＝４．
注意到对 Ｇ的任一分支Ｈ，均有｜ＮＣ（Ｈ）｜２且｜Ｃ｜＝４，结合论断３可知 Ｇ－Ｃ至多有两个分支．取

Ｇ－Ｃ的一个分支Ｈ．若｜Ｈ｜２，由论断 ４知 Ｈ与Ｃ间必有两条独立边，取两条这样的独立边，设 ｘ１ｖ１，

ｘ２ｖ２∈Ｅ（Ｖ（Ｈ），Ｖ（Ｃ）），其中 ｘ１，ｘ２∈Ｖ（Ｈ）（ｘ１≠ｘ２），ｖ１，ｖ２∈Ｖ（Ｃ）（ｖ１≠ｖ２）．若 ｖ１ｖ２Ｅ（Ｃ）．

考虑 Ｇ［ｘ１，ｘ２，ｖ－１，ｖ－２］，由论断１知 ｘ１ｖ－１，ｘ１ｖ－２，ｘ２ｖ－１，ｘ２ｖ－２Ｅ（Ｇ），又 ｘ１ｘ２ＺＥ（Ｇ）（否则 Ｇ有５
圈），这与 Ｇ是 ［４，２］图矛盾．所以 ｖ１ｖ２∈Ｅ（Ｇ）．
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子情形 ３．１ ｜Ｈ｜３．
取 ｘ∈Ｖ（Ｈ）－｛ｘ１，ｘ２｝，显然 ｘ不能与ｘ１，ｘ２同时相邻，否则 Ｇ有５圈．不妨设 ｘｘ１Ｅ（Ｇ）；设 Ｃ－

｛ｖ１，ｖ２｝＝｛ｖ３，ｖ４｝，即 Ｃ＝ｖ１ｖ２ｖ３ｖ４ｖ１，有

ｘｖ３Ｅ（Ｇ），ｘｖ４Ｅ（Ｇ）． （４）

事实上：若 ｘｖ３∈Ｅ（Ｇ），考虑 Ｇ［ｘ，ｘ１，ｖ２，ｖ４］，由论断１知 ｘ１ｖ２，ｘ１ｖ４，ｘｖ２，ｘｖ４Ｅ（Ｇ），且 ｘｘ１Ｅ（Ｇ），
这与 Ｇ是［４，２］图矛盾．

事实上：若 ｘｖ４∈Ｅ（Ｇ），考虑 Ｇ［ｘ，ｘ２，ｖ１，ｖ３］，由论断１知 ｘ２ｖ１，ｘ２ｖ３，ｘｖ１，ｘｖ３Ｅ（Ｇ），由 Ｇ是［４，２］图
知，ｘｘ２，ｖ１ｖ３∈Ｅ（Ｇ），则 Ｇ有５圈，与 Ｃ′＝ｘｘ２ｖ２ｖ３ｖ４ｘ矛盾．

考虑 Ｇ［ｘ，ｘ１，ｖ３，ｖ４］，由假设及论断 １得 ｘｘ１，ｘ１ｖ４Ｅ（Ｇ），注意到（４）及 Ｇ是［４，２］图知，ｘ１ｖ３∈
Ｅ（Ｇ）．若ｖ２ｖ４∈Ｅ（Ｇ），则 Ｇ有５圈 Ｃ′＝ｖ１ｘ１ｖ３ｖ２ｖ４ｖ１，矛盾，所以，ｖ２ｖ４Ｅ（Ｇ），考虑 Ｇ［ｘ，ｘ１，ｖ２，ｖ４］，由

假设及论断１得 ｘｘ１，ｘ１ｖ４，ｘ１ｖ２Ｅ（Ｇ）又 ｖ２ｖ４及（４）ｘｖ４Ｅ（Ｇ），显然与 Ｇ是［４，２］图矛盾．
注 子情形３．１说明只需再考虑“Ｇ－Ｃ的每个分支至多两个点”的情形．
子情形 ３．２ ｜Ｈ｜＝２．
若｜Ｈ｜＝２，则 ｘ１ｘ２∈Ｅ（Ｈ）．

（ａ）若 Ｈ是Ｇ－Ｃ的惟一分支，由论断１知 ｘ１ｖ２，ｘ１ｖ４，ｘ２ｖ１，ｘ２ｖ３Ｅ（Ｇ）．
若 ｖ２ｖ４∈Ｅ（Ｇ），则 Ｇ有５圈Ｃ′＝ｘ１ｖ１ｖ４ｖ２ｘ２ｘ１，矛盾．
若 ｖ１ｖ３∈Ｅ（Ｇ），则 Ｇ有５圈Ｃ′＝ｘ１ｖ１ｖ３ｖ２ｘ２ｘ１，矛盾．

若 ｘ１ｖ３Ｅ（Ｇ），ｘ２ｖ４Ｅ（Ｇ），则 Ｇ同构于 Ｆ２．
若 ｘ１ｖ３∈Ｅ（Ｇ），ｘ２ｖ４∈Ｅ（Ｇ）之一成立，则 Ｇ同构于Ｆ３．
若 ｘ１ｖ３∈Ｅ（Ｇ），ｘ２ｖ４∈Ｅ（Ｇ）都成立，则 Ｇ同构于Ｆ４．
（ｂ）若 Ｇ－Ｃ有两个分支，不妨设 Ｈ１为 Ｇ－Ｃ的另一分支．
若｜Ｈ１｜＝２，设 Ｖ（Ｈ１）＝｛ｙ１，ｙ２｝，由｜ＮＣ（Ｈ１）｜２及论断３得 ｙ１ｖ３，ｙ２ｖ４∈Ｅ（Ｇ），考虑 Ｇ［ｘ１，ｙ１，ｖ２，

ｖ４］，由论断１知 ｘ１ｖ４，ｘ１ｖ２，ｙ１ｖ４，ｙ１ｖ２Ｅ（Ｇ），又 ｘ１ｙ１Ｅ（Ｇ），这与 Ｇ是［４，２］图矛盾，所以｜Ｈ１｜＝１．设
Ｖ（Ｈ１）＝｛ｙ｝，由｜ＮＣ（Ｈ１）｜２及论断３得 ｙｖ３，ｙｖ４∈Ｅ（Ｇ），则 Ｇ有５圈，矛盾．
注 上述两种子情形说明只需再考虑“Ｇ－Ｃ的每个分支至多一个点”的情形．
子情形 ３．３ ｜Ｈ｜＝１．
设 Ｖ（Ｈ）＝｛ｘ｝，由｜ＮＣ（Ｈ）｜２及论断１：设 ｘｖ１，ｘｖ３∈Ｅ（Ｇ），且 ｖ２ｖ４Ｅ（Ｇ），否则 Ｇ有５圈．
（ａ）若 Ｈ是Ｇ－Ｃ的惟一分支，则

当 ｖ１ｖ３Ｅ（Ｇ）时，Ｇ同构于 Ｋ２，３，
当 ｖ１ｖ３∈Ｅ（Ｇ）时，Ｇ同构于Ｋ１，１，３．
（ｂ）若 Ｇ－Ｃ有两个分支，不妨设 Ｈ１为 Ｇ－Ｃ的另一分支，设 Ｖ（Ｈ１）＝｛ｙ｝，由｜ＮＣ（Ｈ１）｜２及论断３

得 ｙｖ２，ｙｖ４∈Ｅ（Ｇ），则ｖ１ｖ３（否则 Ｇ有５圈），此时 Ｇ同构于 Ｆ５．
至此定理２证明全部结束．
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