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单圈图和双圈图的动态色数
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摘要：在对单圈图的性质进行分析的基础上，证明了单圈图的动态色数是３或４．构造了双圈图的子图 Ｈ１和 Ｈ２，

证明了大部分双圈图的动态色数χｄ（Ｇ）＝ｍａｘ｛χｄ（Ｈ１），χｄ（Ｈ２）｝．并给出了一个动态色数不是 ｍａｘ｛χｄ（Ｈ１），

χｄ（Ｈ２）｝的双圈图．
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１ 预备知识和主要引理

本文研究的是有限、无向且连通的简单图．给定图 Ｇ，分别用 Ｖ（Ｇ）、Ｅ（Ｇ）表示 Ｇ的顶点集、边集．对图
Ｇ中任意顶点ｖ，分别用 ｄ（ｖ）、Ｎ（ｖ）表示 ｖ的度数、邻点的集合．用 Ｃｎ表示包含ｎ个顶点的圈，其余概念
见［１］．

图 Ｇ的色数χ（Ｇ）是指对图 Ｇ的顶点进行染色，使得任意两个相邻的顶点染不同颜色所需要的最少颜
色数．Ｇ的动态染色是从顶点集到颜色集的一个映射，且满足下列两个条件：（ⅰ）如果 ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），则
ｃ（ｕ）≠ｃ（ｖ）；（ⅱ）对任意的顶点 ｖ∈Ｖ（Ｇ），｜ｃ（Ｎ（ｖ））｜≥ｍｉｎ｛２，ｄ（ｖ）｝．如果用 ｋ种颜色可以得到图Ｇ的一
个动态染色，则称 Ｇ有一个动态ｋ染色（或称 Ｇ是动态ｋ可染的）．动态色数χｄ（Ｇ）是使得 Ｇ有一个动态ｋ
染色的最小的 ｋ．

动态染色是在［２］中提出来的．ＢｒｕｃｅＭｏｎｔｇｏｍｅｒ［３］进行了更深入地研究，证明了χｄ（Ｇ）≤Δ＋３，并给出了
树、二分图、圈等的动态色数．

设 Ｔ是ｐ（ｐ≥３）阶树，将 Ｔ中某两个不相邻的点用一条新的边连起来，得到的 ｐ阶含有ｐ条边的图称为
单圈图［４］．或者说，恰含有一个圈的连通图称为单圈图．

双圈图是指边数比顶点数多１的简单连通图．
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本文主要对单圈图和双圈图的动态色数进行研究．
引理 １［３］ 设 Ｇ是一个连通的非平凡图，则χｄ（Ｋ２）＝２．除此之外，χｄ（Ｇ）≥３．
引理 ２［３］ 除了 Ｋ１和 Ｋ２，任何树的动态色数为３．

引理 ３［３］ χｄ（Ｃｎ）＝
５，ｎ＝５
３，ｎ＝３ｋ，ｋ≥１．
４

{
，其他

２ 主要结论

单圈图中包含的圈称为单圈图的圈，用 Ｃ表示．与圈 Ｃ相关联的连通分支（包含圈 Ｃ上的相应点，称为
附着顶点）称为单圈图的悬挂分支．如果圈 Ｃ的两个附着顶点之间的路上没有其他附着顶点，则我们称这两
个附着顶点是靠近的．显然单圈图的任何悬挂分支都是一颗树，故用 Ｔ表示．

单圈图的任意一个悬挂分支 Ｔ上，附着顶点的度是１．结合引理２，得到如下结论：
结论 １ 悬挂分支 Ｔ是动态３可染的，只要适当调整 Ｔ上的颜色，就可以使得：
（１）附着顶点上的颜色为３种颜色中的任意一种；
（２）与附着顶点邻接的顶点上的颜色为３种颜色中不同于的任意一种颜色；
（３）Ｔ上的任意顶点满足动态染色的条件．
由上面的分析，可以推知，如果一个单圈图 Ｇ中的圈Ｃ是动态ｋ可染的（ｋ≥３），当把 Ｇ上的悬挂分支Ｔ

连接到圈 Ｃ上之后，单圈图 Ｃ仍然是动态ｋ可染的．
定理 １ 图 Ｇ是一个有悬挂分支的单圈图，Ｇ上的附着顶点按照某一顺序把单圈图上的圈Ｃ分成若干

首尾相连的路，如果长为３ｓ＋１或３ｓ＋２（ｓ＝０，１，２，…）的路的总数为１，则χｄ（Ｇ）＝４；否则，χｄ（Ｇ）＝３．
证明 设单圈图 Ｇ的圈Ｃ上的附着顶点按顺时针方向依次为ｕ１，ｕ２，…ｕｔ，则圈 Ｃ被分成ｔ条首尾相连

的路（ｕ１，ｕ２），（ｕ２，ｕ３），…，（ｕｔ，ｕ１）．下面我们考虑用３种颜色对图 Ｇ进行动态染色．
对于任意一条路（ｕｉ，ｕｊ），设该路上异于 ｕｉ和ｕｊ的顶点依次为ｘ１，ｘ２，…ｘｍ，则路（ｕｉ，ｕｊ）的长度为 ｍ＋

１．不妨设 ｃ（ｕｉ）＝１，ｃ（ｘ１）＝２，则根据动态染色的条件，必须用３染 ｘ２，…用１染 ｘ３ｎ，用２染 ｘ３ｎ＋１，用３染
ｘ３ｎ＋２，直到染完 ｕｊ．这时 ｘ１，ｘ２，…ｘｍ满足动态染色的条件，而 ｕｉ和ｕｊ在图Ｇ中还有其他邻点，故不一定满
足动态染色的条件．

根据上面的染色过程，可以得到以下结论：

（１）如果路（ｕｉ，ｕｊ）的长为３ｓ＋１（ｓ＝０，１，２…），且有一个染色使得这条路上的所有异于 ｕｉ和ｕｊ的顶点
都满足动态染色的条件，则 ｕｉ和ｕｊ染的颜色不同，且可以是任意组合；

（２）如果路（ｕｉ，ｕｊ）的长为３ｓ＋２（ｓ＝０，１，２…），且有一个染色使得这条路上的所有异于 ｕｉ和ｕｊ的顶点
都满足动态染色的条件，则 ｕｉ和ｕｊ染的颜色不同，且可以是任意组合；

（３）如果路（ｕｉ，ｕｊ）的长为３ｓ＋３（ｓ＝０，１，２…），且有一个染色使得这条路上的异于 ｕｉ和ｕｊ的顶点都满
足动态染色的条件，则 ｕｉ和ｕｊ染的颜色相同．

根据以上结论，研究图 Ｇ的动态染色．由于附着顶点在圈上的邻接顶点至少染一种不同于附着顶点的
颜色，而根据结论１，可以通过调整与该附着顶点邻接的悬挂分支上的颜色，使该附着顶点满足动态染色的
条件．故在讨论对图 Ｇ进行动态染色时，不需要考虑附着顶点的邻集所用的颜色的数目．

若图中所有的路长都是３ｓ＋３（ｓ＝０，１，２…）．设 ｃ（ｕ１）＝１，则 ｃ（ｕｉ）＝１（ｉ＝１，２，…ｔ），这时，可以使所有
非附着顶点都满足动态染色的条件，只要适当调整悬挂分支的颜色就可以得到图 Ｇ的一个动态３染色，根
据引理１知，χｄ（Ｇ）＝３．

若图中只有一条路（ｕｉ，ｕｊ）的长为３ｓ＋１或３ｓ＋２（ｓ＝０，１，２…）．不妨令 ｉ＝１，ｊ＝２．设 ｃ（ｕ１）＝１，根据上
面的结论，ｃ（ｕｉ）＝２或３（ｉ＝３，４，…ｔ）．也就是说 ｃ（ｕｔ）≠１，而（ｕｔ，ｕ１）的长为３ｓ＋３（ｓ＝０，１，２…），根据上面
的分析，没有一种染色可以使路（ｕｔ，ｕ１）上的顶点是满足动态染色的条件且 ｃ（ｕ１）≠ｃ（ｕｔ）．故χｄ（Ｇ）＞３．而
只要令 ｃ（ｕｔ）＝４，就可以得到图 Ｇ的一个动态染色，故χｄ（Ｇ）＝４．
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若图中有两条或者两条以上的路长为３ｓ＋１或３ｓ＋２（ｓ＝０，１，２…），则在染色过程中，碰到这样的路，就
会使该路的下一个附着顶点的颜色与它前面的附着顶点的颜色不同．由于图中含有两条或两条以上这样的
路，根据上面的结论，可以通过适当的调整，得到图 Ｇ的动态染色．故图 Ｇ是动态３可染的，根据引理１知，

χｄ（Ｇ）＝３．
定理得证．
根据上面的定理，可以得到以下简单的推论．方便大家判断单圈图的动态色数．
推论 １ 对包含 Ｃ３ｎ的单圈图Ｇ，χｄ（Ｇ）＝３．
推论 ２ 对含 Ｃ３ｎ＋１或 Ｃ３ｎ＋２（ｎ＝２，３，４…）单圈图，若只有一个附着顶点，χｄ（Ｇ）＝４．
下面我们来研究双圈图的动态色数．
记双圈图 Ｇ上的两个圈分别为Ｃ′和Ｃ″．则 Ｃ′和Ｃ″或者有一个公共顶点（记公共顶点为 ｕ），或者有一条

路 Ｐ相连（路与 Ｃ′和Ｃ″的公共顶点分别记为ｕ１和 ｕ２），或者有一条公共路 Ｐ（Ｐ的始点和终点分别记为ｕ１
和 ｕ２）．分别称上面几类图为相交双圈图、无交双圈图和有公共路的双圈图．

对于相交双圈图，选取 Ｃ′、Ｃ′上的所有悬挂分支和Ｃ″中与ｕ关联的一条边构造图Ｇ的子图Ｈ１；选取

Ｃ″、Ｃ″上的所有悬挂分支和Ｃ′中与ｕ关联的一条边构造图Ｇ的子图Ｈ２．
对于无交双圈图，选取 Ｃ′、Ｃ′上的所有悬挂分支和路Ｐ上与ｕ１关联的一条边构造图 Ｇ的子图Ｈ１；选取

Ｃ″、Ｃ″上的所有悬挂分支和路Ｐ上与ｕ２关联的一条边构造图 Ｇ的子图Ｈ２．
对于有公共路双圈图，如果公共路上有悬挂分支，情况比较复杂，故我们只考虑公共路上没有悬挂分支

的情况．选取 Ｃ′、Ｃ′上的所有悬挂分支和Ｃ″中分别与ｕ１及 ｕ２关联且不在 Ｃ′中的一条边构造图Ｇ的子图

Ｈ１；选取 Ｃ″、Ｃ″上的所有悬挂分支和Ｃ′中分别与ｕ１及 ｕ２关联且不在 Ｃ″中的一条边构造图Ｇ的子图Ｈ２．
根据上面的构造过程，图 Ｈ１和 Ｈ２是单圈图．易知，χｄ（Ｇ）≥ｍａｘ｛χｄ（Ｈ１），χｄ（Ｈ２）｝．在上面的分析的基

础上，给出如下定理．
定理 ２ 设 Ｈ１和 Ｈ２是用上述方法构造的双圈图 Ｇ的子图，则χｄ（Ｇ）＝ｍａｘ｛χｄ（Ｈ１），χｄ（Ｈ２）｝．
证明 不妨设χｄ（Ｈ１）≥χｄ（Ｈ２），记 ｍ＝χｄ（Ｈ１）．则 ｍ＞３，图 Ｈ１和 Ｈ２是动态 ｍ可染的．

① 对于相交双圈图，考虑用 ｍ种颜色进行动态染色．
不妨设 Ｈ１有一个动态 ｍ染色，使 ｃ（ｕ）＝１；Ｈ２有一个动态 ｍ染色，使 ｃ（ｕ）＝１．
若 ｕ的所有邻点染的颜色数至少为２，则 Ｈ１∪Ｈ２是动态 ｍ可染的．
若 ｕ的所有邻点染的颜色相同，设 ｕ在Ｃ′中的两个邻点染的颜色为２，由于 Ｃ′上至少还染了颜色３，交

换 Ｈ１中的颜色２和颜色３（这样得到的染色仍然是 Ｈ１的动态染色）．这时，｜ｃ（Ｎ（ｕ））｜＝２．故图 Ｈ１∪Ｈ２是

ｍ可染的．
给 Ｈ１∪Ｈ２连上若干分支后，得到图 Ｇ．根据前面的分析，连上若干分不影响图 Ｇ的动态色数，故图 Ｇ

仍然是动态ｍ可染的．
② 对于无交双圈图，考虑用 ｍ种颜色进行动态染色．
设 Ｈ１有一个动态 ｍ染色１，在１的基础上，给连接 Ｃ′和Ｃ″的路上的顶点染色（使其满足动态染色的

条件），直到给 ｕ２染上颜色 ｃ′．由于图 Ｈ２是动态 ｍ可染的，必然存在 Ｈ２的一个动态染色，使 ｃ（ｕ２）＝ｃ′．故

Ｈ１∪Ｈ２是 ｍ可染的，则图 Ｇ仍然是ｍ可染的．

③ 对于有公共路且公共路上没有悬挂分支的双圈图，考虑用 ｍ种颜色进行动态染色．
设 Ｈ１有一个动态 ｍ染色２，在２中，记 ｃ（ｕ１）＝ｃ１，ｃ（ｕ２）＝ｃ２．由于图 Ｈ２是动态 ｍ可染的，则必然

存在 Ｈ２的一个动态染色，使 ｃ（ｕ１）＝ｃ１，ｃ（ｕ２）＝ｃ２．故 Ｈ１∪Ｈ２是 ｍ可染的，则图 Ｇ仍然是ｍ可染的．
综上，上述几类双圈图 Ｇ都是动态ｍ可染的．因为χｄ（Ｇ）≥ｍａｘ｛χｄ（Ｈ１），χｄ（Ｈ２）｝＝ｍ，所以χｄ（Ｇ）＝

ｍ＝ｍａｘ｛χｄ（Ｈ１），χｄ（Ｈ２）｝．定理得证．
由定理１，我们知道单圈图的动态色数是很容易的确定的，而双圈图的色数是依赖于它的两个单圈子图

的动态色数的．故可以结合定理１和定理２来准确得出双圈图的动态色数．
对于有公共路且公共路上有悬挂分支的双圈图，是不能够用定理２来判断其动态色数的．下面给出一个
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例子来说明．对图１给出的双圈图 Ｇ，按照上文给出的构造双圈图的子图的方法，构造出图 Ｇ的两个子图Ｈ１
和 Ｈ２（见图２，顶点后面给出的是一种染色方案），则图 Ｈ１和 Ｈ２的动态色数都是３．

图１ 双圈图

Ｆｉｇ．１ Ａｂｉｃｙｃｌｉｃｇｒａｐｈ
图２ 子图 Ｈ１和 Ｈ２

Ｆｉｇ．２ ＳｕｂｇｒａｐｈｓＨ１ａｎｄＨ２

下面证明图 Ｇ不是动态３可染的（即图 Ｇ的动态色数不是３）．
用反证法，假设图 Ｇ是动态３可染的，则可以用１染 ｖ０，若给 ｕ１和 ｕ２染相同的颜色，不妨染颜色２，则

只要用３染 ｖ６，顶点 ｖ０就满足了动态染色的条件．这时根据动态染色的条件，ｖ３、ｖ４和 ｖ５都不能染颜色２，
且任意两个点不能染相同的颜色．故只用１和３是不能完成图 Ｇ的动态染色的．若给 ｕ１和 ｕ２染不同的颜
色，不妨设分别染２和３．这时根据动态染色的条件，ｖ１和 ｖ２都不能染颜色２和３的，且两者不能染相同的颜
色．故只用颜色１是不能完成图 Ｇ的动态染色的．综上知，图 Ｇ不是动态３可染的．

可以看出，有公共路且公共路上有悬挂分支的双圈图的动态色数是不能由χｄ（Ｇ）＝ｍａｘ｛χｄ（Ｈ１），

χｄ（Ｈ２）｝确定的．
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