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０ 引言

本文讨论的图 Ｇ＝（Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ））均为有限无向简单图．Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ）分别为图 Ｇ的点集和边集．若图
Ｇ中两点之间有边相连，则称这两点相邻．Ｎ（ｕ）表示 Ｇ中与点ｕ相邻的点的集合，用 ｄＧ（ｕ）＝｜Ｎ（ｕ）｜表示
点 ｕ的度，Δ和δ分别表示图Ｇ的最大度与最小度．一个图 Ｇ，如果可以将它画在平面上，使它的边仅在端
点处相交，则称图 Ｇ是可平面图．图的这种平面上的画法称为图 Ｇ的平面嵌入，或简称为平面图．用 ｆ表示
平面图Ｇ的面，ｂ（ｆ）表示面 ｆ的边界，称面 ｆ与它的边界上的顶点和边是关联的．面 ｆ的度ｄＧ（ｆ）是指和它关
联的边的条数（即：ｂ（ｆ）中边的条数）．当两个面有公共边时称其相邻．一个平面图 Ｇ，如果它所有的顶点都
在无界面的边界上，则称图 Ｇ为外平面图．其它未定义的符号见［１］．

平面图 Ｇ的有点面约束的边染色是指对Ｇ的边进行染色，使得关联同一点的边染不同颜色且在同一面
上的边也有不同的颜色，称使图 Ｇ可进行有点面约束的边染色所需最小的颜色数为图Ｇ的有点面约束的边
色数，简称双（约束）边色数，记为χｅ?ｖｆ（Ｇ）．Ｂｏｒｏｄｉｎ和 Ｗｏｏｄａｌｌ首先提出了有点面约束的边染色的概念，并研
究了外平面图的有点面约束的边染色，得到下面的结论．

定理 ０．１［２］ 设图 Ｇ是２连通的外平面图，Ｆｅｘｔ（Ｇ）为外部面的度，则 Ｆｅｘｔ（Ｇ）χｅ?ｖｆ（Ｇ）Ｆｅｘｔ（Ｇ）＋１，
且χｅ?ｖｆ（Ｇ）＝Ｆｅｘｔ（Ｇ）＋１当且仅当图 Ｇ恰好是由一个圈加上一条对角线构成．

Ｈａｌｉｎ图在平面图的染色中是一个重要的图类，很多学者都研究过Ｈａｌｉｎ图的各种染色［３～５］．本文主要讨
论了Ｈａｌｉｎ图的有点面约束的边染色，证明了外部面度为 Ｆｅｘｔ（Ｇ）的Ｈａｌｉｎ图有，Ｆｅｘｔ（Ｇ）χｅ?ｖｆ（Ｇ）Ｆｅｘｔ（Ｇ）＋
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１，且χｅ?ｖｆ（Ｇ）＝Ｆｅｘｔ（Ｇ）＋１当且仅当图 Ｇ同构于图Ｈ（见图１）．

图１ 具有６个点的３正则Ｈａｌｉｎ图 Ｈ
Ｆｉｇ．１ ３ｒｅｇｕｌａｒＨａｌｉｎｇｒａｐｈＨｗｉｔｈ６ｖｅｒｔｉｃｅｓ

１ Ｈａｌｉｎ图的结构性质

定义 １．１［６］ 设 Ｇ图是３连通平面图，ｆ０是 Ｇ的外部面，如果δ（Ｇ）３，且 Ｇ去掉ｆ０的边界上的边之
后是一棵树，则称 Ｇ为Ｈａｌｉｎ图．

为方便讨论，称除了 ｆ０的其它面为内部面，在 ｆ０上的点为外点，其它点为内点．轮图是恰好有惟一内点
的一类特殊的Ｈａｌｉｎ图．首先给出关于Ｈａｌｉｎ图的结构引理．

引理 １．１［５］ 设 Ｇ是Ｈａｌｉｎ图且不是轮图，则有
（１）图 Ｇ的外部面上的点的度均为３．
（２）图 Ｇ的任意两个相邻的内部面有且仅有一条公共边；任意一个内部面都和外部面有且仅有一条公

共边．
（３）在 Ｇ中必存在一个内点ｗ与惟一的内点ｕ相邻，即可设 Ｎ（ｗ）＝｛ｕ，ｖ１，…ｖｍ｝其中 ｍ２，且满足

Ｎ（ｗ）∩Ｖ（ｆ０）＝｛ｖ１，…ｖｍ｝且 ｖ１和 ｖｍ的邻点分别为Ｎ（ｖ１）＝｛ｕ１，ｖ２，ｗ｝和 Ｎ（ｖｍ）＝｛ｕ２，ｖｍ－１，ｗ｝，其中 ｕ１
和 ｕ２是外部面上的两个点．

根据引理１．１，令 Ｇ０＝Ｇ－｛ｖ１，…ｖｍ｝＋｛ｕ１ｗ，ｕ２ｗ｝，则 Ｇ０仍是一个 Ｈａｌｉｎ图且 Ｇ０的内点数比 Ｇ的内
点数少１．

引理 １．２ 设 Ｇ是Ｈａｌｉｎ图，则 Ｇ的最大面度必在外部面上达到且Ｆｅｘｔ（Ｇ）Δ（Ｇ）．
证明 为讨论方便，不妨设 ｆ′是图Ｇ的内部面中度最大的一个面．记 ｄＧ（ｆ′）＝ｋ，即 ｂ（ｆ′）＝｛ｅ１，ｅ２，…

ｅｋ｝，且 ｂ（ｆ′）∩ｂ（ｆ０）＝ｅｋ，则 ｅｉ（ｉ＝１，２，…ｋ－１）分别是图 Ｇ的内部面ｆｉ（ｉ＝１，２，…ｋ－１）和 ｆ′的公共邻边，
而 ｆ′，ｆｉ（ｉ＝１，２，…ｋ－１）又分别和外部面 ｆ０各有一条邻边．因此，｛ｅ１，ｅ２，…ｅｋ－１｝中的每一条边都和外部面
上的一条边对应，且不同的边对应的外部边不同，所以可知 Ｆｅｘｔ（Ｇ）＝ｄＧ（ｆ０）ｋ．即 Ｈａｌｉｎ图 Ｇ的最大面度
必在外部面上达到．

设 ｕ是图Ｇ的内点，且 ｄ（ｕ）＝Δ３．因为在 Ｈａｌｉｎ图中外部面上点的个数等于外部面上边的个数．令
Ｔ＝Ｇ－Ｅ（ｆ０），即 Ｔ是Ｇ去掉ｆ０的边界上的边得到的树．显然树 Ｔ的叶子点的个数恰好为Ｆｅｘｔ（Ｇ），根据树
的顶点度与边数的关系可得：

Ｆｅｘｔ（Ｇ）＋Δ＋２（ｎ－Ｆｅｘｔ（Ｇ）－１）２（ｎ－１）．
即有 Ｆｅｘｔ（Ｇ）Δ（Ｇ），引理得证．

引理 １．３ 设 Ｗｎ＋１（ｎ３）是轮图，则χｅ?ｖｆ（Ｗｎ＋１）＝ｎ．
证明 设 ｖ０是轮图 Ｗｎ＋１的内点，Ｖ（ｆ０）＝｛ｖ１，ｖ２，…ｖｎ｝，对 Ｗｎ＋１的边染色如下：
边 ｖ０ｖｉ染ｉ色（ｉ＝１，２，…ｎ）；边 ｖｉ＋１ｖｉ＋２染 ｉ色（ｉ＝１，２，…ｎ－２），且 ｖｎｖ１染 ｎ－１色，边 ｖ１ｖ２染 ｎ色．显

然这是一个有点面约束的边染色，因此χｅ?ｖｆ（Ｗｎ＋１）＝ｎ．

２ Ｈａｌｉｎ图的有点面约束的染色

定理 ２．１ 设 Ｇ是Ｈａｌｉｎ图，Ｆｅｘｔ（Ｇ）为外部面的度，则 Ｆｅｘｔ（Ｇ）χｅ?ｖｆ（Ｇ）Ｆｅｘｔ（Ｇ）＋１，且χｅ?ｖｆ（Ｇ）＝
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Ｆｅｘｔ（Ｇ）＋１当且仅当图 Ｇ同构于图Ｈ．
证明 对 Ｇ的内点数｜ＶＩ｜用归纳法证明．
若｜ＶＩ｜＝１，则 Ｇ是轮图，由引理１．３，有χｅ?ｖｆ（Ｗｎ＋１）＝ｎ＝Ｆｅｘｔ（Ｇ），结论成立．
显然，当图 Ｇ同构于图Ｈ时，易知χｅ?ｖｆ（Ｇ）＝５＝Ｆｅｘｔ（Ｇ）＝１．下面假设对所有内点数｜ＶＩ｜＝ｐ的且不同

构于Ｈ的Ｈａｌｉｎ图结论成立，设 Ｇ是一个内点数为ｐ２的不同构于 Ｈ的Ｈａｌｉｎ图．显然 Ｇ不是轮图，且其内
部面的个数大于 ４．由引理 １．１知，在图 Ｇ中必存在一个内点ｗ与惟一的内点ｕ相邻，可设其邻点集为
Ｎ（ｗ）＝｛ｕ，ｖ１，…ｖｍ｝其中 ｍ２，且满足 Ｎ（ｗ）∩Ｖ（ｆ０）＝｛ｖ１，…ｖｍ｝．设 ｖ１和 ｖｍ的邻点分别为Ｎ（ｖ１）＝
｛ｕ１，ｖ２，ｗ｝和 Ｎ（ｖｍ）＝｛ｕ２，ｖｍ－１，ｗ｝，其中 ｕ１和 ｕ２是外部面上的两个点．显然 Ｇ０＝Ｇ－｛ｖ１，…ｖｍ｝＋｛ｕ１ｗ，

ｕ２ｗ｝仍是一个Ｈａｌｉｎ图且 Ｇ０的内点数比 Ｇ少１．
下面分两种情况讨论：

（１）若 Ｇ０不同构于 Ｈ，由归纳假设知，χｅ?ｖｆ（Ｇ０）＝Ｆｅｘｔ（Ｇ０），下面分三种情形讨论．
情形 １．１ 点 ｗ恰好有两个外部邻点，即 ｍ＝２时（如图２ａ）．
设 ｆ１是以边 ｕｗ，ｗｖ１，ｖ１ｕ１，…为边界的内部面，ｆ２是以边 ｕｗ，ｗｖ２，ｖ２ｕ２，…为边界的内部面，ｆ０是 Ｇ的

外部面．
论断 １ 图 Ｇ的内部面中，至多有两个内部面和 ｆ１，ｆ２都相邻．
证明 因为 Ｇ是内点数至少为２的且不同构于 Ｈ的 Ｈａｌｉｎ图．所以图 Ｇ中至少含有５个内部面．假设

论断不成立，不妨设 ｆ３，ｆ４，ｆ５与 ｆ１，ｆ２都相邻．根据引理１．１知，在Ｈａｌｉｎ图 Ｇ中，外部面 ｆ０与每一个内部面
都相邻且只有一条公共边．于是在图 Ｇ的对偶图Ｇ中必然含有子图 Ｈ′（如图 ２ｂ），显然 Ｈ′中含有子图
Ｋ３，３，所以 Ｇ不是平面图．又因为平面图的对偶图都是平面图，这与图 Ｇ是平面图矛盾．所以论断成立．

图２ａ
Ｆｉｇ．２ａ

图２ｂ 图 Ｈ′
Ｆｉｇ．２ｂ ＧｒａｐｈＨ′

论断 ２ 图 Ｇ中，内部面 ｆ１，ｆ２的度至少有一个不大于 Ｆｅｘｔ（Ｇ）－１．
证明 由论断１知，在图 Ｇ中必然至少有一个内部面和ｆ１，ｆ２不同时相邻，不妨设内部面 ｆ５与 ｆ２相邻，

与 ｆ１不相邻．根据引理１．１，面 ｆ１边界上的每一条边都分别通过其所在的不同于 ｆ１的面对应着外部面 ｆ０上

的一条边，这些（与面 ｆ１上的边对应的）外部面上的边集记为 Ｅ１０．因为面 ｆ５与 ｆ１不相邻，令 ｅ０＝Ｅ（ｆ５）∩

Ｅ（ｆ０），显然有ｅ０Ｅ１０，所以有｜Ｅ１０｜＝ｄ（ｆ１）Ｆｅｘｔ（Ｇ）－１，论断成立．
根据归纳假设知，Ｇ０的双边色数为χｅ?ｖｆ（Ｇ０）＝Ｆｅｘｔ（Ｇ０）＝Ｆｅｘｔ（Ｇ）－１．下面再添加一种新的颜色γ把Ｇ０

的这个有点面约束的边染色扩展成图 Ｇ的有点面约束的边染色．为讨论方便记σ（ｅ）表示边 ｅ染的颜色．设
在图 Ｇ０中σ（ｗｕ１）＝α，σ（ｗｕ２）＝β．

由论断２，可设 ｄ（ｆ１）Ｆｅｘｔ（Ｇ）－１．在面 ｆ１边界上，除了边 ｗｖ１，ｕ１ｖ１外，其余各边在 Ｇ０中都已染色，且

至多用了 Ｆｅｘｔ（Ｇ）－２种颜色，不妨设η是Ｆｅｘｔ（Ｇ）－１种颜色中未在 ｆ１的边界上出现的一种颜色．于是可以

对边 ｗｖ１，ｗｖ２，ｖ１ｖ２，ｕ１ｖ１，ｕ２ｖ２进行如下染色，即令σ（ｗｖ１）＝η，σ（ｗｖ２）＝γ，σ（ｖ１ｖ２）＝α，σ（ｕ２ｖ２）＝β，

σ（ｕ１ｖ１）＝γ．其余的边染的颜色保持不变，显然，这是 Ｇ的一个有点面约束的边染色．所以χｅ?ｖｆ（Ｇ）＝

Ｆｅｘｔ（Ｇ）．
情形 １．２ 点 ｗ恰有三个外部邻点，即 ｍ＝３时．
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令Ｇ０＝Ｇ－｛ｖ１，ｖ２，ｖ３｝＋｛ｕ１ｗ，ｕ２ｗ｝，根据归纳假设知，Ｇ０的有点面约束的色数为χｅ?ｖｆ（Ｇ０）＝
Ｆｅｘｔ（Ｇ０）＝Ｆｅｘｔ（Ｇ）－２．下面再添加种新的颜色｛γ１，γ２｝把 Ｇ０的这个有点面约束的边染色扩展成图 Ｇ的有
点面约束的边染色．设在图 Ｇ０中σ（ｗｕ１）＝α，σ（ｗｕ２）＝β．于是可以对边 ｕ１ｖ１，ｕ２ｖ３，ｗｖｉ（ｉ＝１，２，３）及 ｖ１ｖ２，

ｖ２ｖ３进行如下染色，即令σ（ｕ１ｖ１）＝α，σ（ｖｉｖｉ＋１）＝γｉ（ｉ＝１，２）σ（ｗｖ１）＝γ２，σ（ｗｖ３）＝γ１，σ（ｗｖ２）＝α，

σ（ｕ２ｖ３）＝β．其余的边染的颜色保持不变，容易验证这是 Ｇ的一个有点面约束的边染色．所以χｅ?ｖｆ（Ｇ）＝
Ｆｅｘｔ（Ｇ）．
情形 １．３ 点 ｗ至少有四个外部邻点，即 ｍ４时．
类似地，令 Ｇ０＝Ｇ－｛ｖ１，…ｖｍ｝＋｛ｕ１ｗ，ｕ２ｗ｝，根据归纳假设知，Ｇ０的有点面约束的色数为χｅ?ｖｆ（Ｇ０）＝

Ｆｅｘｔ（Ｇ０）＝Ｆｅｘｔ（Ｇ）－ｍ＋１．下面再添加 ｍ－１种新的颜色｛γ１，γ２，…γｍ－１｝把 Ｇ０的这个有点面约束的边染
色扩展成图 Ｇ的有点面约束的边染色．设在图 Ｇ０中σ（ｗｕ１）＝α，σ（ｗｕ２）＝β，．于是可以对边 ｕ１ｖ１，ｕ２ｖｍ，

ｗｖｉ（ｉ＝１，２，…ｍ）及 ｖｉｖｉ＋１（ｉ＝１，２，…ｍ－１）进行如下染色，即令σ（ｕ１ｖ１）＝α，σ（ｖｉｖｉ＋１）＝γｉ（ｉ＝１，２，…ｍ－
１），σ（ｕ２ｖｍ）＝β，而σ（ｗｖ１）＝γｍ－１，σ（ｗｖ２）＝α，σ（ｗｖｉ＋２）＝γｉ（ｉ＝１，２，…ｍ－２），其余的边染的颜色保持不
变．这是 Ｇ的一个有点面约束的边染色．所以χｅ?ｖｆ（Ｇ）＝Ｆｅｘｔ（Ｇ）．

（２）若 Ｇ０同构于 Ｈ，下面分两种情形讨论
情形 ２．１ 点 ｗ恰好有两个外部邻点ｖ１，ｖ２，即 ｍ＝２（如图３ａ）．
显然χｅ?ｖｆ（Ｇ）＝５＝Ｆｅｘｔ（Ｇ）
情形 ２．２ 点 ｗ有ｍ个外部邻点（ｍ３），如图３ｂ．

图３ａ
Ｆｉｇ．３ａ

图３ｂ
Ｆｉｇ．３ｂ

构造 Ｇ′＝Ｇ－｛ｙ，ｕ２｝＋｛ｘｕ１，ｘｖｍ｝，显然 Ｇ′不同构于Ｈ，且 Ｇ′是内点数比Ｇ的内点数少１的 Ｈａｌｉｎ图．
类似情形１．２和情形１．３的证明可得：χｅ?ｖｆ（Ｇ）＝Ｆｅｘｔ（Ｇ）．

综上所述，定理得证．
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第４期 马巧灵，等：Ｈａｌｉｎ图的有点面约束的边染色 ５


