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摘要：称环 Ｒ是Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，如果（∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉｘｉ）（∑

ｎ

ｊ＝０
ｂｊｘｊ）＝０∈Ｒ［ｘ］，那么 ａｉｂｊ＝０，其中０≤ｉ≤ｍ，０≤ｊ≤ｎ。称环 Ｒ

是ｒｅｄｕｃｅｄ环，如果它没有非零的幂零元。称环 Ｒ是半交换环，如果由 ａｂ＝０，可得 ａＲｂ＝０，其中 ａ，ｂ∈Ｒ。找到
了ｒｅｄｕｃｅｄ环上的上三角矩阵环的一类子环既是Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环又是半交换环。
关键词：Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环；ｒｅｄｕｃｅｄ环；上三角矩阵环；半交换环
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：ＡｒｉｎｇＲｉｓｃａｌｌｅｄＡｒｍｅｎｄａｒｉｚ，ｉｆ（∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉｘｉ）（∑

ｎ

ｊ＝０
ｂｊｘｊ）＝０∈Ｒ［ｘ］，ｔｈｅｎａｉｂｊ＝０，ｗｈｅｒｅ０≤ｉ≤ｍ，０≤ｊ≤ｎ．Ａ

ｒｉｎｇＲｉｓｃａｌｌｅｄｓｅｍｉｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｉｆｆｏｒａｎｙａ，ｂ∈Ｒ，ａｂ＝０ｉｍｐｌｉｅｓａＲｂ＝０．Ａｒｉｎｇｉｓｃａｌｌｅｄｒｅｄｕｃｅｄｉｆｉｔｈａｓｎｏｎｏｎｚｅｒｏｎｉｌ
ｐｏｔｅｎｔｅｌｅｍｅｎｔｓ．Ｅｖｅｒｙｒｅｄｕｃｅｄｒｉｎｇｉｓｓｅｍｉｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ．Ａｃｌａｓｓｏｆｕｐｐｅｒｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘｒｉｎｇｓｏｖｅｒｒｅｄｕｃｅｄｒｉｎｇｓｉｓｆｏｕｎｄｔｏ
ｂｅｂｏｔｈＡｒｍｅｎｄａｒｉｚａｎｄｓｅｍｉｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚｒｉｎｇ；ｒｅｄｕｃｅｄｒｉｎｇ；ｕｐｐｅｒｔｒｉａｎｇｕｌａｒｍａｔｒｉｘｒｉｎｇ；ｓｅｍｉｃｏｍｍｕｔａｔｉｖｅｒｉｎｇ

文中 Ｒ表示有单位元的结合环，环 Ｒ上的多项式环记为Ｒ［ｘ］。称环 Ｒ是ｒｅｄｕｃｅｄ环，如果它没有非零

的幂零元．在Ｂａｒｅ环的研究中，Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ注意到ｒｅｄｕｃｅｄ环 Ｒ满足这样的性质［１］：如果（∑
ｍ

ｉ＝０
ａｉｘｉ）（∑

ｎ

ｊ＝０
ｂｊｘｊ）＝

０∈Ｒ［ｘ］，那么 ａｉｂｊ＝０，其中０≤ｉ≤ｍ，０≤ｊ≤ｎ。在［２］中，Ｒｅｇｅ和 Ｃｈｈａｗｃｈｈａｒｉａ称具有这种性质的环为

Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。称环 Ｒ是半交换环，如果由 ａｂ＝０，可得 ａＲｂ＝０，其中 ａ，ｂ∈Ｒ。ｒｅｄｕｃｅｄ环是半交换环。
文献［３］证明了 ｒｅｄｕｃｅｄ环 Ｒ上的上三角矩阵环

Ｒｎ＝

ａ０ ａ１２ … ａ１ｎ
０ ａ０ … ａ２ｎ
   

０ ０ … ａ











０

｜ａ０，ａｉｊ∈




















Ｒ，

在 ｎ≤３时是Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，而在 ｎ≥４时，不是 Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。文献［４］证明了 Ｒｎ在ｎ≤３时是半交换环，而
在 ｎ≥４时，不是半交换环。本文找出并证明了 Ｒｎ的一类子环Ｗｐｑｎ（Ｒ）既是Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环又是半交换环，从
而推广了［３，４］的结论。

下面给出本文中使用的一些记号。用 Ｍｎ（Ｒ）和 Ｔｎ（Ｒ）分别表示环 Ｒ上的ｎ×ｎ阶矩阵环和上三角矩
阵环，用 Ｉｎ表示ｎ×ｎ阶单位矩阵。
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１ 主要结果

按照［５］，对于 Ａ＝（ａｉ，ｊ），Ｂ＝（ｂｉ，ｊ）∈Ｍｎ（Ｒ），用［Ａ·Ｂ］ｉ，ｊ＝０表示 ａｉ，ｌｂｌ，ｊ＝０，其中 ｌ＝１，…，ｎ。
把 Ｍｎ（Ｒ）［ｘ］和 Ｍｎ（Ｒ［ｘ］）看成一样的。

引理 １１［５］ 对于α（ｘ）＝∑
ｍ

ｉ＝０
Ａｉｘｉ，β（ｘ）＝∑

ｍ

ｊ＝０
Ｂｊｘｊ∈Ｍｎ（Ｒ）［ｘ］，设 ｆｉ，ｊ＝∑

ｍ

ｓ＝０
ａ（ｓ）ｉ，ｊｘｓ，ｇｉ，ｊ＝∑

ｍ

ｔ＝０
ｂ（ｔ）ｉ，ｊｘｔ，其中

ａ（ｌ）ｉ，ｊ和ｂ
（ｌ）
ｉ，ｊ分别是 Ａｌ和 Ｂｌ的第 ｉ行第列 ｊ的值，ｌ＝０，１，…，ｍ。所以α（ｘ）＝（ｆｉ，ｊ），β（ｘ）＝（ｇｉ，ｊ）∈

Ｍｎ（Ｒ［ｘ］）。如果 Ｒ是Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环，且［α（ｘ）·β（ｘ）］ｉ，ｊ＝０，那么 ＡｉＢｊ＝０，其中１≤ｉ，ｊ≤ｎ。
引理 １２ 如果 Ｒ是一个 ｒｅｄｕｃｅｄ环，那么 Ｒ［ｘ］也是 ｒｅｄｕｃｅｄ环。
对于１≤ｐ≤ｑ≤ｎ，记 Ｗｐ，ｑｎ （Ｒ）＝

ａ０ ０ … ０ ａ１，ｐ ０ … ０ ａ１，ｑ ０ … ０
０ ａ０ … ０ ａ２，ｐ ０ … ０ ａ２，ｑ ０ … ０
           

０ ０ … ａ０ ａｐ－１，ｐ ０ … ０ ａｐ－１，ｑ ０ … ０
０ ０ … ０ ａ０ ０ … ０ ａｐ，ｑ ０ … ０
           

０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ａｑ－１，ｑ ０ … ０
０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ａ０ ０ … ０
           

０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ０ ０ … ａ































０

｜ａ０，ａｉｊ∈









































Ｒ。

引理 １３ 设 Ｒ是 ｒｅｄｕｃｅｄ环。如果 ＡＢ＝０，那么［Ａ·Ｂ］ｉ，ｊ＝０，其中 Ａ，Ｂ∈Ｗｐ
，ｑ
ｎ （Ｒ），１≤ｉ，ｊ≤ｎ。

证明 设Ａ＝

ａ０ ０ … ０ ａ１，ｐ ０ … ０ ａ１，ｑ ０ … ０
０ ａ０ … ０ ａ２，ｐ ０ … ０ ａ２，ｑ ０ … ０
           

０ ０ … ａ０ ａｐ－１，ｐ ０ … ０ ａｐ－１，ｑ ０ … ０
０ ０ … ０ ａ０ ０ … ０ ａｐ，ｑ ０ … ０
           

０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ａｑ－１，ｑ ０ … ０
０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ａ０ ０ … ０
           

０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ０ ０ … ａ































０

，

Ｂ＝

ｂ０ ０ … ０ ｂ１，ｐ ０ … ０ ｂ１，ｑ ０ … ０
０ ｂ０ … ０ ｂ２，ｐ ０ … ０ ｂ２，ｑ ０ … ０
           

０ ０ … ｂ０ ｂｐ－１，ｐ ０ … ０ ｂｐ－１，ｑ ０ … ０
０ ０ … ０ ｂ０ ０ … ０ ｂｐ，ｑ ０ … ０
           

０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ｂｑ－１，ｑ ０ … ０
０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ｂ０ ０ … ０
           

０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ０ ０ … ｂ































０

∈Ｗｐ，ｑｎ （Ｒ），满足

ＡＢ＝０。因此有
ａ０ｂ０＝０， （１）

ａ０ｂ１，ｐ＋ａ１，ｐｂ０＝０， （２）
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ａ０ｂ２，ｐ＋ａ２，ｐｂ０＝０， （３）
… … … …

ａ０ｂｐ－１，ｐ＋ａｐ－１，ｐｂ０＝０， （４）
ａ０ｂ１，ｑ＋ａ１，ｐｂｐ，ｑ＋ａ１，ｑｂ０＝０， （５）
ａ０ｂ２，ｑ＋ａ２，ｐｂｐ，ｑ＋ａ２，ｑｂ０＝０， （６）

… … … …

ａ０ｂｐ－１，ｑ＋ａｐ－１，ｐｂｐ，ｑ＋ａｐ－１，ｑｂ０＝０， （７）
ａ０ｂｐ，ｑ＋ａｐ，ｑｂ０＝０， （８）
ａ０ｂｐ＋１，ｑ＋ａｐ＋１，ｑｂ０＝０， （９）

… … … …

ａ０ｂｑ－１，ｑ＋ａｑ－１，ｑｂ０＝０。 （１０）
因 Ｒ是一个 ｒｅｄｕｃｅｄ环，由式（１）得，ｂ０ａ０＝０。给 （２）×ａ０得，ａ０ｂ１，ｐａ０＝０，又因 Ｒ是 ｒｅｄｕｃｅｄ环，所以
ａ０ｂ１，ｐ＝０，因此 ａ１，ｐｂ０＝０。因 Ｒ是一个 ｒｅｄｕｃｅｄ环，所以 ｂ０ａ１，ｐ＝０。同理由式（２）～（４）和（８）～（１０）可得，
对２≤ｋ≤ｐ－１，有 ａ０ｂｋ，ｐ＝０，ａｋ，ｐｂ０＝０．对 ｐ≤ｓ≤ｑ－１，有 ａ０ｂｓ，ｑ＝０，ａｓ，ｑｂ０＝０。又由 Ｒ是ｒｅｄｕｃｅｄ环得，
对 ｐ≤ｓ≤ｑ－１，有 ｂｓ，ｑａ０＝０。给（５）×ａ０得，ａ０ｂ１，ｑａ０＝０，所以 ａ０ｂ１，ｑ＝０，因此式（５）变为：

ａ１，ｐｂｐ，ｑ＋ａ１，ｑｂ０＝０， （５′）
给（５）′×ａ１，ｐ得，ａ１，ｐｂｐ，ｑａ１，ｐ＝０，所以 ａ１，ｐｂｐ，ｑ＝０，因此 ａ１，ｑｂ０＝０。同理由式（６），（７）可得，对２≤ｋ≤ｐ－１，
有 ａ０ｂｋ，ｑ＝０，ａｋ，ｐｂｐ，ｑ＝０，ａｋ，ｑｂ０＝０。

综上所述，对所有的 ｉ，ｊ，有［Ａ·Ｂ］ｉ，ｊ＝０。
定理 １１ 设 Ｒ是 ｒｅｄｕｃｅｄ环。则当 ｎ≥２时，Ｗｐ，ｑｎ （Ｒ）是Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。

证明 显然 Ｗｐ，ｑｎ （Ｒ）是环。设α（ｘ）＝∑
ｕ

ｉ＝０
Ａｉｘｉ＝（ｆｉ，ｊ），β（ｘ）＝∑

ｖ

ｊ＝０
Ｂｊｘｊ＝（ｇｉ，ｊ）∈Ｗｐ

，ｑ
ｎ （Ｒ）［ｘ］，满足

α（ｘ）β（ｘ）＝０。那么 ｆｉ，ｊ，ｇｉ，ｊ∈Ｒ［ｘ］，且（ｆｉ，ｊ）（ｇｉ，ｊ）＝０。由引理１１，引理１２和引理１３，可得 Ｗ
ｐ，ｑ
ｎ （Ｒ）

是Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环。
定理 １２ 设 Ｒ是 ｒｅｄｕｃｅｄ环。则当 ｎ≥３时，Ｗｐ，ｑｎ （Ｒ）是半交换环。

证明 设 Ａ＝

ａ０ ０ … ０ ａ１，ｐ ０ … ０ ａ１，ｑ ０ …

０ ａ０ … ０ ａ２，ｐ ０ … ０ ａ２，ｑ ０ … ０
           

０ ０ … ａ０ ａｐ－１，ｐ ０ … ０ ａｐ－１，ｑ ０ … ０
０ ０ … ０ ａ０ ０ … ０ ａｐ，ｑ ０ … ０
           

０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ａｑ－１，ｑ ０ … ０
０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ａ０ ０ … ０
           

０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ０ ０ … ａ































０

，

Ｂ＝

ｂ０ ０ … ０ ｂ１，ｐ ０ … ０ ｂ１，ｑ ０ … ０
０ ｂ０ … ０ ｂ２，ｐ ０ … ０ ｂ２，ｑ ０ … ０
           

０ ０ … ｂ０ ｂｐ－１，ｐ ０ … ０ ｂｐ－１，ｑ ０ … ０
０ ０ … ０ ｂ０ ０ … ０ ｂｐ，ｑ ０ … ０
           

０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ｂｑ－１，ｑ ０ … ０
０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ｂ０ ０ … ０
           

０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ０ ０ … ｂ































０

∈Ｗｐ，ｑｎ （Ｒ），满足 ＡＢ＝０。再设
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Ｃ＝

ｃ０ ０ … ０ ｃ１，ｐ ０ … ０ ｃ１，ｑ ０ … ０
０ ｃ０ … ０ ｃ２，ｐ ０ … ０ ｃ２，ｑ ０ … ０
           

０ ０ … ｃ０ ｃｐ－１，ｐ ０ … ０ ｃｐ－１，ｑ ０ … ０
０ ０ … ０ ｃ０ ０ … ０ ｃｐ，ｑ ０ … ０
           

０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ｃｑ－１，ｑ ０ … ０
０ ０ … ０ ０ ０ … ０ ｃ０ ０ … ０
           ０

… ０ ０ ０ … ０ ０ ０ … ｃ

































０

∈Ｗｐ，ｑｎ （Ｒ），

因 Ｒ是半交换环，由式（１）得，ａ０ｃ０ｂ０＝０。只需证 ＡＣＢ的第ｐ，ｑ列全为零。第 ｐ列为ａ０ｃ０ｂｔ，ｐ＋（ａ０ｃｔ，ｐ＋
ａｔ，ｐｃ０）ｂ０（１≤ｔ≤ｐ－１）。因为 ａ０ｂｔ，ｐ＝ａｔ，ｔｂｔ，ｐ，ａｔ，ｐｂ０＝ａｔ，ｐｂｐ，ｐ，由引理２３知，ａｔ，ｔｂｔ，ｐ＝０，ａｔ，ｐｂｐ，ｐ＝０，因 Ｒ
是半交换环，故 ａ０ｃ０ｂｔ，ｐ＝０，ａ０ｃｔ，ｐｂ０＝０，ａｔ，ｐｃ０ｂ０＝０，那么第 ｐ列全为零。第 ｑ列为ａ０ｃ０ｂｔ，ｑ＋（ａ０ｃｔ，ｐ＋
ａｔ，ｐｃ０）ｂｐ，ｑ＋（ａ０ｃｔ，ｑ＋ａｔ，ｐｃｔ，ｑ＋ａｔ，ｑｃ０）ｂ０（１≤ｔ≤ｐ－１），ａ０ｃ０ｂｓ，ｑ＋（ａ０ｃｓ，ｑ＋ａｓ，ｑｃ０）ｂ０（ｐ≤ｓ≤ｑ－１）。因为

ａ０ｂｔ，ｑ＝ａｔ，ｔｂｔ，ｑ，ａ０ｂｐ，ｑ＝ａｐ，ｐｂｐ，ｑ，ａｔ，ｐｂ０＝ａｔ，ｐｂｐ，ｐ，ａｔ，ｑｂ０＝ａｔ，ｑｂｑ，ｑ，ａ０ｂｓ，ｑ＝ａｓ，ｓｂｓ，ｑ，ａｓ，ｑｂ０＝ａｓ，ｑｂｑ，ｑ，由引理

１３知，ａｔ，ｔｂｔ，ｑ＝０，ａｐ，ｐｂｐ，ｑ＝０，ａｔ，ｐｂｐ，ｐ＝０，ａｔ，ｑｂｑ，ｑ＝０，ａｔ，ｐｂｐ，ｑ＝０，ａｓ，ｓｂｓ，ｑ＝０，ａｓ，ｑｂｑ，ｑ＝０，因 Ｒ是半交换
环，故 ａ０ｃ０ｂｔ，ｑ＝０，ａ０ｃｔ，ｐｂｐ，ｑ＝０，ａｔ，ｐｃ０ｂｐ，ｑ＝０，ａ０ｃｔ，ｑｂ０＝０，ａｔ，ｐｃｔ，ｑｂ０＝０，ａｔ，ｑｃ０ｂ０＝０，ａ０ｃ０ｂｓ，ｑ＝０，

ａｓ，ｑｃ０ｂ０＝０，那么第 ｑ列全为零。
推论 １１［３］ 设 Ｒ是 ｒｅｄｕｃｅｄ环。则

Ｗ２，３３ （Ｒ）＝
ａ ｂ ｃ
０ ａ ｄ
０ ０









ａ
｜ａ，ｂ，ｃ，ｄ∈{ }Ｒ

既是Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环又是半交换环。
推论 １２ 设 Ｒ是 ｒｅｄｕｃｅｄ环。则

Ｗｎ－１ｎ （Ｒ）＝

ａ ０ … ０ ａ１，ｎ－１ ａ１，ｎ
０ ａ … ０ ａ２，ｎ－１ ａ１，ｎ
     

０ ０ … ０ ａ ａｎ－１，ｎ
０ ０ … ０ ０















ａ

｜ａ，ａｉｊ∈

























Ｒ

既是Ａｒｍｅｎｄａｒｉｚ环又是半交换环。
文献［６］中定理１是推论１２的前半部分。
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