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１ 问题的阐述

线性二次最优控制问题不但可以模拟现实世界中的很多现象，而且可以近似一些复杂问题，同时其结

构又相对简单，处理方便，因而成为现代控制理论中的一类重要问题．不管是确定性的情形，还是随机情
形，都已经得到很多经典的结果，它们是现代控制不可或缺的部分．

一个随机线性二次（ＬＱ）最优控制问题，当状态和控制的权重矩阵为不定时，称为不定 ＬＱ问题．不定随
机ＬＱ理论已经得到进一步的发展，而且在金融中有了广泛的应用．Ｓ．Ｃｈｅｎ，Ｘ．Ｌｉ，Ｘ．Ｚｈｏｕ［１］和 Ｍ．ＡｉｔＲａ
ｍｉ，Ｊ．Ｂ．ＭｏｏｒｅａｎｄＸ．Ｙ．Ｚｈｏｕ［２］在完全可观测信息的假定下，考虑了不定控制权重的随机ＬＱ最优控制问题．
事实上，控制系统的状态不可能完全被观测到．本文将研究一类部分信息下的不定随机ＬＱ问题．

给定有限时间区间［０，Ｔ］，令（Ω，Ｆ，Ｐ）为带有自然信息流Ｆｔ＝σ｛Ｗｓ，Ｖｓ；０ｓｔ｝的完备概率空间，其
中 Ｗ（ｔ），Ｖ（ｔ）分别为定义在该概率空间上的一维标准布朗运动．

考虑下面的具有不定控制权重的部分可观测的随机ＬＱ最优控制问题：
ｄｘ（ｔ）＝［Ａ（ｔ）ｘ（ｔ）＋Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ＋ｇ（ｔ）ｄＷ（ｔ），
ｄｙ（ｔ）＝Ｈ（ｔ）ｘ（ｔ）ｄｔ＋σ（ｔ）ｄＶ（ｔ），ｙ（ｓ）＝０{ ，
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Ｊ（ｓ，ｘｓ；ｕ（·））＝Ｅ∫
Ｔ

ｓ
［ｘ′（ｔ）Ｑ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ｕ′（ｔ）Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ＋ｘ′（Ｔ）Ｆｘ（Ｔ{ }）． （２）

这里 ｘ（ｓ）＝ｘｓ∈Ｒｎ，ｙ（ｔ）∈Ｒｍ，Ｆ和Ｑ（ｔ）为 ｎ×ｎ对称矩阵，Ｒ（ｔ）为对称 ｎｕ×ｎｕ非负定矩阵，且矩阵

Ｒ（ｔ）和 Ｑ（ｔ）的各元素是关于 ｔ的有界函数．Ａ（ｔ），Ｂ（ｔ），Ｈ（ｔ）分别为 ｎ×ｎ，ｎ×ｎｕ，ｍ×ｎ确定性矩
阵，且有

｜Ａｉｊ（ｔ）｜ ｃ，｜Ｂｉｊ（ｔ）｜ ｃ，｜ｇｉ（ｔ）｜ ｃ，∫
Ｔ

ｓ
Ｈ２ｉｊ（ｔ）ｄｔ＜∞，∫

Ｔ

ｓ
σ
２
ｉ（ｔ）ｄｔ＜∞．

同时假定［σ（ｔ）σ′（ｔ）］－１存在且一致有界．ｘｓ是可观测的正态随机变量，其具有有限均值和方差，且与标准

布朗运动 Ｖ及Ｗ相互独立．记Ｇｔ＝σ｛ｙ（ｒ）：ｓ ｒ ｔ｝．若 ｕ（ｔ）∈Ｕａｄ＝Ｌ２Ｆ（０，Ｔ；Ｒｎ
ｕ
）且关于Ｇｔ适应，

则称 ｕ（ｔ）为容许控制，ｓ ｔ Ｔ．
我们的最优控制问题是：对给定的（ｓ，ｘｓ）∈［０，Ｔ］×Ｒｎ，寻求 ｕ（·）∈Ｕａｄ，使目标泛函 Ｊ（ｓ，ｘｓ；ｕ（·））

达到最小．
Ｂｅｎｓｏｕｓｓａｎ［３］也考虑了形如（２）的最优ＬＱ问题，但是他不可避免地假定了控制权重是正定的这一条件．

因此其结果可以看作本文结果的一个特例．

２ 主要结果

下面的定理说明，一般Ｒｉｃｃａｔｉ方程（３）可解为ＬＱ问题（１），（２）适定及存在最优线性反馈控制的充分条
件，并且任何反馈控制都可以由此Ｒｉｃｃａｔｉ方程的解来表示．

定理 ２．１ 若一般Ｒｉｃｃａｔｉ方程（ＧＲＥ）
Ｐ＋ＰＡ＋Ａ′Ｐ－ＰＢＲ＋Ｂ′Ｐ＋Ｑ＝０，Ｐ（Ｔ）＝Ｆ，
ＲＲ＋Ｂ′Ｐ－Ｂ′Ｐ＝０，Ｒ

{ ０
（３）

有解，则ＬＱ问题（１），（２）为适定的；且对初值（ｓ，ｘｓ）∈［０，Ｔ］×Ｒｎ，任一最优控制有下述形式：

ｕ（Ｙ，Ｚ）（ｔ）＝－［Ｒ＋（ｔ）Ｂ′（ｔ）Ｐ（ｔ）＋Ｙ（ｔ）－Ｒ＋（ｔ）Ｒ（ｔ）Ｙ（ｔ）］^ｘ（ｔ）＋Ｚ（ｔ）－Ｒ＋（ｔ）Ｒ（ｔ）Ｚ（ｔ），（４）
相应的值函数为

Ｖ（ｓ，^ｘｓ）＝ＥｘｓＰ（ｓ）Ｅｘｓ＋∫
Ｔ

ｓ
Ｔｒ［ＳＨ′（σσ′）－１ＨＳＰ］（ｔ）ｄｔ＋∫

Ｔ

ｓ
Ｔｒ（ＱＳ）（ｔ）ｄｔ＋Ｔｒ［ＦＳ（Ｔ）］． （５）

这里 Ｙ（·）∈ Ｌ２Ｇ（ｓ，Ｔ；Ｒｎｕ×ｎ），Ｚ（·）∈ Ｌ２Ｇ（ｓ，Ｔ；Ｒｎｕ），^ｘ（ｔ）＝Ｅ［ｘ（ｔ）｜Ｇｔ］满足

ｄ^ｘ（ｔ）＝［Ａ（ｔ）^ｘ（ｔ）＋Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ＋Ｓ（ｔ）Ｈ′（ｔ）［σ（ｔ）σ′（ｔ）］－１［ｄｙ（ｔ）－Ｈ（ｔ）^ｘ（ｔ）ｄｔ］，
Ｓ（ｔ）＝Ｅ［（ｘ（ｔ）－ｘ^（ｔ））（ｘ（ｔ）－ｘ^（ｔ））′］是下述方程的解：

ｄＳ（ｔ）＝（Ａ（ｔ）Ｓ（ｔ）＋Ｓ（ｔ）Ａ′（ｔ）－Ｓ（ｔ）Ｈ′（ｔ）［σ（ｔ）σ′（ｔ）］－１Ｈ（ｔ）Ｓ（ｔ）＋ｇ（ｔ）ｇ′（ｔ））ｄｔ．
证明 利用［１］中定理１２．１，我们知道 ｘ^（ｔ）满足
ｄ^ｘ（ｔ）＝［Ａ（ｔ）^ｘ（ｔ）＋Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ＋Ｓ（ｔ）Ｈ′（ｔ）［σ（ｔ）σ′（ｔ）］－１［ｄｙ（ｔ）－Ｈ（ｔ）^ｘ（ｔ）ｄｔ］， （６）

其中 Ｓ（ｔ）＝Ｅ［（ｘ（ｔ）－ｘ^（ｔ））（ｘ（ｔ）－ｘ^（ｔ））′］是下述方程的解：
ｄＳ（ｔ）＝（Ａ（ｔ）Ｓ（ｔ）＋Ｓ（ｔ）Ａ′（ｔ）－Ｓ（ｔ）Ｈ′（ｔ）［σ（ｔ）σ′（ｔ）］－１Ｈ（ｔ）Ｓ（ｔ）＋ｇ（ｔ）ｇ′（ｔ））ｄｔ． （７）

若记ｄｙ（ｔ）－Ｈ（ｔ）^ｘ（ｔ）ｄｔ＝σ（ｔ）ｄ^Ｖ（ｔ），则易知 Ｖ^（ｔ）为一维标准可观测布朗运动．
注意到（６），（７），并利用分离原理技术，（２）可改写为

Ｊ（ｕ（·））＝Ｅ∫
Ｔ

ｓ
［^ｘ′（ｔ）Ｑ（ｔ）^ｘ（ｔ）＋ｕ′（ｔ）Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ＋ｘ^′（Ｔ）Ｆ^ｘ（Ｔ{ }）＋

∫
Ｔ

ｓ
Ｔｒ［Ｑ（ｔ）Ｓ（ｔ）］ｄｔ＋Ｔｒ［ＦＳ（Ｔ）］．

若记

Ｚ ＝∫
Ｔ

ｓ
Ｔｒ［Ｑ（ｔ）Ｓ（ｔ）］ｄｔ＋Ｔｒ［ＦＳ（Ｔ）］，

Ｊ^（ｕ（·））＝Ｅ∫
Ｔ

ｓ
［^ｘ′（ｔ）Ｑ（ｔ）^ｘ（ｔ）＋ｕ′（ｔ）Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ＋ｘ^′（Ｔ）Ｆ^ｘ（Ｔ{ }），
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则有 Ｊ（ｕ（·）＝Ｊ^（ｕ（·））＋Ｚ．因为 Ｓ（ｔ）与 ｕ无关，所以Ｚ与 ｕ无关．因此使得 Ｊ（ｕ（·））达到最小值的最
优控制 ｕ（·）也能使得 Ｊ^（ｕ（·））达到最小值．

从而，不完全可观测信息下的ＬＱ问题（１），（２）被等价转化成下述完全可观测信息下的ＬＱ问题：
ｄ^ｘ（ｔ）＝［Ａ（ｔ）^ｘ（ｔ）＋Ｂ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ＋Ｓ（ｔ）Ｈ′（ｔ）［σ（ｔ）σ′（ｔ）］－１σ（ｔ）ｄ^Ｖ（ｔ），

Ｊ^（ｓ，Ｔ；ｕ（·））＝Ｅ∫
Ｔ

ｓ
［^ｘ′（ｔ）Ｑ（ｔ）^ｘ（ｔ）＋ｕ′（ｔ）Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）］ｄｔ＋ｘ^′（Ｔ）Ｆ^ｘ（Ｔ{ }）{ ．

（８）

为方便起见，我们记 Ｓ（ｔ）Ｈ′（ｔ）［σ（ｔ）σ′（ｔ）］－１σ（ｔ）＝Ｇ（ｔ）．因为下面的证明类似于［２］，所以我们仅
给出主要步骤．

若 Ｐ为ＧＲＥ（３）的解，则利用伊滕公式得

Ｅ［^ｘ（Ｔ）Ｐ（Ｔ）^ｘ（Ｔ）］＝ｘ^′（ｓ）Ｐ（ｓ）^ｘ（ｓ）＋Ｅ∫
Ｔ

ｓ
［^ｘ′（Ｐ＋Ａ′Ｐ＋ＰＡ）^ｘ］（ｔ）ｄ{ }ｔ＋

Ｅ∫
Ｔ

ｓ
［２ｕ′Ｂ′Ｐ^ｘ＋Ｇ′ＰＧ］（ｔ）ｄ{ }ｔ．

给定 Ｙ（·）∈ Ｌ２Ｇ（ｓ，Ｔ；Ｒｎ×ｎ），Ｚ（ｔ）∈ Ｌ２Ｇ（ｓ，Ｔ；Ｒｎ），令

ｍ（ｔ）＝Ｙ（ｔ）－Ｒ（ｔ）＋Ｒ（ｔ）Ｙ（ｔ），ｎ（ｔ）＝Ｚ（ｔ）－Ｒ（ｔ）＋Ｒ（ｔ）Ｚ（ｔ），
易知 Ｒ（ｔ）ｍ（ｔ）＝Ｒ＋（ｔ）ｍ（ｔ）＝Ｒ（ｔ）ｎ（ｔ）＝Ｒ＋（ｔ）ｎ（ｔ）＝０，Ｐ（ｔ）Ｂ（ｔ）ｍ（ｔ）＝Ｐ（ｔ）Ｂ（ｔ）ｎ（ｔ）＝０，
则

Ｊ^（ｓ，^ｘ（ｓ）；ｕ（·））＝ｘ^（ｓ）Ｐ（ｓ）^ｘ（ｓ）＋Ｅ∫
Ｅ

ｓ
［^ｘ′（Ｐ＋Ａ′Ｐ＋ＰＡ＋Ｑ）^ｘ］＋

２ｕ′Ｂ′Ｐ^ｘ＋Ｇ′ＰＧ＋ｕ′Ｒｕ］（ｔ）ｄｔ＝ｘ^′（ｓ）Ｐ（ｓ）^ｘ（ｓ）＋

Ｅ∫
Ｔ

ｓ
｛^ｘ′（Ｐ＋Ａ′Ｐ＋ＰＡ＋Ｑ－ＰＢＲ＋Ｂ′Ｐ）^ｘ＋

［ｕ＋（Ｒ＋Ｂ′Ｐ＋ｍ）^ｘ＋ｎ］′Ｒ［ｕ＋（Ｒ＋Ｂ′Ｐ＋ｍ）^ｘ＋ｎ］＋Ｇ′ＰＧ｝（ｔ）ｄｔ，
因此当控制为 ｕ（ｔ）＝－［Ｒ＋（ｔ）Ｂ′（ｔ）Ｐ（ｔ）＋ｍ（ｔ）］^ｘ（ｔ）＋ｎ（ｔ）时，^Ｊ达到最小，且有

Ｖ（ｓ，^ｘｓ）＝ｘ^（ｓ）′Ｐ（ｓ）^ｘ（ｓ）＋Ｅ［∫
Ｔ

ｓ
Ｇ′（ｔ）Ｐ（ｔ）Ｇ（ｔ）ｄｔ］＋Ｚ ＝

ＥｘｓＰ（ｓ）Ｅｘｓ＋∫
Ｔ

ｓ
Ｔｒ［ＳＨ′（σσ′）－１ＨＳＰ］（ｔ）ｄｔ＋∫

Ｔ

ｓ
Ｔｒ（Ｑ（ｔ）Ｓ（ｔ））ｄｔ＋Ｔｒ［ＦＳ（Ｔ）］．

下面仅需证明任何最优控制都可以表示成（４）的形式．若令 ｕ（·）为最优的，则有
Ｒ１?２（ｔ）［ｕ（ｔ）＋（Ｒ＋（ｔ）Ｂ′（ｔ）Ｐ（ｔ）＋ｍ（ｔ））^ｘ（ｔ）＋ｎ（ｔ）］＝０，
Ｒ（ｔ）ｕ（ｔ）＋Ｂ′（ｔ）Ｐ（ｔ）^ｘ（ｔ）＝０，ａ．ｅ．ｔ∈［ｓ，Ｔ］．

由于 ＲＲ＋Ｂ′Ｐ－Ｂ′Ｐ＝０，那么
ｕ（ｔ）＝－Ｒ＋（ｔ）Ｂ′（ｔ）Ｐ（ｔ）^ｘ（ｔ）＋Ｚ（ｔ）－Ｒ＋（ｔ）Ｒ（ｔ）Ｚ（ｔ），

即 ｕ（·）可以表示为形式（４）．
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［６］ＳＣｈｅｎ，ＸＹＺｈｏｕ．Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃｌｉｎｅａｒｑｕａｄｒａｔｉｃｒｅｇｕｌａｔｏｒｓｗｉｔｈｉｎｄｅｆｉｎｉｔｅｃｏｎｔｒｏｌｗｅｉｇｈｔｃｏｓｔｓ，ＩＩ［Ｊ］．ＳＩＡＭＪＣｏｎｔｒｏｌ＆Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，
２０００，３９：１０６５～１０８１．

（编辑：冯保初）
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４ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４２卷


