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一类二部图的（ｄ，１）全标号

马巧灵，张苏梅
（济南大学理学院，山东 济南 ２５００２２）

摘要：图 Ｇ的一个ｋ（ｄ，１）全标号是一个映射ｆ：Ｖ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ）→｛０，１，２…，ｋ｝，使得（１）相邻的顶点标不同的号；
（２）相邻的边标不同的号；（３）顶点与所关联的边标号数相差至少为 ｄ（ｄ≥２）。图 Ｇ的（ｄ，１）全标号数定义为Ｇ
有一个 ｋ（ｄ，１）全标号的最小的ｋ值。给出了一类二部图的（ｄ，１）－全标号数。
关键词：二部图；（ｄ，１）全标号；（ｄ，１）全标号数
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ｕｅ．Ｓｏｍｅｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅ（ｄ，１）ｔｏｔａｌｌａｂｅｌｌｉｎｇｎｕｍｂｅｒｆｏｒｓｏｍｅｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈｓｗｅｒｅｇｉｖｅｎ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈｓ；（ｄ，１）ｔｏｔａｌｌａｂｅｌｌｉｎｇ；（ｄ，１）ｔｏｔａｌｌａｂｅｌｌｉｎｇｎｕｍｂｅｒ

０ 引言

当今世界，信息技术的发展突飞猛进，其通信技术正朝着高性能、多用途和方便用户的方向迅速发展。

无线电频率资源逐渐成为一种紧缺资源，频率资源分配问题作为一个资源优化配置问题摆在人们面前。频

率分配问题是对每个无线电发射台分配一个频率，使得相互干扰的无线电发射台所分配的频率的间隔在允

许的范围之内。解决这个问题的一个数学模型就是图上的距离２标号问题，又称 Ｌ（２，１）标号问题。
设Ｚ为非负整数集合，ｆ：Ｖ（Ｇ）→Ｚ为一个映射，若对任意的 ｘ，ｙ∈Ｖ（Ｇ），满足当 ｄＧ（ｘ，ｙ）＝１时，有

｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜≥２；当 ｄＧ（ｘ，ｙ）＝２时，有｜ｆ（ｘ）－ｆ（ｙ）｜≥１，则称 ｆ为Ｇ的一个的Ｌ（２，１）标号。图的一个
ｋＬ（２，１）标号是指图的一个Ｌ（２，１）标号使得所有标号都不超过ｋ并且至少有一个点的标号为ｋ。称使 Ｇ
有一个ｋＬ（２，１）标号的最小ｋ值为图Ｇ的Ｌ（２，１）标号数，记为λ（Ｇ）。１９９２年，Ｇｒｉｇｇｓ和 Ｙｅｈ首先提出和
研究了图的 Ｌ（２，１）标号问题［１］，确定了λ（Ｐｎ），λ（Ｃｎ）和λ（Ｗｎ）的具体数值。他们证明了一般图的

Ｌ（２，１）标号问题是ＮＰ完备的，而且对最大度为Δ≥１的图 Ｇ，λ（Ｇ）≤Δ２＋２Δ，Ｇｒｉｇｇｓ和 Ｙｅｈ猜想对任何最
大度为Δ的图，总有λ（Ｇ）≤Δ２。

要直接证明Ｇｒｉｇｇｓ和Ｙｅｈ的猜想比较困难。目前，关于图的 Ｌ（２，１）标号问题的研究大都集中在证明
该猜想对某些特殊图成立。Ｇｅｏｒｇｅｓ给出了许多有意义的结果［２，３］。张苏梅和马巧灵在［４７］中研究了几类
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特殊图的推广的标号问题，得出了较好的结果。１９９５年，Ｗｈｉｔｔｌｅｓｅｙ，Ｇｅｏｒｇｅｓ和 Ｍａｕｒｏ考虑了关联图的
Ｌ（２，１）标号问题［８］。图 Ｇ的关联图Ｒ（Ｇ）是用长度为 ２的路替换 Ｇ中的每条边后得到的图，Ｒ（Ｇ）的
Ｌ（２，１）标号问题等价于在原图上的（２，１）全标号问题。
设 ｄ是一个非负整数，图 Ｇ的一个 ｋ（ｄ，１）全标号是一个映射 ｆ：Ｖ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ）→｛０，１，…，ｋ｝，且满足：
（１）对任意２个相邻点 ｕ和ｖ，有｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ）｜≥１；
（２）对任意２个相邻边 ｅ和ｅ′，有｜ｆ（ｅ）－ｆ（ｅ′）｜≥１；
（３）对任意２个相关联的点 ｕ和边ｅ，有｜ｆ（ｕ）－ｆ（ｅ）｜≥ｄ。

图 Ｇ的（ｄ，１）全标号数λＴｄ（Ｇ）定义为 Ｇ有一个ｋ（ｄ，１）全标号的最小的ｋ值。注意到当 ｄ＝１时，图 Ｇ的
（ｄ，１）全标号就对应于图Ｇ的点边全染色，这种情况已被广泛研究。因此，图 Ｇ的（ｄ，１）全标号不仅是对
图的全染色的一种推广，也与图的距离２标号问题密切相关，故对它的研究有重要意义。图 Ｇ的（ｄ，１）全
标号是由Ｈａｖｅｔ和Ｙｕ在［９］中首先提出并研究，正式发表在［１０］。

引理 １１［１０］ 图 Ｇ的最大度为Δ，那么
（１）λＴｄ（Ｇ）≥Δ＋ｄ－１；
（２）如果 Ｇ是Δ正则图，则λＴｄ（Ｇ）≥Δ＋ｄ；
（３）如果 ｄ≥Δ，则λＴｄ（Ｇ）≥Δ＋ｄ。
用χ（Ｇ），χ′（Ｇ）分别表示图 Ｇ的点色数和边色数，则根据（ｄ，１）全标号的定义可得下面结论。
引理 １２［１０］ 对任意图 Ｇ，有
（１）λＴｄ（Ｇ）≤χ（Ｇ）＋χ′（Ｇ）＋ｄ－２；
（２）λＴｄ（Ｇ）≤２Δ＋ｄ－１。
由于二部图的点色数是２，而边色数是Δ，根据引理１１和引理１２可得到二部图的（ｄ，１）全标号数。
引理 １３［１１］ 若图 Ｇ是二部图，则有Δ＋ｄ－１≤λＴｄ（Ｇ）≤Δ＋ｄ。

２ 二部图的（ｄ，１）全标号

根据引理１３，对于二部图 Ｇ，有Δ＋ｄ－１≤λＴｄ（Ｇ）≤Δ＋ｄ。自然地，可以把二部图分为两类，称满足

λ
Ｔ
ｄ（Ｇ）＝Δ＋ｄ－１的图为第一类图，而满足λＴｄ（Ｇ）＝Δ＋ｄ的图为第二类图。根据引理１１可知，正则的二
部图或 ｄ≥Δ的二部图是第二类的。显然，对于 ｄ＜Δ，讨论二部图的分类是很有意义的。本节主要研究了
一类二部图的分类问题给出了若干结果。

定义 ２１ 定义图 Ｇｍ×ｎ，对于两组自然数｛１，２，…，ｍ｝和｛１，２，…，ｎ｝，Ｖ（Ｇｍ×ｎ）：＝｛（ｉ，ｊ）：ｉ∈｛１，２，

…，ｍ｝，ｊ∈｛１，２，…，ｎ｝｝Ｅ（Ｇｍ×ｎ）：＝｛（ｉ，ｊ）（ｋ，ｌ）：｜ｉ－ｋ｜＋｜ｊ－ｌ｜＝１，（ｉ，ｊ），（ｋ，ｌ）∈Ｖ（Ｇｍ×ｎ）｝，则 Ｇｍ×ｎ
叫作ｍ×ｎ生成图。

根据上述定义，由于 Ｇｍ×ｎ与Ｇｎ×ｍ同构，下面不妨只对 ｍ≤ｎ的情况讨论。

Ｃ．Ｎ．Ｃａｍｐｏｓ，Ｃ．Ｐ．ｄｅＭｅｌｌｏ在［１１］中讨论了 ｄ＝１时，图 Ｇｍ×ｎ的分类问题。
首先给出几个有用的引理。

引理 ２１ 对任意图 Ｇ１、Ｇ２，若Ｇ１Ｇ２，则λ
Ｔ
ｄ（Ｇ１）≤λ

Ｔ
ｄ（Ｇ２）。

引理 ２２ 设 ｄ≥２，对任意图 Ｇ，若由图 Ｇ的所有最大度点构成的导出子图中含有Ｋ１，ｒ且Δ－ｄ＜ｒ，则

λ
Ｔ
ｄ（Ｇ）≥Δ＋ｄ。
证明 因为图 Ｇ的最大度点导出子图中含有Ｋ１，ｒ，为方便讨论，不妨设最大度点为 ｖ１，ｖ２…，ｖｒ都和另

一个最大度点ｕ相邻。如果λＴｄ（Ｇ）≤Δ＋ｄ－１，根据引理１１及（ｄ，１）全标号的定义，必有λＴｄ（Ｇ）＝Δ＋ｄ－
１，且任一个最大度点必标０或Δ＋ｄ－１。不妨设 ｕ标０，则 ｖ１，ｖ２…，ｖｒ必都标Δ＋ｄ－１。则边 ｕｖｉ（ｉ＝１，２，
…，ｒ）的标号需回避２ｄ个标号数。而这样的边至少有 ｒ条，所以有Δ＋ｄ－２ｄ＝Δ－ｄ≥ｒ，显然与已知条件
矛盾。引理２２得证。

定理 ２１ 设 ｄ≥２，若 ｍ≥４，ｎ≥５，则图 Ｇｍ×ｎ是第二类的。
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证明 对于图 Ｇｍ×ｎ，当 ｍ≥４，ｎ≥５时，根据图 Ｇｍ×ｎ的定义有Δ（Ｇｍ×ｎ）＝４，且图 Ｇｍ×ｎ中，最大度点的
导出子图一定含有 Ｋ１，３。当 ｄ≥４时，根据引理１１，图 Ｇｍ×ｎ是第二类的。当 ｄ＝２，３时，根据引理２２知：

λ
Ｔ
ｄ（Ｇ）≥Δ＋ｄ，所以图 Ｇｍ×ｎ是第二类的。
定理 ２２ 对于图 Ｇｍ×ｎ，当 ｍ＝３，ｎ＝５时，若 ｄ≥３，则图 Ｇｍ×ｎ是第二类的；若 ｄ＝２，则图 Ｇｍ×ｎ是第一类

图２１
Ｆｉｇ．２１

的。

证明 对于图 Ｇｍ×ｎ，当 ｍ＝３，ｎ＝５时，根据图 Ｇｍ×ｎ的定义有

Δ（Ｇ３×５）＝４，当 ｄ≥４时，根据引理 １１，图 Ｇ３×５是第二类的。且图 Ｇ３×５
中，最大度点的导出子图一定含有 Ｋ１，２。当 ｄ＝３时，根据引理 ２２知：

λ
Ｔ
ｄ（Ｇｍ×ｎ）≥Δ＋ｄ，所以图 Ｇ３×５是第二类的。当 ｄ＝２时，图２１给出了图

Ｇ３×５的一个（２，１）全标号，且其标号数为５，此时，图 Ｇ３×５是第一类的。
定理 ２３ 对于图 Ｇｍ×ｎ，当 ｍ＝４，ｎ＝４时，若 ｄ≥３，则图 Ｇｍ×ｎ是第

二类的；若 ｄ＝２时，则图 Ｇｍ×ｎ是第一类的。
证明 对于图 Ｇｍ×ｎ，当 ｍ＝４，ｎ＝４时，有Δ（Ｇ４×４）＝４，且其最大度点的导出子图一定含有 Ｋ１，２。当

ｄ≥３时，根据引理２２知：λＴｄ（Ｇ）≥Δ＋ｄ，所以图 Ｇ４×４是第二类的。当 ｄ＝２时，图２２给出了 Ｇ４×４的一个

图２２
Ｆｉｇ．２２

（２，１）全标号，且其标号数为５，此时，图 Ｇ４×４是第一类的。
根据引理２１，图 Ｇ３×４，Ｇ３×３都是 Ｇ４×４的子图，且其最大度相同，由定理 ２３

可得下面推论。

推论 当 ｄ＝２时，图 Ｇ３×４，Ｇ３×３都是第一类的。
定理 ２４ 当 ｄ≥３时，图 Ｇ３×３，Ｇ３×４是第二类的。
证明 当 ｄ＝３时，如图２３，假设图 Ｇ３×３是第一类的。则可以用λＴ３（Ｇ３×３）＝

Δ＋ｄ－１＝４＋３－１＝６，对图 Ｇｍ×ｎ，（ｍ＝３，ｎ＝３）进行全标号，显然最大度点只
能标｛０，６｝，不妨最大度标｛０｝，则其关联的四边只能标｛３，４，５，６｝，如图２３，与
标｛３｝的边关联的点 Ｈ只能标｛６｝，Ｂ点可以标｛１，２，３｝，但 Ｂ点若标｛２，３｝，则
边 ＡＢ，ＢＣ无法进行（３，１）全标号，所以点 Ｂ，Ｄ，Ｆ这三个三度点只能标｛１｝，才能有三个数｛４，５，６｝标关

图２３
Ｆｉｇ．２３

联的三条边，由于 ＢＩ，ＤＩ，ＦＩ可以选择｛４，５，６｝进行标号，显然，边 ＧＦ的标号可
能标｛４，５，６｝。

若 ｆ（ＧＦ）＝４，则 ｆ（Ｇ）＝０，那么边 ｆ（ＨＧ）＝３与 ｆ（ＨＩ）＝３矛盾，即点 Ｇ不能
标０，边 ＧＦ不能标４；

若 ｆ（ＧＦ）＝５，则 ｆ（Ｇ）＝２，此时边 ＨＧ无法进行（３，１）全标号；
若 ｆ（ＧＦ）＝６，则点 Ｇ可能标｛０，２，３｝。
由上边的证明可知：点 Ｇ不能标｛０，２｝；当 ｆ（Ｇ）＝３，显然 ｆ（ＧＨ）＝０相应的

边 ＡＨ只能标｛１，２｝。若 ｆ（ＡＨ）＝１，则点 Ａ只能标｛４，５｝，此时 ＡＢ无法进行（３，
１）全标号；若 ｆ（ＡＨ）＝２，则点 Ａ只能标｛５｝，此时边 ＡＢ无法进行（３，１）全标号。

综上所述：λ
Ｔ
３（Ｇ３×３）＞Δ＋ｄ－１＝６，所以 图 Ｇ３×３是第二类的。

由于Ｇ３×３Ｇ３×４，根据引理２１，有λＴ３（Ｇ３×３）≤λＴ３（Ｇ３×４），而λＴ３（Ｇ３×４）＞Δ＋ｄ－１＝６，所以图 Ｇ３×４也是
第二类的。

当 ｄ≥４＝Δ（Ｇｍ×ｎ）时，根据引理１１，图 Ｇｍ×ｎ是第二类的。所以当 ｄ≥３时，图 Ｇ３×３，Ｇ３×４是第二类的。
定理 ２５ 对于图 Ｇｍ×ｎ（ｍ＝２，ｎ≥４），当 ｄ≥２时，图 Ｇｍ×ｎ是第二类的。
证明 对于 Ｇｍ×ｎ，当 ｍ＝２，ｎ＝４时，根据图 Ｇｍ×ｎ的定义有Δ（Ｇ２×４）＝３，且图 Ｇ２×４中，最大度点的导出

子图一定含有 Ｋ１，２。当 ｄ≥２时，根据引理２２知：λ
Ｔ
ｄ（Ｇ）≥Δ＋ｄ，所以图 Ｇ２×４是第二类的。当 ｍ＝２，ｎ≥５

时，根据图 Ｇｍ×ｎ的定义有Δ（Ｇｍ×ｎ）＝３，且图 Ｇｍ×ｎ中，最大度点的导出子图一定含有 Ｋ１，３。根据引理 ２２
知：λ

Ｔ
ｄ（Ｇ）≥Δ＋ｄ，所以图 Ｇｍ×ｎ是第二类的。
定理 ２６ 对于图 Ｇｍ×ｎ（ｍ＝２，ｎ＝３），当 ｄ＝２时，则 Ｇ是第一类的。当 ｄ≥３时，则 Ｇ是第二类的。
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图２４
Ｆｉｇ．２４

证明 在图 Ｇｍ×ｎ，（ｍ＝２，ｎ＝３）中，Δ（Ｇ２×３）＝３，当 ｄ＝２时，只须用｛０，１，２，３，４｝，就
可以对 Ｇ２×３进行（２，１）全标号，即：λＴ２（Ｇ２×３）＝Δ＋ｄ－１＝３＋２－１＝４。如图２４。

所以图 Ｇ２×３是第一类的。
当 ｄ≥Δ（Ｇ２×３）＝３时，根据引理１１，图 Ｇ２×３是第二类的。
定理 ２７ 对于图 Ｇｍ×ｎ（ｍ＝２，ｎ＝２），当 ｄ≥２时，则 Ｇ２×２是第二类的。
证明 根据图 Ｇｍ×ｎ的定义：Δ（Ｇ２×２）＝２，当 ｍ＝２，ｎ＝２是圈，显然最大度点的导出子

图一定含有 Ｋ１，２。当 ｄ≥２时，根据引理２２知：λ
Ｔ
ｄ（Ｇ）≥Δ＋ｄ，所以图 Ｇ是第二类的。

３ 可进一步讨论的问题

当 ｍ＝３，ｎ＞５时，则 Ｇｍ×ｎ是第几类的？
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