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摘要：利用Ｇｉｖｅｎｓ′变换给出了四元数矩阵的ＯＲ分解，并利用复表示和ＯＲ分解解决了２范数下的四元数矩阵的等
式约束最小二乘问题．
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如同复数域上的矩阵一样，最小二乘问题在四元数矩阵理论与应用中占有十分重要的地位．
［１］利用复表示研究了四元数矩阵的最小二乘问题

‖Ａｘ－ｂ‖２＝ｍｉｎ，
给出了最小二乘解及最小范数解的表达式．［２］针对Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，利用复表示和四元数矩阵的 ＧＳＶＤ方法
研究了四元数矩阵的等式约束最小二乘（ＥＣＬＳ）问题

‖Ａｘ－ｂ‖＝ｍｉｎ ｓ．ｔ． Ｂｘ＝ｄ， （１）
给出了解存在的充要条件及解的表达式．本文利用［３］中介绍的四元数矩阵的 Ｇｉｖｅｎｓ′变换给出了四元数矩
阵的ＯＲ分解，并利用复表示、ＯＲ分解及［４］中的某些结果解决了２范数下的四元数矩阵的ＥＣＬＳ问题．本文
中 Ａ∈Ｑｍ×ｎ，Ｂ∈Ｑｐ×ｎ，ｂ∈Ｑｍ，ｄ∈Ｑｐ，ｒａｎｋ（Ａ）＝ｎ，ｒａｎｋ（Ｂ）＝ｐ．

１ 预备知识

令Ｒ表示实数域，Ｃ表示复数域，Ｑ表示四元数体．Ｑｍ×ｎ表示四元数体 Ｑ上全体 ｍ×ｎ矩阵的集合，Ｕｎ×ｎ

表示全体 ｎ×ｎ四元数酉矩阵的集合．对于 Ａ∈Ｑｍ×ｎ，ＡＨ表示 Ａ的共轭转置，Ａ＋表示 Ａ的广义逆矩阵．
对任意 ｘ＝ｘ０＋ｘ１ｉ＋ｘ２ｊ＋ｘ３ｋ∈Ｑ，

定义 ｘδ＝
ｘ０＋ｘ１ｉ ｘ２＋ｘ３ｉ
－ｘ２＋ｘ３ｉ ｘ０－ｘ１

[ ]ｉ＝ α β
－珋β 珋

[ ]
α
∈Ｃ２×２为 ｘ的复表示．
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对于 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｑｍ×ｎ，定义 Ａδ＝（（ａｉｊ）δ）∈Ｃ２ｍ×２ｎ为Ａ的复表示阵．
定理 １．１［１，６］ （１）若 Ａ，Ｂ∈Ｑｍ×ｎ，ａ∈Ｒ，则（Ａ＋Ｂ）δ＝Ａδ＋Ｂδ，（ａＡ）δ＝ａＡδ，
（２）若 Ａ∈Ｑｍ×ｎ，Ｂ∈Ｑｎ×ｓ，则（ＡＢ）δ＝ＡδＢδ，
（３）若 Ａ∈Ｑｍ×ｎ，则（ＡＨ）δ＝（Ａδ）Ｈ，（Ａ＋）δ＝（Ａδ）＋，
（４）若 Ａ∈Ｑｎ×ｎ，则 Ａ可逆当且仅当Ａδ可逆且（Ａδ）－１＝（Ａ－１）δ，
（５）Ａ∈Ｕｎ×ｎ的充要条件是Ａδ为酉阵．
定义 １．１［６］ 令 Ａ∈Ｑｍ×ｎ，四元数矩阵 Ａ的秩 ｒａｎｋ（Ａ）定义为

ｒａｎｋ（Ａ）＝１２ｒａｎｋ（Ａ
δ）．

Ｑｍ×ｎｒ 表示全体秩为ｒ的ｍ×ｎ四元数矩阵的集合．
定义 １．２［５］ 若函数 ｖ：Ｑｎ→Ｒ＋满足对任意 ｘ，ｙ∈Ｑｎ，α∈Ｒ，有
（１）ｘ≠０ｖ（ｘ）＞０，（２）ｖ（αｘ）＝｜α｜ｖ（ｘ），（３）ｖ（ｘ＋ｙ）ｖ（ｘ）＋ｖ（ｙ），

则称 ｖ为Ｑｎ上的范数．

如对于 ｘ＝（ｘ１，ｘ２，…ｘｎ）Ｔ∈Ｑｎ，‖ｘ‖Ｆ＝ ∑
ｎ

ｊ＝１
｜ｘｊ｜槡 ２，为向量 ｘ的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数．

定义 １．３［１］ 一个从 Ｑｍ×ｎ到Ｒ＋的映射 ｖ叫做Ｑｍ×ｎ上的四元数矩阵范数，如果它满足
（１）Ａ≠０ｖ（Ａ）＞０，（２）ｖ（αＡ）＝｜α｜ｖ（Ａ），（３）ｖ（Ａ＋Ｂ）ｖ（Ａ）＋ｖ（Ｂ）．

其中 Ａ，Ｂ为Ｑｍ×ｎ中任意的矩阵，α为任意复数．

对于 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｑｍ×ｎ，令‖Ａ‖Ｆ＝ ∑
ｉ，ｊ
｜ａｉｊ｜槡

２，‖Ａ‖２＝ λｍａｘ（ＡＨＡ槡 ）＝δｍａｘ（Ａ），其中λｍａｘ与δｍａｘ分别

表示最大特征值与最大奇异值．易证‖Ａ‖Ｆ，‖Ａ‖２均为四元数矩阵范数，且‖Ａ‖Ｆ＝‖Ａδ‖Ｆ，

‖Ａ‖２＝‖Ａδ‖２．称‖·‖Ｆ与‖·‖２分别为四元数矩阵的Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数与２范数．

２ 四元数矩阵ＱＲ分解

定理 ２．１［３］ 对于非零向量 ｘ＝（ｘ１，ｘ２）Ｔ∈Ｑ２，令 Ｇ＝
珋ｃ ｓ
－珋

[ ]ｓ ｃ∈
Ｑ２×２，其中 ｓ＝－δ

珋ｘ２
‖ｘ‖Ｆ

，ｃ＝

δ
珋ｘ１
‖ｘ‖Ｆ

，｜δ｜＝１，并且当 ｘ１，ｘ２在实数域上线性相关时，δ 为任意四元数，否则，δ 在集合∑ ＝

δ∈Ｑδ＝
αｘ１＋βｘ２
｜αｘ１＋βｘ２｜

，α，β∈Ｒ，｜α｜＋｜β{ }｜＞０中选取．则 Ｇ是酉阵且ＧＨｘ＝ｕ＝δ‖ｘ‖Ｆ（１，０）Ｔ．

定理 ２．２ 设 Ａ∈Ｑｍ×ｎ且 ｒａｎｋ（Ａ）＞０，则存在 ｍ阶酉阵Ｑ和上三角矩阵Ｒ，使得

ＱＡ＝
Ｒ[ ]０ ．

证明 利用定理２．１的Ｇｉｖｅｎｓ′变换给出定理的一个构造性证明．
对矩阵的列数作归纳法．当 ｎ＝１时，设 Ａ＝（ａ１１，ａ２１，…ａｍ１）Ｔ，

令 ｘ１＝（ａｍ－１，１，ａｍ１）Ｔ，且令 Ｑ１＝

１


１
珋ｃ１ ｓ１
－珋ｓ１ ｃ















１

，则 Ｑ１Ａ＝［ａ１１，…，ａｎ－２，１，δ１‖ｘ１‖Ｆ ０］Ｔ．

令 ｘ２＝（ａｍ－２，１，δ１‖ｘ１‖Ｆ）
Ｔ，且令 Ｑ２＝

１

１
珋ｃ２ ｓ２
－珋ｓ２ ｃ２

















１

，则 Ｑ２

ａ１１
…

ａｍ－２，１
δ１‖ｘ１‖Ｆ















０

＝

ａ１１
…

δ２‖ｘ２‖Ｆ

















０
０

．
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令 ｘ３＝（ａｍ－３，１δ２‖ｘ２‖Ｆ）
Ｔ，且令

Ｑ３＝

１


１
珋ｃ３ ｓ３
－珋ｓ３ ｃ３

１





















１

，

则 Ｑ３

ａ１１
…

δ２‖ｘ２‖Ｆ

















０
０

＝

ａ１１
…

δ３‖ｘ３‖Ｆ



















０
０
０

．

如此继续，经过 ｍ－１次Ｇｉｖｅｎｓ′变换可得［δｍ－１‖ｘｍ－１‖Ｆ，０，…０］Ｔ．

令 Ｒ＝δｍ－１‖ｘｍ－１‖Ｆ，Ｑ＝Ｑｍ－１…Ｑ２Ｑ１，显然 Ｑ为ｍ阶酉阵，且 ＱＡ＝
Ｒ[ ]０，即 ｎ＝１时成立．假设结

论对于列数为 ｎ－１的矩阵成立，对于 Ａ＝（ａｉｊ）∈Ｑｍ×ｎ，由 ｎ＝１证明知存在 ｍ阶酉阵Ｑ１使得Ｑ１Ａ＝

ａ（１）１１ ｙＴ

０ Ａ[ ]
１

，其中 Ａ１为 Ｑ１Ａ的（ｍ－１）×（ｎ－１）子阵，由归纳假设存在 ｍ－１阶酉阵珟Ｑ和上三角矩阵珟Ｒ，使

得珟ＱＡ１＝
珟Ｒ[ ]０ ．令 Ｑ２＝

１
珟[ ]Ｑ ，则 Ｑ２Ｑ１Ａ＝

ａ（１）１１ ｙＴ

０ 珟Ｒ








０ ０

，令 Ｑ＝Ｑ２Ｑ１，显然 Ｑ为 ｍ阶酉阵．令 Ｒ＝

ａ（１）１１ ｙＴ

０ 珘[ ]
Ｒ
，Ｒ为上三角阵．所以结论对列数为的矩阵也成立．由归纳法知该结论成立．

３ 四元数矩阵的ＥＣＬＳ问题

对于（１），我们考虑其复表示阵的等式约束最小二乘

‖Ａδｙ－ｂδ‖２＝ｍｉｎ ｓ．ｔ． Ｂδｙ＝ｄδ． （２）
定理 ３．１ 四元数矩阵的等式约束最小二乘问题（１）有一解 ｘ当且仅当其复表示阵的等式约束最小二

乘问题（２）有一解 ｙ＝ｘδ．
证明 设（２）有解 ｙ＝ｘδ，对 ＢＨ进行ＯＲ分解

ＱＨＢＨ＝
Ｒ[ ]０

ｐ
ｎ－ｐ

，

则 （Ｑδ）Ｈ（Ｂδ）Ｈ＝
Ｒδ[ ]０

２ｐ
２ｎ－２ｐ

． （３）

令 ＡδＱδ＝［Ａδ１，Ａδ２］，（Ｑδ）Ｈｙ＝（ＱＨ）δｘδ＝
ｔδ

ｚ[ ]δ ２ｐ
２ｎ－２ｐ

，

则 Ａδｙ＝ＡδＱδ（Ｑδ）Ｈｙ＝［Ａδ１，Ａδ２］
ｔδ

ｚ[ ]δ ＝Ａδ１ｔδ＋Ａδ２ｚδ． （４）

由（３）得 （（Ｑδ）Ｈ（Ｂδ）Ｈ）Ｈ＝
Ｒδ[ ]０

Ｈ

，

即 ＢδＱδ＝［（Ｒδ）Ｈ，０］，
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所以 Ｂδ＝［（Ｒδ）Ｈ，０］（Ｑδ）Ｈ．

Ｂδｙ＝［（Ｒδ）Ｈ，０］（Ｑδ）Ｈｘδ＝［（Ｒδ）Ｈ，０］
ｔδ

ｚ[ ]δ ＝（Ｒδ）Ｈｔδ． （５）

由（４）得

‖Ａδｙ－ｂδ‖２＝‖Ａδ１ｔδ＋Ａδ２ｚδ－ｂδ‖２．
由（５）得

Ｂδｙ＝ｄδ（Ｒδ）Ｈｔδ＝ｄδＲＨｔ＝ｄ．
可由 ＲＨｔ＝ｄ解出ｔ，从而

ｍｉｎ‖Ａδｙ－ｂδ‖２＝ ｍｉｎ
（Ｒδ）Ｈｔδ＝ｄδ

‖Ａδ１ｔδ＋Ａδ２ｚδ－ｂδ‖２＝ｍｉｎ
ＲＨｔ＝ｄ
‖Ａδ１ｔδ＋Ａδ２ｚδ－ｂδ‖２＝

ｍｉｎ
ｚδ
‖Ａδ２ｚδ－（ｂδ－Ａδ１ｔδ）‖２．

由［３］知 ｍｉｎ
ｚδ
‖Ａδ２ｚδ－（ｂδ－Ａδ１ｔδ）‖２的解为

ｚδ＝（Ａδ２）＋（ｂδ－Ａδ１ｔδ）＋（Ｉ２ｎ－（Ａδ２）＋Ａδ２）Ｋ．
其中 Ｋ为任意２ｎ×２矩阵．

取 Ｋ＝
ｈｓｔ ｌｓｔ
－珋ｌｓｔ珋ｘ

[ ][ ]
ｓｔ
∈Ｃ２ｎ×２，令 ｃｓｔ＝ｈｓｔ＋ｌｓｔｊ，

则 Ｃ＝（ｃｓｔ）∈Ｑｎ×１且 Ｃδ＝Ｋ．
即有 ｚδ＝［Ａ＋２（ｂ－Ａ１ｔ）＋（Ｉｎ－Ａ＋２Ａ２）Ｃ］δ，
从而 ｚ＝Ａ＋２（ｂ－Ａ１ｔ）＋（Ｉｎ－Ａ＋２Ａ２））Ｃ，
所以（１）的解为

ｘ＝Ｑ
ｔ[ ]ｚ．

最后，我们给出利用ＯＲ分解求解四元数矩阵的等式约束最小二乘问题的算法．
（１）利用定理２．２对 ＢＨ进行ＯＲ分解；
（２）根据（５）将 Ｂδｙ＝ｄδ转化为上三角方程组ＲＨｔ＝ｄ求解ｔ；
（３）令 ＡδＱδ＝［Ａδ１，Ａδ２］，其中 Ａδ１为２ｐ列，求 Ａ＋２ 并带入 ｚ＝Ａ＋２（ｂ－Ａ１ｔ）＋（Ｉｎ－Ａ＋２Ａ２）Ｃ中，其中 Ｃ

为任意 ｎ×１四元数矩阵；
（４）求出（１）的解为

ｘ＝Ｑ
ｔ[ ]ｚ．
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