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连续时间完备市场下利用 ＢＳＤＥｓ
考虑套期保值问题

何坤
（山东大学数学与系统科学学院，山东 济南 ２５０１００）

摘要：利用倒向随机微分方程考虑连续时间完备市场下的套期保值问题。在非线性 ＦｅｙｎｍａｎＫａｃ公式的基础上，
从等价线性市场的几个典型例子入手，最终利用 ＢＳＤＥｓ的无穷小生成元得到了一般非线性完备市场下的套期保
值公式。
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从Ｂｌａｃｋ，Ｓｃｈｏｌｅｓ［１］到Ｈａｒｒｉｓｏｎ，Ｐｌｉｓｋａ［２］，在线性完备市场下，关于期权定价的问题研究已经比较成熟，而
关于非线性市场以及非完备市场的研究是现在研究者们所关注的问题。１９９０年，一般性非线性倒向随机微
分方程的提出Ｐｅｎｇ，Ｐａｒｄｏｕｘ［３］，给期权定价问题带来了新的研究工具。Ｅｌ．Ｋａｒｏｕｉ，Ｐｅｎｇ，Ｑｕｅｎｅｚ在文献［４］
中，总结性地将倒向随机微分方程应用到金融研究的方向给予了基础性的讨论，这里面包括了推广的 Ｆｅｙｎ
ｍａｎＫａｃ公式［５］，从而奠定了倒向随机微分方程在金融中运用严格的理论基础。本文在倒向随机微分方程框

架下，考虑在等价线性及其非线性完备市场，自资融资策略下，一方面利用非线性的 ＦｅｙｎｍａｎＫａｃ公式，考察
对于几个终端条件（头寸）的定价表达公式。另一方面，受启发于经典的生成元问题，可以将价值过程 Ｖ表
示为同时依赖于正，倒向随机微分方程的非线性最小生成元（参见文献［６］）构成的一种广义的鞅（可以称之
为 ｇ鞅）。从而使满足一定条件的交割时刻的头寸，其价格过程都满足的表达式。文章的第２节是给出相
关的准备性概念及结果，第３节是本文的主要结果。

１ 基本概念及结果

考虑一个由 ｎ＋１种标的资产构成的金融市场，其中包括一种债券 Ｓ０以及 ｎ支股票Ｓｉ，ｉ＝１，…，ｎ，同
时对于每个固定的（ｔ，ν）∈［０，Ｔ］×Ｒｎ＋１都有债券和股票分别满足下面的随机微分方程：
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ｄＳ０ｕ＝Ｓ０ｕｒｕｄｕ， ｕ∈［ｔ，Ｔ］，

Ｓ０ｕ＝ν０＞０， ｕ∈［０，ｔ
{

］。
（１）

ｄＳｉｕ＝Ｓｉｕ［ｂｉｕｄｕ＋∑
ｄ

ｊ＝１
σ
ｉ，ｊ
ｕｄＷｊｕ］， ｕ∈［ｔ，Ｔ］，

Ｓｉｕ＝νｉ＞０， ｕ∈［０，ｔ
{

］。

（２）

其中 Ｗ＝（Ｗ１，…，Ｗｄ）表示完备概率空间（Ω，Ｆ，Ｐ）上的 ｄ维标准布朗运动，这里的代表向量或矩阵的
转置。下面考虑的信息流｛Ｆｔ｝ｔ∈［０，Ｔ］，Ｔ＜∞为此布朗运动生成的σ信息流由所有Ｐ零集的完备化；ｒ为利
率过程，ｂ＝（ｂ１，…，ｂｎ）为每种股票的平均收益率过程，σ＝（σｉ，ｊ）ｉ＝１，…，ｎ；ｊ＝１，…，ｄ为股票的波动率矩阵过程，
每个都是关于｛Ｆｔ｝循序可测的过程，并且这里的 ｒ为非负过程，并且 ｂ，σ均为有界过程。后面我们只用 Ｓ
来表示ｎ支股票的价值过程。

考虑一个小投资者，希望在 Ｔ时刻锁定一个头寸，要求他由固定的初始投资开始，只能使用自融资策

略，也就是说价值过程的初始值为 Ｖ＝∑
ｎ

ｉ＝０
νｉ，并从此刻开始，他在每时刻的价值都等于此时他所持有以对应

第 ｉ种标的资产，由νｉ开始的满足方式（１），（２）的价值过程之和。而不能出现在在初始时刻之后再融资或
者减少融资的情况。从而由初始时刻开始，价值过程满足如下等式：

Ｖｔ＝π０ｔ＋∑
ｄ

ｉ＝１
π
ｉ
ｔ＝Ｖ０＋∫

ｔ

０∑
ｎ

ｉ＝０
π
ｉ
ｔ
ｄＳｉｔ
Ｓｉｔ
，ｔ∈［０，Ｔ］， （３）

这里πｔ＝（π１ｔ，…，π
ｄ
ｔ）
 表示在 ｔ时刻的投资组合向量，其中的第 ｉ个分量πｉｔ代表了第ｉ种股票在ｔ时刻在

总价值 Ｖｔ中占有的价值额度。Ｖｔ为此投资组合策略在ｔ时刻的价值（由于此时我们不考虑收入过程，从而此
时的价值过程同财富过程相等）。由（１），（２），以及自融资策略所满足的上面的等式，可以得到价值过程 Ｖ满
足的随机微分方程：

ｄＶｔ＝［ｒｔＶｔ＋πｔ（ｂｔ－ｒｔ１）］ｄｔ＋πｔσｔｄＷｔ，Ｖ０ ＝ν， （４）
其中 １代表每个分量都等于１的 ｄ维列向量，投资组合向量同波动率矩阵的乘积记作 Ｚ＝（Ｚ１，…，Ｚｄ）＝
π

σ，因为波动率矩阵是已知确定的，则得到 Ｚ等价于得到投资组合，于是在不混淆的情况下将 Ｚ称为投资

组合。

下面依照Ｋａｒａｔｚａｓ，Ｓｈｒｅｖｅ［７］给出简化的关于完备金融市场的假设条件：
假设 １ 假设如果存在有界循序可测向量过程θ满足：

（ⅰ）（可行市场假设）

ｂｔ－ｒｔ１＝σｔθｔ，ａ．ｓ．，
其中θ称为风险溢价。

（ⅱ）（标准金融市场假设）在可行金融市场下，如果作为标的资产的股票种类ｎ等于布朗运动的维数ｄ，
并且波动率矩阵σｔ几乎处处对于所有的ｔ∈［０，Ｔ］为满秩矩阵，并且其逆矩阵（σｔ）－１为有界过程。

（ⅲ）（完备市场假设）在标准金融市场下，如果市场上的每个头寸ξ∈ Ｌ
２（Ω，ＦＴ，Ｐ）都是可融资的，即

对于任意市场上的头寸ξ，都存在某个初始投资 Ｖ０ ＝∑
ｄ

ｉ＝０
ν ＞０，以及对应的投资组合过程π和价值过程Ｖ，

使得方程（４）成立。
从本质上说，完备金融市场即：对于市场上的每个头寸，都可以用债券———股票标的资产构成的投资组合按

照方程（４）复制。下面的所有讨论都基于这个完备市场假设。

这里对于矩阵元素 Ｂ＝（Ｂｉ，ｊ）∈Ｒｎ×ｄ沿用前面的欧氏范数 ｜Ｂ｜：＝ ｔｒａｃｅ（ＢＢ槡 ）。

定义空间：

·对于给定的正整数 ｋ，ｌ，Ｃ２（Ｒｋ；Ｒｌ）代表所有定义在Ｒｋ上，取值于Ｒｌ，并且具有二阶导函数的函数构
成的空间。

·对于给定的正整数 ｋ，ｌ，Ｃ１，２（［０，Ｔ］×Ｒｋ；Ｒｌ）代表所有定义在［０，Ｔ］×Ｒｋ上，取值于Ｒｌ，并且关于时
间变量具有一阶偏导数，对于空间变量具有二阶偏导数的函数构成的空间。
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当上面的函数取值空间为Ｒ，即 ｌ＝１时，将上面空间分别简记为 Ｃ２（Ｒｋ）和 Ｃ１，２（［０，Ｔ］×Ｒｋ）。
·Ｌ２（Ω，Ｆｔ，Ｐ）和 Ｌ２（０，Ｔ，Ｒｄ）仍沿用前面章节的表示。
在［４］中（定理 １．１）给出了下面的结果：
引理 １ 在完备市场下，对任意的ξ∈ Ｌ

２（Ω，ＦＴ，Ｐ），存在惟一的关于Ｆｔ适应的套期保值策略（Ｖ，π）
达到它，即满足

ｄＶｔ＝［ｒｔＶｔ＋πｔσｔθｔ］ｄｔ＋πｔσｔｄＷｔ，ＶＴ ＝ξ， （５）

同时有 Ｖｔ＝Ｅ［Ｈ
ｔ
Ｔξ｜Ｆｔ］ａ．ｓ．这里的 Ｈ

ｓ
ｔ＝ｅｘｐ［∫

ｔ

ｓ
－（ｒｕ＋

１
２｜θｕ｜

２）ｄｕ－∫
ｔ

ｓ
θ

ｓｄＷｕ］。

由前面的记号 Ｚｔ＝πｔσｔ，得上面的方程（５）可以简写为：

ｄＶｔ＝［ｒｔＶｔ＋Ｚｔθｔ］ｄｔ＋ＺｔｄＷｔ，ＶＴ ＝ξ。 （６）
下面考虑的终端值均为一可测函数同股票价值过程在 Ｔ时刻的随机变量同一个 Ｂｏｒｅｌ可测函数复合的

随机变量，即假设：

（Ａ１）：ξ ＝Φ（ＳＴ），Φ：Ｒ
ｄ →Ｒ为一Ｂｏｒｅｌ函数，并且满足Φ（ＳＴ）∈ Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ）。

非线性ＦｅｙｎｍａｎＫａｃ公式，使用［４，５］中的结果。
引理 ２ 设 ｖ∈Ｃ１

，２（［０，Ｔ］×Ｒｄ），对每个（ｓ，ｘ）有
｜ｖ（ｓ，ｘ）｜＋｜ｘｖ（ｓ，ｘ）′σ（ｓ，ｘ）｜≤ Ｃ（１＋｜ｘ｜），

如果 ｖ为下面拟线性抛物型偏微分方程的解：

ｔｖ（ｔ，ｘ）＋Ｌｖ（ｔ，ｘ）＋ｇ（ｔ，ｖ（ｔ，ｘ），ｘｖ（ｔ，ｘ）′σ（ｔ，ｘ））＝０，
ｖ（Ｔ，ｘ）＝Φ（ｘ

{
），

（７）

其中 ｇ（ｔ，Ｖ，Ｚ）＝ｒｔＶ＋Ｚθｔ，ｘｖ表示ｖ关于ｘ的偏导数，Ｌｖ（ｔ，ｘ）表示如下的二阶微分算子：

Ｌｖ（ｔ，ｘ）＝∑
ｉ，ｊ

１
２［σσ′］ｉ，ｊ

２
ｘｉｘｊ
ｖ（ｔ，ｘ）＋∑

ｉ
ｂｉ（ｔ，ｘ）ｘｉｖ（ｔ，ｘ）。

则 ｖ（ｔ，ｘ）＝Ｖｔ，ｘｔ ，这里（Ｖｔ
，ｘ
ｓ ，Ｚｔ

，ｘ
ｓ ），ｓ∈［ｔ，Ｔ］表示ＢＳＤＥ（６）的解。同时有（Ｖｔ

，ｘ
ｒ ，Ｚｔ

，ｘ
ｒ ）＝（ｖ（ｒ，Ｓｔ

，ｘ
ｒ ），ｘｖ（ｔ，

Ｓｔ，ｘｒ ）′σ（ｔ，Ｓｔ，ｘｒ ）），ｒ∈［ｔ，Ｔ］这里上标ｔ，ｘ表示价值过程的初始状态是从ｔ时刻取值ｘ∈Ｒｎ＋１。于是在时刻 ｔ之
前，价值过程为常数。

需要注意的是，此时条件中要求方程（１），（２）及相关的倒向方程的参数均为确定性函数，从而上面给出
的 ｒｔ，ｂｔ，σｔ均要求为关于ｔ的确定性函数，并且是关于 ｔ连续的。

此时对方程（６）利用耦合方法，对ｅ∫
ｔ
０－ｒｕｄｕＶｔ在［ｓ，Ｔ］，ｓ∈［０，Ｙ］上作Ｉｔ^ｏ公式，写成积分方程的形式，得

到：

Ｖｓ＝ｅ∫
Ｔ
ｓ－ｒｕｄｕξ－∫

Ｔ

ｓ
ｅ∫
ｔ
ｓ－ｒｕｄｕＺｔθｔｄｔ－∫

Ｔ

ｓ
ｅ∫
ｔ
ｓ－ｒｕｄｕＺｔｄＷｔ，

记作：

珔Ｖｓ＝ｅ∫
Ｔ
ｓ－ｒｕｄｕξ－∫

Ｔ

ｓ
珔Ｚｔθｔｄｔ－∫

Ｔ

ｓ
珔ＺｔｄＷｔ。 （８）

不难发现此方程同（６）解之间的关系为：珔Ｖｔ＝ｅ∫
ｔ
ｓ－ｒｕｄｕＶｔ，珔Ｚｔ＝ｅ∫

ｔ
ｓ－ｒｕｄｕＺｔ，对 ｔ∈［ｓ，Ｔ］。同时由于利率函数 ｒｕ，

ｕ∈［０，Ｔ］为已知确定函数，从而只要得到（８）的解，等价与得到（６）的解。从而不失一般性，可假设 ｒｔ＝０，

ｔ∈［０，Ｔ］（此时有 ｂｔ＝σｔθｔ）。考虑形如（８）的方程，即：

Ｖｓ＝Φ（ＳＴ）－∫
Ｔ

ｓ
Ｚｔθｔｄｔ－∫

Ｔ

ｓ
ＺｔｄＷｔ。 （９）

对应地，下面认为ν为ｎ维向量。

２ 主要结果

例 １ 如果Φ（ＳＴ）＝ＳＴ，则有
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（ⅰ）Ｖｔ＝ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］＝Ｓｔ，其中 Ｑ为（Ω，ＦＴ）上同 Ｐ等价的概率测度，并同 Ｐ满足使得ＨＴ：＝
ｄＱ
ｄＰ＝

ｅｘｐ－１２∫
Ｔ

０
｜θｔ｜２ｄｔ－∫

Ｔ

０
θｔｄＷ[ ]ｔ 为一指数鞅。于是，珚Ｗｔ＝Ｗｔ＋∫

ｔ

０
θｓｄｓ也对应地成为概率空间（Ω，ＦＴ，Ｑ）上

的布朗运动。

（ⅱ）Ｚｉｔ＝Ｓｉｔ∑
ｄ

ｊ＝１
σ
ｉ，ｊ
ｔ；π

ｉ
ｔ＝Ｓｉｔ，ｉ＝１，…，ｄ。

证明 （ⅰ）由引理 １及 Ｇｉｒｓａｎｏｖ定理（参见文献［８］定理 ８．６．４）可得 Ｖｔ ＝ Ｅ［ＨＴξ ｜Ｆｔ］＝
ＥＱ［ξ｜Ｆｔ］＝ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］。

现在来看在概率空间（Ω，ＦＴ，Ｑ）下，股票价格过程的表达式。也即对于股票价格过程

ＳｉＴ ＝Ｓｉ０＋∫
Ｔ

０
Ｓｉｕｂｉｕｄｕ＋∫

Ｔ

０
Ｓｉｕ∑

ｄ

ｊ＝１
σ
ｉｊ
ｕｄＷｊｕ，ｉ＝１，…，ｄ，

作用Ｇｉｒｓａｎｏｖ变换。于是可得在概率 Ｑ下，ＳＴ满足下面的方程：

ＳｉＴ ＝Ｓｉ０＋∫
Ｔ

０
Ｓｉｕ∑

ｄ

ｊ＝１
σ
ｉｊ
ｕｄ珚Ｗｊｕ，

从而由引理１可得：

Ｖｔ＝ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］＝Ｓ０＋∫
ｔ

０
Ｓｕｉ∑

ｄ

ｊ＝１
σ
ｉｊ
ｕｄ珚Ｗｊｕ ＝Ｓｔ。

（ⅱ）由于此时（９）为线性方程，显然满足非线性 ＦｅｙｎｍａｎＫａｃ公式的条件，此时Φ 为线性函数，而
（ⅰ）ｕ（ｔ，ｘ）＝ｘ。从而可以利用引理２得到：

Ｚｉｔ＝Ｓｉｔ
Ｖｔ
ｘｉ
（ｔ，Ｓｔ）∑

ｄ

ｊ＝１
σ
ｉ，ｊ
ｔ ＝Ｓ

ｉ
ｔ∑
ｄ

ｊ＝１
σ
ｉ，ｊ
ｔ，ｉ．ｅ．π

ｉ
ｔ＝Ｓｉｔ，ｉ＝１，…，ｄ。

证完。

ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ公式是对于期权定价的最常用的结果。它是直接从数学期望的角度出发，对 ｍａｘ（ＳＴ－Ｋ，

０）的数学期望进行变换得到的，即在风险中性测度 Ｐ下：Ｖ＝Ｅ［ｍａｘ（ＳＴ－Ｋ，０）］。
下面来考虑在上面Ｇｉｒｓａｎｏｖ变换意义上的完备市场，ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ公式对应的结果：
引理 ３ 如果ξ ＝Φ（ＳＴ）＝ｍａｘ（ＳＴ－Ｋ，０），这里 Ｋ＞０为某一正常数，则有

Ｖｔ＝ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］Ｎ（
ｌｎ（ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］Ｋ）＋ω

２

２
ω

）－ＫＮ（
ｌｎ（ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］Ｋ）－ω

２

２
ω

）。 （１０）

其中ω表示ＳＴ在概率Ｑ下的方差，定义为ω２ｔ：＝ＶａｒＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］＝σ２（Ｔ－ｔ）。

证明 从例１容易类似地得到ｌｎＳＴ在Ｑ下的期望，记其为μｔ：＝ＥＱ［ｌｎＳＴ｜Ｆｔ］＝ｌｎＳｔ－
σ
２

２（Ｔ－ｔ），

同时有 ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］＝ｅμｔ＋
ω
２
ｔ
２。于是

Ｖｔ＝ＥＱ［ｍａｘ（ＳＴ－Ｋ，０）｜Ｆｔ］＝ＥＱ［１［ＳＴ≥Ｋ］（ＳＴ－Ｋ）｜Ｆｔ］＝∫
∞

ｌｎＫ

ｅｘ－Ｋ
２πω槡 ｔ

ｅ－
（ｘ－μｔ）

２

２ω
２
ｔ
ｄｘ＝

ｅμｔ＋
ω
２
ｔ
２∫

∞

ｌｎＫ

１
２槡πωｔ

ｅ
（ｘ－μｔ－ω

２
ｔ）
２

２ω
２
ｔ
ｄｘ－Ｋ∫

∞

ｌｎＫ

１
２槡πωｔ

ｅ
（ｘ－μｔ）

２

２ω
２
ｔ
ｄｘ，

变量代换，令 ｙ＝
ｘ－μｔ
ωｔ

，则上式 ＝

ｅμｔ＋
ω
２
ｔ
２∫

∞

（ｌｎＫ－μｔ）?ωｔ

１
２槡πωｔ

ｅ
（ｙ－ωｔ）

２

２ ｄｘ－Ｋ∫
∞

（ｌｎＫ－μｔ）?ωｔ

１
２槡πωｔ

ｅ
ｙ２
２ｄｘ＝

ｅμｔ＋
ω
２
ｔ
２∫

∞

（ｌｎＫ－μｔ）?ωｔ
φ（ｙ－ωｔ）ｄｙ－Ｋ∫

∞

（ｌｎＫ－μｔ）?ωｔ
φ（ｙ）ｄｙ＝
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ｅμｔ＋
ω
２
ｔ
２∫

（μｔ－ｌｎＫ）?ωｔ

－∞
φ（ｙ＋ωｔ）ｄｙ－Ｋ∫

（μｔ－ｌｎＫ）?ωｔ

－∞
φ（ｙ）ｄｙ＝

ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］Ｎ（μ
ｔ－ｌｎＫ＋ω２ｔ
ωｔ

）－ＫＮ（μｔ
－ｌｎＫ
ωｔ

）＝

ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］Ｎ（
μｔ＋

ω
２
ｔ

２－ｌｎＫ＋
ω
２
ｔ

２
ωｔ

）－ＫＮ（
μｔ＋

ω
２
ｔ

２－ｌｎＫ－
ω
２
ｔ

２
ωｔ

）＝

ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］Ｎ（
ｌｎ（ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］）－ｌｎＫ＋

ω
２
ｔ

２
ωｔ

）－ＫＮ（
ｌｎ（ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］）－ｌｎＫ－

ω
２
ｔ

２
ωｔ

）＝

ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］Ｎ（
ｌｎ（ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］?Ｋ）＋

ω
２
ｔ

２
ωｔ

）－ＫＮ（
ｌｎ（ＥＱ［ＳＴ｜Ｆｔ］?Ｋ）－

ω
２
ｔ

２
ωｔ

）。

其中φ，Ｎ分别代表概率测度Ｑ下关于信息流Ｆｔ的标准正态条件密度函数和条件分布函数。结果得证。
注１ 如果希望将 ＥＱ代回Ｅ，即

＝Ｅ［ＨＴＳＴ｜Ｆｔ］珚Ｎ（
ｌｎ（Ｅ［ＨＴＳＴ｜Ｆｔ］?Ｋ）＋

珔ω２ｔ
２

珔ωｔ
）－Ｋ珚Ｎ（

ｌｎ（Ｅ［ＨＴＳＴ｜Ｆｔ］?Ｋ）－
珔ω２ｔ
２

珔ωｔ
），

主要的不同在于 ｌｎ（ＳＴ）的条件期望及其条件方差随之改变，上面的：珔μｔ：＝Ｅ［ｌｎ（ＨＴＳＴ）｜Ｆｔ］＝ｌｎ（ＨｔＳｔ）－

１
２［σ－ｂσ

－１］２（Ｔ－ｔ），珔ω２ｔ：＝Ｖａｒ［ｌｎ（ＨＴＳＴ）｜Ｆｔ］＝（σ－ｂσ－１）２（Ｔ－ｔ）并且有 ＥＱ［ＨＴＳＴ｜Ｆｔ］＝ｅ珔μｔ＋
珔ω
２
ｔ
２。这

里的珚Ｎ代表概率测度Ｐ下的条件正态分布函数。
这里的结果同经典的ＢｌａｃｋＳｃｈｏｌｅｓ公式差一个折现因子ｅ－ｒ（Ｔ－ｔ），其中 ｒ常数表示利率。原因在前面第２

节最后已经分析了，是因为已经假设了利率为零，如果利率不为零由前面第２节最后的分析知，折现因子在
这里的讨论模式下，已经包含在价格 Ｖ中。

下面来定义一个函数空间：

（Ａ２）函数Φ∈ Ｃ２（Ｒｄ）在Ｒ上有界，并且满足一致Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件，即：对任意的 ｘ，ｙ∈Ｒｄ，存在正常数
Ｃ，使得 ｜Φ（ｘ）－Φ（ｙ）｜≤ Ｃ｜ｘ－ｙ｜。
对于 ＳＴ∈ Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ）和满足（Ａ２）的Φ，存在常数 Ｃ使得Ｅ［｜Φ（ＳＴ）｜２］≤ Ｃ。定义空间

Ｈ：＝｛Φ：Φ满足条件（Ａ１），（Ａ２）｝。
从上面的一般的ＦｅｙｎｍａｎＫａｃ公式可以看出，如果Φ∈ Ｈ，对于终端条件为Φ（ＳＴ）的ＢＳＤＥ，其解可以

表示为一个抛物型偏微分方程的解。

仍然在上面的市场假设条件下，再来看一个例子，设Φ（ｘ）＝｜ｌｎｘ｜２，ｘ∈Ｒｄ，这里ｘｉ＞０，ｉ＝１，…，ｄ。
可以理解为在Ｇｉｒｓａｎｏｖ变换的线性市场下，一投资者希望在Ｔ时刻持有价值为 ｜ｌｎＳＴ｜２的头寸，现在投

资者需要投资多少，并且怎样在各种资产上分配投资。后面可以从对应的倒向随机微分方程出发解出这两

个结果。事实上，金融市场上发行的每种衍生证券，在其上市以前，都会有类似于我们这里的定价系统作为

参考标准，因此定价模型的选择，所选择模型同现实市场的拟合程度非常大的的影响了参考定价的标准，也

影响着这种衍生证券发行的合理性和稳定性。

例 ２ 如果Φ（ＳＴ）＝（ｌｎＳＴ）（ｌｎＳＴ）＝｜ｌｎＳＴ｜２，则有：

（ⅰ）Ｖｓ＝｜ｌｎＳｓ｜２＋ＥＱ［∑
ｄ

ｉ＝１∫
Ｔ

ｓ
（１－ｌｎＳｉｒ）（σｉ，ｉｒ）２ｄｒ｜Ｆｓ］，这里Ｑ是如上面定义的同Ｐ等价的概率测度；

（ⅱ）对于投资组合，得到如下两种表达形式：

Ｚｓ＝Ｅ［｜ｌｎ（ＳＴ）｜２Ｎ
ｓ
Ｔ＋∫

Ｔ

ｓ
ＺｒθｒＮ

ｓ
ｒｄｒ｜Ｆｓ］Ｓｓσｓ

和

Ｚｓ＝∑
ｄ

ｉ＝１
Ｅ［
２｜ｌｎＳＴ｜
ＳｉＴ ｉＳｓ

，ＳｓＴ Ｐ
ｓ
Ｔ｜Ｆｓ］σｉ（ｓ，Ｓｓ）。
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证明 （ⅰ）由例１知，在测度 Ｑ下，过程 ＳＴ满足下面的方程形式：

ＳｉＴ ＝Ｓｉ０＋∫
Ｔ

０
Ｓｉｕ∑

ｄ

ｊ＝１
σ
ｉｊ
ｕｄ珚Ｗｊｕ。

于是在区间［０，Ｔ］对Φ（ＳＴ）应用 Ｉｔ^ｏ公式然后积分可得：

｜ｌｎＳＴ｜２ ＝｜ｌｎＳ０｜２＋∑
ｉ∫

Ｔ

０
２（ｌｎＳｉｒ）［－

１
２（σ

ｉ，ｉ
ｒ）

２ｄｒ＋∑
ｊ
σ
ｉ，ｊ
ｒｄ珚Ｗ

ｊ
ｒ］＋∫

Ｔ

０
（σ
ｉ，ｉ
ｒ）

２ｄ{ }ｒ。

两边同取条件数学期望得到：

ＥＱ［｜ｌｎＳＴ｜２｜Ｆｔ］＝ＥＱ ｜ｌｎＳ０｜２＋∑
ｉ∫

Ｔ

０
２（ｌｎＳｉｒ）［－

１
２（σ

ｉ，ｉ
ｒ）

２ｄｒ＋∑
ｊ
σ
ｉ，ｊ
ｒｄ珚Ｗ

ｊ
ｒ］＋∫

Ｔ

０
（σ
ｉ，ｉ
ｒ）

２ｄ][ ｒ Ｆ{ }ｔ ＝
｜ｌｎＳｔ｜２＋ＥＱ［∑

ｉ∫
Ｔ

ｔ
－（ｌｎＳｉｒ）（σｉ，ｉｒ）２ｄｒ＋∫

Ｔ

ｔ
（σ
ｉ，ｉ
ｒ）

２ｄｒ｜Ｆｔ］＝

｜ｌｎＳｔ｜２＋ＥＱ［∑
ｉ∫

Ｔ

ｔ
（１－ｌｎＳｉｒ）（σｉ，ｉｒ）２ｄｒ｜Ｆｔ］。

由方程（９）知这即为所求的 Ｖｔ，结论（ⅰ）成立。
（ⅱ）解ＦＢＳＤＥ的变差方程：

ｉＳｔ＝ｅｉ＋∫
ｔ

０
ｉＳｕｂ

ｉ
ｕｄｕ＋∫

ｔ

０
ｉＳｕ∑

ｄ

ｊ＝１
σ
ｉ，ｊ
ｕｄＷｊｕ，

ｉＶｔ＝２｜ｌｎ（ＳＴ）｜Ｓ
ｉ
Ｔ－∫

Ｔ

ｔ
ｉＺｓθｓｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｉＺｓｄＷｓ。

利用文献［９］中关于解得表示性结果可得（ⅱ）。证完。
以下考虑在一般的等价线性完备金融市场条件和自融资策略下的套期保值问题。

命题 １ 如果Φ∈ Ｈ，ξ＝Φ（ＳＴ），则有 Ｖｔ＝ＥＱ［Φ（ＳＴ）｜Ｆｔ］＝Φ（Ｓｔ）＋ＥＱ［∫
Ｔ

ｔ
ＡｔΦ（Ｓｒ）ｄｒ｜Ｆｔ］，其中

Ａｔ为过程Ｓ的无穷小生成元，其定义为：ＡｔΦ（Ｓｔ）：＝
１
２∑ｉ（σ

２
ｔ）ｉ，ｉ（Ｓ

ｉ
ｔ）
２２Φ
ｘ２ｉ
（Ｓｔ）。如果 ｂ，σ都不依赖于时间

ｔ，则简记 ＡｔΦ（Ｓｔ）为 ＡΦ（Ｓｔ），且有：

ＡΦ（Ｓｔ）＝ｌｉｍ
ｈ↓０

ＥＱ［Φ（Ｓｔ＋ｈ）｜Ｆｔ］－Φ（Ｓｔ）
ｈ ，ｔ∈［０，Ｔ］。

同时其中对每个固定的 ｈ＞０，当 ｔ＋ｈ＞Ｔ时，定义Ｓｔ＋ｈ≡ ＳＴ∈ＦＴ。
证明 （ⅰ）直接在［ｔ，Ｔ］上对Φ（Ｓｒ）应用 Ｉｔ^ｏ公式，然后取条件期望 Ｅ［·｜Ｆｔ］即可得证。
现在容易验证上面例１和例２的结果：对于例１，Φ（ｘ）＝ｘ，于是 ＡΦ（Ｓｓ）＝０，ｓ∈［ｔ，Ｔ］，从而

ＥＱ［Φ（ＳＴ）｜Ｆｔ］＝Φ（Ｓｔ）＋ＥＱ［∫
Ｔ

ｔ
ＡΦ（Ｓｒ）ｄｒ｜Ｆｔ］＝Ｓｔ。

对例２，Φ（ｘ）＝｜ｌｎｘ｜２，ｘ∈ Ｒｄ，有
２
Φ
ｘ２ｉ
（Ｓｓ）＝

１
｜Ｓｓ｜２

－
｜ｌｎＳｓ｜
｜Ｓｓ｜２

，于是 ＡΦ（Ｓｓ）＝∑
ｄ

ｉ＝１
（σ
ｉ，ｉ
ｓ）

２（１－

ｌｎＳｉｓ），显然有

ＥＱ［Φ（ＳＴ）｜Ｆｔ］＝Φ（Ｓｔ）＋ＥＱ［∫
Ｔ

ｔ
ＡΦ（Ｓｒ）ｄｒ｜Ｆｔ］＝｜ｌｎＳｔ｜２＋ＥＱ［∑

ｉ∫
Ｔ

ｔ
（σ
ｉ，ｉ
ｒ）

２（１－ｌｎＳｉｒ）ｄｒ｜Ｆｔ］。

联系到文献［６］中的结果：对于 ｇ：Ω×［０，Ｔ］×Ｒ×Ｒｄ→Ｒ，满足（Ａ３）：（一致Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件）：ｔ∈［０，
Ｔ］，（ｙ，ｚ），（ｙ′，ｚ′）∈Ｒ×Ｒｄ，存在常数 Ｃ≥０，使得 ｜ｇ（ｔ，ｙ，ｚ）－ｇ（ｔ，ｙ′，ｚ′）｜≤ Ｃ（｜ｙ－ｙ′｜＋｜ｚ－

ｚ′｜），Ｐａ．ｓ．（平方可积）：ｇ（ｔ，ｙ，ｚ）为循序可测且满足 Ｅ［∫
Ｔ

０
｜ｇ（ｔ，０，０）｜２ｄｔ］＜∞。（连续性）：ｔ→ ｇ（ｔ，ｙ，

ｚ），Ｐａ．ｓ．连续。文献［６］基于文献［１０］的结果，其终端条件为 ＳＴ的函数，则有：
引理 ４

Ｌ２－ｌｉｍ
ｈ→０

＋

１
ｈ｛

ｈｙｔ，Φ（ｘ）ｔ －Φ（ｘ）｝＝ｇ（ｔ，Φ（ｘ），Φｘσ（ｘ））＋ＡΦ（ｘ），
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这里的Φ∈ Ｈ，ｈｙｔ
，Φ（ｘ）
ｔ 中的ｔ，Φ（ｘ）表示从 ｔ时刻Φ（ｘ）出发的一个Ｍａｒｋｏｖ过程，ｈｙｔ，Φ（ｘ）ｔ 中的ｈ表示此Ｍａｒｋｏｖ过

程发展到 ｔ＋ｈ时刻，ｈｙｔ，Φ（ｘ）ｔ 中的ｔ表示将在ｔ＋ｈ时刻得到的Φ（Ｓｔ
，Φ（ｘ）
ｔ＋ｈ ）用倒向方程解回 ｔ时刻。

记Ａｔ，Ｓ
ｇΦ ＝ｇ（ｔ，Φ（ｘ），Φｘσ（ｘ））＋ＡΦ（ｘ），这里 ＡΦ是上面定义的过程Ｓ的无穷小生成元。如果 ｇ不依

赖于时间 ｔ，则记：ＡＳ
ｇΦ ＝ｇ（Φ（ｘ），Φｘσ（ｘ））＋ＡΦ（ｘ），并且有：

ＡＳ
ｇΦ（Ｓｔ）＝ｌｉｍ

ｈ↓０

Ｅ［Φ（Ｓｔ＋ｈ）＋∫
ｔ＋ｈ

ｔ
ｇ（ｈｙｕｔ

，Φ（Ｓｔ），ｈｚｔ，Φ（Ｓｔ）ｕ ）ｄｒ｜Ｆｔ］－Φ（Ｓｔ）

ｈ ，ｔ∈［０，Ｔ］；

对每个固定的 ｈ＞０，如果 ｔ＋ｈ＞Ｔ，则令Ｓｔ＋ｈ≡ ＳＴ∈ＦＴ。
先来给出两个理论上的结果：

引理 ５ 在上面的正倒向随机微分方程系统中，设其中参数Φ ∈ Ｈ，，ｂ，σ满足（Ａ２），ｇ满足假设
（Ａ２）（Ａ３），但此时 ｇ所有关于时间区间［０，Ｔ］的条件均改为关于时间区间［０，τ］。同时Φ在Ｒｄ上有紧支撑，
ｂ，σ关于（ｔ，ｘ）均有界，使得 ＳＴ属于Φ 的紧支撑。令τ ＞ ｔ是关于信息流｛Ｆｒ｝ｒ∈［０，Ｔ］的停时，并且

Ｅ［τ｜Ｆｔ］＜∞。则有：

εｇ［Φ（Ｓτ）｜Ｆｔ］＝Φ（ν）＋Ｅ［∫
τ

ｔ
［ｇ（ｒ，Φ（Ｓｒ），Φｘσ（ｒ，Ｓｒ））＋ＡｔΦ（Ｓｒ）］ｄｒ｜Ｆｔ］。

证明 证明只需要对Φ（ＳＴ）作Ｉｔ^ｏ公式，同时将文献［１０］中的命题２．３稍作推广，然后使用同［８］中的
引理７．３．２类似的方法即得。

如果 ｂ，σ，ｇ均为不依赖于ｔ的函数，还可得到一般的Ｄｙｎｋｉｎ公式：
推论 １ ｂ，σ，ｇ均不依赖于ｔ，同时和Φ都满足上面引理５的条件，则有：

εｇ［Φ（Ｓτ）｜Ｆｔ］＝Φ（ν）＋Ｅ［∫
τ

ｔ
ＡＳ
ｇΦ（Ｓｒ）ｄｒ｜Ｆｔ］。

于是在这种非线性完备市场条件下定价，有如下结论：

定理 １ 如果Φ，ｂ，σ，ｇ参数均满足引理５的条件。则有：

Ｖｔ＝εｇ［Φ（ＳＴ）｜Ｆｔ］＝Φ（ν）＋Ｅ［∫
Ｔ

ｔ
［ｇ（ｒ，Φ（Ｓｒ），Φｘσ（ｒ，Ｓｒ））＋ＡｔΦ（Ｓｒ）］ｄｒ｜Ｆｔ］。

证明 定理证明直接由引理５即得。
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