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摘要：讨论了一类余维２的高次退化平面多项式系统的极限环分布，证明了此系统至多存在３个极限环．如果极限
环存在，则它们有且只有７种不同的相对位置．
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０ 引言

由微分动力系统理论［１］可知，余维２的高次退化平面多项式系统
ｘ＝ｙ＋Ｘ（ｘ，ｙ）， ｙ＝Ｙ（ｘ，ｙ）

的普适开折可表示为如下形式：

ｘ＝ｙ， ｙ＝μ′１ｘ＋μ′２ｙ＋ｃｘ
ｎ＋ｄｘｎ－１ｙ． （０．１）

其中 Ｘ（ｘ，ｙ）和 Ｙ（ｘ，ｙ）为最低次数是 ２的多项式，μ′１与μ′２为实参数，ｃ与ｄ为实常数，ｎ２．本文讨论

ｃ·ｄ≠０的情形．
对系统（０．１）当 ｎ＝２和 ｎ＝３时，文［２～５］进行了局部分岔研究．当 ｎ＝５时，文［６］通过变换

δ＝｜μ′１ｃ
－１｜

１
４，μ′２＝｜ｃ｜

１
２δ
２
μ，ｘ＝δ珋ｘ，ｙ＝｜ｃ｜

１
２δ
３珋ｙ，ｔ＝｜ｃ｜－

１
２δ

－２珋ｔ，
变换后仍记珋ｘ，珋ｙ，珋ｔ为ｘ，ｙ，ｔ，把系统（０．１）化为

ｘ＝ｙ， ｙ＝±ｘ＋μｙ±ｘ
５＋γδ２ｘ４ｙ． （０．２）
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其中γ＝ｄ｜ｃ｜－
１
２利用ＰｉｃａｒｄＦｕｃｈｓ方程法进行了局部分岔研究．应用这个方法可以研究更高次退化情形的

局部分岔．文［７～９］对 ｎ＝３时进行了大范围分析研究，但是如果采用 ｎ＝３时的研究方法对 ｎ５的情形进
行研究，我们发现会非常困难，因此需要探索新的研究方法．文［１０］对系统（０．２）的一种情形

ｘ＝ｙ，ｙ＝ｘ＋μｙ－ｘ
５＋γδ２ｘ４ｙ，γ＜０

进行了大范围分析研究，得到了极限环的大范围分布情况．本文利用与上述不同的变换把系统（０．１）简化为
两种情形，受文［１０］的启发，应用文［１１］关于极限环惟一性和惟二性的研究结果，以及文献［１２］关于极限环
定性讨论的方法，得到了系统（０．１）当 ｎ＝５时的大范围分析结果．

本文安排如下，第１节对系统（０．１）进行了简化，将系统分为两种情形；第２节给出了几个基本引理；第３
节和第４节分别对系统（０．１）的两种情形进行了大范围分析研究．

１ 简化研究对象

当 ｎ＝５时，系统（０．１）为
ｘ＝ｙ， ｙ＝μ′１ｘ＋μ′２ｙ＋ｃｘ

５＋ｄｘ４ｙ． （１．１）
在系统（１．１）中可假设 ｄ＜０．否则，作变换 ｙ→－ｙ，ｔ→－ｔ，则变换后 ｘ４ｙ的系数变为－ｄ．当 ｃ＞０时，作变

换 ｘ→
ｃ
ｄ( )２

１
４
ｘ，ｙ→－

ｃ
ｄ( )２

１
４ ｃ
ｄｙ，ｔ→－

ｄ
ｃｔ，则系统（１．１）化为

ｘ＝ｙ， ｙ＝ｄ
２

ｃ２μ′１ｘ－
ｄ
ｃμ′２ｙ＋ｘ

５－ｘ４ｙ． （１．２）

当 ｃ＜０时，作变换 ｘ→
－ｃ
ｄ( )２

１
４
ｘ，ｙ→

－ｃ
ｄ( )２

１
４ ｃ
ｄｙ，ｔ→

ｄ
ｃｔ，则系统（１．１）化为

ｘ＝ｙ， ｙ＝ｄ
２

ｃ２μ′１ｘ＋
ｄ
ｃμ′２ｙ－ｘ

５－ｘ４ｙ． （１．３）

从而对系统（１．２）和（１．３）的研究可等价于对系统
ｘ＝ｙ：＝Ｐ（ｘ，ｙ）， ｙ＝μ１ｘ＋μ２ｙ±ｘ

５－ｘ４ｙ：＝Ｑ±（ｘ，ｙ） （１±）

的研究，其中μ１与μ２为任意实参数．

２ 基本引理

考虑Ｌｉéｎａｒｄ型方程
ｘ̈＋ｆ（ｘ）ｘ＋ｇ（ｘ）＝０， （２．１）

或它的等价方程组

ｘ＝ｙ， ｙ＝－ｆ（ｘ）ｙ－ｇ（ｘ）． （２．２）
假设函数 ｆ（ｘ）和 ｇ（ｘ）在区间（ａ，ｂ）上连续，且满足保证初值解的惟一性条件，其中－∞ａ＜０＜ｂ

＋∞．记带形区域 Ｄ：ｘ∈（ａ，ｂ），｜ｙ｜＜∞，

Ｆ（ｘ）：＝∫
ｘ

０
ｆ（ξ）ｄξ， Ｇ（ｘ）：＝∫

ｘ

０
ｇ（ξ）ｄξ．

为了研究方便，先给出文［１１］的两个结论．
引理 ２．１［１１］ 假设存在 ｘ′１∈（ａ，０］，ｘ１∈［０，ｂ）使得

（ⅰ）ｇ（ｘ′１）＝ｇ（ｘ１）＝０，且当 ｘ［ｘ′１，ｘ１］时，ｘｇ（ｘ）＞０；

（ⅱ）当 ｘ∈（ｘ′１，ｘ１）∪｛０｝时，ｆ（ｘ）０（０）；
（ⅲ）函数 ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）（ｘ－ｘ１）－１与（ｘ－ｘ１）ｆ（ｘ）（ｇ（ｘ））－１在（ｘ１，ｂ）上不减；
（ⅳ）函数 ｆ（ｘ），ｇ（ｘ－ｘ′１）－１与（ｘ－ｘ′１）ｆ（ｘ）（ｇ（ｘ））－１在（ａ，ｘ′１）上不增．

如果还存在 ｘ′２∈（ａ，ｘ′１］，ｘ２∈［ｘ１，ｂ）使得
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（ⅴ）Ｇ（ｘ′２）＝Ｇ（ｘ２）；
（ⅵ）当 ｘ∈［ｘ′２，ｘ２］时，ｆ（ｘ）０，

则方程组（２．２）在带域 Ｄ中至多存在一个极限环．如果存在，则极限环为包围全部奇点的稳定环．
引理 ２．２［１１］ 假设存在 ｘ′２∈（ａ，０），ｘ２∈（０，ｂ），ｘ′１∈［ｘ′２，０），ｘ１∈（０，ｘ２］，ｘ′０∈［ｘ′１，０），ｘ０∈（０，

ｘ１］，使得
（ⅰ）当 ｘ∈［ｘ０，ｘ２）∪（ｘ′２，ｘ′０］时，ｘｇ（ｘ）＜０，当 ｘ∈（ｘ２，ｂ）∪（ａ，ｘ′２）时，ｘｇ（ｘ）＞０；

（ⅱ）当 ｘ∈（ｘ′１，ｘ１）时，ｆ（ｘ）０（０），当 ｘ（ｘ′１，ｘ１）时，ｆ（ｘ）０；
（ⅲ）Ｆ（ｘ０）＝Ｆ（ｘ２），Ｆ（ｘ′０）＝Ｆ（ｘ′２）；
（ⅳ）函数 ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）（ｘ－ｘ２）－１与（ｘ－ｘ２）ｆ（ｘ）（ｇ（ｘ））－１在（ｘ２，ｂ）上不减，函数 ｆ（ｘ），ｇ（ｘ）（ｘ－ｘ′２）

与（ｘ－ｘ′２）ｆ（ｘ）（ｇ（ｘ））－１在（ａ，ｘ′２）上不增，
则方程组（２．２）在带域 Ｄ中至多存在两个包围全部奇点的极限环．如果存在两个极限环，则外（里）面的那个
极限环必定是稳定（不稳定）的．

考虑方程（２．１）另一形式的等价方程组
ｘ＝ｙ－Ｆ（ｘ），ｙ＝－ｇ（ｘ）． （２．３）

假设当 ｘ∈（ａ，ｂ）且 ｘ≠０时，ｘｇ（ｘ）＞０．ｌｉｍｓｕｐ
ｘ→ｂ－０

Ｆ（ｘ）＝＋∞，ｌｉｍｉｎｆ
ｘ→ａ＋０

Ｆ（ｘ）＝－∞，当 ｂ＝＋∞时，

ｘ→ｂ－０表示 ｘ→＋∞；当 ａ＝－∞时，ｘ→ ａ＋０表示 ｘ→－∞．作变换 ｚ＝Ｇ（ｘ），此变换在 ｘ＞０或ｘ＜０
上单调，从而可逆．所以方程组（２．３）化为

ｄｚ
ｄｙ＝Ｆｉ（ｚ）－ｙ，０＜ｚ＜ｚ０ｉ，ｉ＝１，２， （Ｅ）ｉ

其中 Ｆｉ（ｚ）：＝Ｆ（ｘｉ（ｚ）），ｘｉ（ｚ）是 ｚ＝Ｇ（ｘ）（（－１）ｉ＋１ｘ＞０）的反函数，ｉ＝１，２，ｚ０１ ＝Ｇ（ｂ），ｚ０２ ＝Ｇ（ａ）．
下面给出方程组（２．３）不存在闭轨线的两个充分条件．
引理 ２．３ 假设 Ｆ１（ｚ），Ｆ２（ｚ）∈ Ｃ０［０，＋∞］∩ Ｃ１（０，＋∞）．如果当 ｚ０时，Ｆ２（ｚ）（）Ｆ１（ｚ），

而当０＜ｚ１时，Ｆ２（ｚ）≠ Ｆ１（ｚ），则方程（Ｅ）１和（Ｅ）２的具有相同初值条件 ｚ１（ｙ０）＝ｚ２（ｙ０）（ｙ０ ＜０）的解

ｚ１（ｙ）和 ｚ２（ｙ），满足 ｚ１（ｙ）＜（＞）ｚ２（ｙ），ｙ∈（ｙ０，ｙｒ］，其中［ｙ０，ｙｒ］是 ｚ１（ｙ）和 ｚ２（ｙ）右行解的公共存在区
间．从而方程组（２．３）不存在闭轨线．

证明 考虑方程组

ｄｚ
ｄｔ＝Ｆｉ（ｚ）－ｙ，

ｄｙ
ｄｔ＝１，ｉ＝１，２． （Ｈ）ｉ

下面证明在区域 Ｉ：ｚ０，ｙ＞Ｆｉ（ｚ）上，方程组（Ｈ）ｉ的正半轨Ｌ＋ｃｉ与ｙ的正半轴相交．
用反证法，假设不然．在区域 Ｉ上，当 ｔ增加时方程组（Ｈ）ｉ的解ｚｉ（ｔ）单调下降，ｙｉ（ｔ）单调上升．若 Ｌ＋ｃｉ有

界，则 Ｌ＋ｃｉ在区域Ｉ上有惟一极限点Ｊ，且 Ｊ必为奇点，但显然方程组（Ｈ）ｉ在区域Ｉ上无奇点，得矛盾．若 Ｌ＋ｃｉ无

界，则 Ｌ＋ｃｉ必有垂直渐近线ｚ＝ｌ，但当 ｚ→ ｌ，ｙ→＋∞时，
ｄｙ
ｄｚ＝

１
Ｆｉ（ｚ）－ｙ→

０，又得矛盾．所以方程组（Ｈ）ｉ

的正半轨 Ｌ＋ｃｉ与ｙ的正半轴相交．同理可证方程（Ｈ）ｉ的负半轨Ｌ－ｃｉ在区域ｚ０，ｙ＜Ｆｉ（ｚ）上与 ｙ的负半轴
相交．从而方程（Ｅ）ｉ的轨线必与ｙ的正负半轴相交．考虑方程（Ｅ）ｉ过相同初始点Ｎ（ｙ０，０）（ｙ０ ＜０）的解

ｚｉ（ｙ）（见图１与图２）．
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当 ｚ０时，不妨设 Ｆ２（ｚ） Ｆ１（ｚ），而当０＜ｚ ｌ时，Ｆ２（ｚ）≠ Ｆ１（ｚ），所以当０＜ｚ１时，Ｆ２（ｚ）－ｙ＞
Ｆ１（ｚ）－ｙ．由微分方程比较定理得方程（Ｅ）１和（Ｅ）２的解 ｚ１（ｙ）和 ｚ２（ｙ），满足 ｚ１（ｙ）＜ｚ２（ｙ），ｙ∈（ｙ０，ｙｒ］，
其中［ｙ０，ｙｒ］是ｚ１（ｙ）和ｚ２（ｙ）右行解的公共存在区间．假设在（ｚ，ｙ）平面内轨线ｚ１（ｙ）和ｚ２（ｙ）分别对应弧
ＮＲ和ＮＴ，则弧 ＮＲ整个位于弧ＮＴ的左边，返回到（ｘ，ｙ）平面就得到经过点 Ｎ（０，ｙ０）的轨线段 ＴＮＲ，如图 Ｒ
在 Ｔ的下方，所以方程组（２．３）不存在闭轨线．当 Ｆ２（ｚ） Ｆ１（ｚ）时同理可证．

引理 ２．４ 假设（ｘ，ｕ）平面上的两条曲线 Ｆ（ｘ）＝Ｆ（ｕ）和 Ｇ（ｘ）＝Ｇ（ｕ）在区域 ｕ＜０，ｘ＞０或 ｕ＞
０，ｘ＜０内不相交，则方程组（２．３）不存在闭轨线．

证明 下面仅证明方程组（２．３）在第一种情形下不存在闭轨线，第二种情形类似可证．当 ｘ＞０时，令
ｚ＝Ｇ（ｘ），则 Ｆ（ｘ）＝Ｆ１（ｚ）；当 ｕ＜０时，令 Ｕ＝Ｇ（ｕ），则 Ｆ（ｕ）＝Ｆ２（Ｕ）．由 Ｇ（ｘ）＝Ｇ（ｕ）知 ｚ＝Ｕ．

由曲线 Ｆ（ｘ）＝Ｆ（ｕ）和 Ｇ（ｘ）＝Ｇ（ｕ）在区域 ｕ＜０，ｘ＞０内不相交，可得 Ｆ１（ｚ）≠ Ｆ２（ｚ），故由引理２．３
得方程组（２．３）不存在闭轨线．

３ 系统（１＋）的极限环分布

本节讨论系统（１＋）的大范围分析．对系统（１＋），当μ１ ＜０时，有三个奇点 Ｏ（０，０），Ａ１（
４－μ槡 １，０）和

Ｂ１（－
４－μ槡 １，０）；当μ１０时，只有惟一奇点 Ｏ（０，０）．
定理 ３．１ 对于系统（１＋）有以下结论：
（ⅰ）当μ１ ＞０时，系统无闭轨；

（ⅱ）当μ１ ＝０，μ２≠０时，系统产生Ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ分岔；
（ⅲ）当μ１ ＜０，μ２ ＜０时，系统无闭轨；
（ⅳ）当μ１ ＜０，μ２ ＝０时，系统发生Ｈｏｐｆ分岔；
（ⅴ）当μ１ ＜０时，存在μ１的某个函数μ


２（μ１），使得当０＜μ２ ＜μ


２（μ１）时，系统存在惟一的包围奇

点 Ｏ的稳定极限环；
（ⅵ）当μ１ ＜０，μ２ ＝μ


２（μ１）时，系统存在连接奇点 Ａ１和 Ｂ１的异宿环；

（ⅶ）当１ ＜０，μ２ ＞μ

２（μ１）时，系统的异宿环破裂且系统无极限环．

证明 （ⅰ）当μ１ ＞０时，由于系统的惟一奇点 Ｏ为鞍点，所以此时系统（１
＋）无闭轨．

（ⅱ）当μ１ ＝０时，系统（１
＋）变为

ｘ＝ｙ， ｙ＝μ２ｙ＋ｘ
５－ｘ４ｙ． （３．１）

由中心流形理论［１］，考虑系统

ｘ＝ｙ，
μ１ ＝０，

ｙ＝μ１ｘ＋μ２ｙ＋ｘ
５－ｘ４ｙ

{
，

（３．２）

用线性变换

ｕ( )ｖ ＝ １μ２μ２
－１( )０ １ ( )ｘｙ．

将（３．２）变为
ｕ＝ｆ１（ｕ，ｖ，μ１），

μ１ ＝０，

ｖ＝μ２ｖ＋ｇ１（ｕ，ｖ，μ１）
{

．
（３．３）

其中 ｆ１（ｕ，ｖ，μ１）＝－ｇ１（ｕ，ｖ，μ１）＝－
１
μ２
［μ１（ｕ＋ｖ）＋（ｕ＋ｖ）

５－μ２ｖ（ｕ＋ｖ）
４］．则系统（３．３）的中心流形

可表示为

Ｗｃ＝｛（ｕ，μ１，ｖ）｜ｖ＝ｈ（ｕ，μ１），ｈ（０，０）＝０，Ｄｈ（０，０）＝０｝．
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对充分小的 ｕ和μ１，ｈ满足

Ｄｕｈ（ｕ，μ１）ｆ１（ｕ，ｈ（ｕ，μ１），μ１）－μ２ｈ（ｕ，μ１）－ｇ１（ｕ，ｈ（ｕ，μ１），μ１）＝０． （３．４）

令 ｈ（ｕ，μ１）＝∑
４

ｋ＝２
∑
ｋ

ｉ＝０
ａｋｉｕｉμ

ｋ－ｉ
１ ＋…，将其代入（３．４）式，比较等式两边 ｕ和μ１的同次幂系数，得

ａ２１ ＝－
１
μ
２
２
，ａ３１ ＝

２
μ
４
２
，ａ４１ ＝－

５
μ
６
２
，ａｋｉ＝０，ｉ＝０，２，…ｋ，ｋ＝２，３，４．

所以 ｈ＝－１
μ
２
２
ｕμ１＋

２
μ
４
２
ｕμ
２
１－
５
μ
６
２
ｕμ
３
１＋Ｏ（５），其中Ｏ（５）表示ｕαμβ１（α＋β＝５）的同阶无穷小．因此系统（３．３）

的中心流形为

ｕ＝－１
μ２
ｕ［μ１（１－

１
μ
２
２
μ１＋

２
μ
４
２
μ
２
１－

５
μ
６
２
μ
３
１）＋ｕ４］＋Ｏ（６），

μ１ ＝
{

０．
（３．５）

其中Ｏ（６）表示ｕαμβ１（α＋β＝６）的同阶无穷小．由文［１］关于Ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ分岔的判定知系统（３．５）在（ｕ，μ１）＝

（０，０）时发生Ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ分岔，所以系统（１＋）在μ１ ＝０，μ２≠０时发生Ｐｉｔｃｈｆｏｒｋ分岔．

（ⅲ）当μ１ ＜０，μ２ ＜０时，由于
Ｐ
ｘ＋

Ｑ＋
ｙ ＝μ２－

ｘ４ ＜０，所以由ＢｅｎｄｉｘｓｏｎＤｕｌａｃ定理知系统无闭轨．

（ⅳ）当μ１ ＜０，μ２ ＝０时，奇点 Ｏ为焦点．令ξ＝－μ１ｘ，η ＝－ －μ槡 １ｙ，τ ＝ －μ槡 １ｔ，σ ＝ －μ槡 １，则

系统（１＋）变为
ｄξ
ｄτ ＝－η

，
ｄη
ｄτ ＝ξ＋ε１ξ

５＋ε２ξ
４
η． （３．６）

其中ε１ ＝－σ－１０，ε２ ＝－σ－９．由文［１３］取形式级数Φ（ξ，η）＝ξ
２＋η

２＋Φ３（ξ，η）＋Φ４（ξ，η）＋…，其中

Φｉ（ξ，η）为ξ和η的ｉ次齐次多项式，ｉ＝３，４，…，则Φ（ξ，η）关于系统（３．６）的全微分为

ｄΦ
ｄτ （３．６）

＝Φξ
·
ｄξ
ｄτ＋

Φ
η
·
ｄη
ｄτ ＝－

（２ξ＋
Φ３
ξ

＋Φ４ξ
＋…）η＋

（２η＋
Φ３
η

＋Φ４η
＋…）（ξ＋ε１ξ

５＋ε２ξ
４
η）．

令三次项为零并取极坐标得
ｄΦ３（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）

ｄθ ＝０，由此求得三次齐次函数Φ３（ξ，η）＝０．同理可求得Φ４（ξ，

η）＝０，Φ５（ξ，η）＝０．令六次项为零：

－η
Φ６
ξ

＋Φ６ηξ
＋２ε１ξ

５
η＋２ε２ξ

４
η
２ ＝０，

取极坐标，上式化为

ｄΦ６（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）
ｄθ ＝－２ε１ｃｏｓ５θｓｉｎθ－２ε２ｃｏｓ４θｓｉｎ２θ，

但∫
２π

０
２ε１ｃｏｓ５θｓｉｎθｄθ ＝０，∫

２π

０
２ε２ｃｏｓ４θｓｉｎ２θｄθ ＝－π４ε２≠０．所以改取Φ６满足方程

ｄΦ６（ｃｏｓθ，ｓｉｎθ）
ｄθ ＝－２ε１ｃｏｓ５θｓｉｎθ－２ε２ｃｏｓ４θｓｉｎ２θ＋Ｃ６．

其中 Ｃ６＝
ε２
π∫

２π

０
ｃｏｓ４θｓｎ２θｄθ＝

ε２
８．所以

ｄΦ
ｄτ ＝

Ｃ６ｒ６＋ｏ（ｒ６），其中 ｒ２＝ξ
２＋η

２，ｏ（ｒ６）表示 ｒ６的高阶无穷小，

奇点 Ｏ的二阶焦点量Ｖ２ ＝
ε２
８＝－（８σ

９）－１ ＜０．当μ１ ＜０，μ２ ＝０时，奇点 Ｏ为稳定细焦点，当μ２向正向微

扰时，奇点 Ｏ由二阶稳定细焦点变为不稳定焦点，从而系统必在奇点 Ｏ的外围跳出一个稳定极限环，所以当

μ１ ＜０，μ２ ＝０时，发生Ｈｏｐｆ分岔．
（ⅴ）～（ⅶ）当μ１ ＜０，μ２ ＞０时，奇点 Ｏ为源点，Ａ１和 Ｂ１为鞍点，所以由Ｂｅｎｄｉｘｓｏｎ指数公式知系统

（１＋）不存在包围三个奇点的大环．
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假设０＜μ′２ ＜μ″２，由于

ｙμ１ｘ＋μ′２ｙ＋ｘ
５－ｘ４ｙ

ｙμ１ｘ＋μ″２ｙ＋ｘ
５－ｘ４ｙ

＝（μ″２－μ′２）ｙ
２ ＞０，

所以系统（１＋）对μ２构成广义旋转向量场．当μ２从０增大时，向量场逆时针旋转，围绕奇点 Ｏ的极限环逐渐
扩大，过奇点 Ａ１和 Ｂ１的两对分界线分别互相靠近，直到出现μ１的某一个函数μ


２（μ１），使得当μ２ ＝

μ

２（μ１）时，出现连接 Ａ１和 Ｂ１的异宿环，而围绕原点的极限环消失于上述的异宿环，当μ２＞μ


２（μ１）时，异

宿环破裂，且系统无极限环．

４ 系统（１－）的极限环分布

当μ１０时，系统（１
－）有惟一奇点 Ｏ．当μ１ ＞０时，系统（１

－）除奇点 Ｏ外，还有奇点 Ａ２（
４
μ槡 １，０）和

Ｂ２（－
４
μ槡 １，０），并且若μ２ ＞（＜）μ１，μ１ ＞０，则 Ａ２和 Ｂ２为源（汇）点；若μ１ ＝μ２ ＞０，则 Ａ２和 Ｂ２为中心．

对于奇点 Ｏ，若μ１ ＞０，则 Ｏ为鞍点；若μ１ ＝０，则 Ｏ为复杂奇点；若μ１ ＜０，μ２ ＝０，则 Ｏ为中心；若μ１ ＜
０，μ２ ＞（＜）０，则 Ｏ为源（汇）点．

定理 ４．１ （ⅰ）当μ２０时，系统（１
－）无闭轨．

（ⅱ）当μ２μ１ ＞０时，系统（１
－）不存在只包围一个奇点的极限环，且包围三个奇点的大环至多一个．

如果存在，则极限环是稳定的．

证明 （ⅰ）当μ２０时，由于
Ｐ
ｘ＋

Ｑ－
ｙ ＝μ２－

ｘ４０，所以由ＢｅｎｄｉｘｓｏｎＤｕｌａｃ定理知，系统（１－）无

闭轨．
（ⅱ）首先证明当μ２μ１＞０时，系统（１

－）不存在只包围一个奇点的极限环．由于此时奇点 Ｏ为鞍点，
所以不存在只包围奇点 Ｏ的极限环．由系统（１－）的对称性，只对奇点 Ａ２证明即可．由于奇点 Ｏ为鞍点，且

ｘ＝ｙ，所以只包围奇点Ａ２的极限环不与ｘ＝０相交．令Ｌ＝ｘ＋ｙ＝０．当ｘ＞０时，沿系统（１－）有
ｄＬ
ｄｔＬ＝０

＝

－（μ２－μ１＋１）ｘ＜０，从而只包围奇点 Ａ２的闭轨也不与 Ｌ相交．取Ｄｕｌａｃ函数 Ｂ（ｘ，ｙ）＝
ｘ

ｘ＋ｙ，则对系统

（１－）有ｄｉｖ（ＢＰ，ＢＱ－）＝
（μ２－μ１）ｘ

２＋ｙ２

（ｘ＋ｙ）２ ０，从而不存在只包围奇点 Ａ２的极限环．

其次，为了讨论包围三个奇点的大环，将系统（１－）改写为
ｘ＝ｙ，ｙ＝－ｆ２（ｘ）ｙ－ｇ２（ｘ）． （４．１）

其中 ｆ２（ｘ）＝ｘ４－μ２，ｇ２（ｘ）＝ｘ
５－μ１ｘ．取带形区域 Ｄ１：ｘ∈（ａ１，ｂ１），｜ｙ｜＜∞，其中 ａ１ ＝－

４
μ槡 １－δ，

ｂ１ ＝
４
μ槡 １＋δ，δ＞０充分小．取ｘ′１ ＝－

４
μ槡 １，ｘ１＝

４
μ槡 １，则 ｘ′１∈（ａ１，０），ｘ１∈（０，ｂ１），对方程组（４．１）有：

（ⅰ）ｇ２（ｘ′１）＝ｇ２（ｘ１）＝０，且当 ｘ［ｘ′１，ｘ１］时，ｘｇ２（ｘ）＝ｘ２（ｘ４－μ１）＞０．
（ⅱ）当 ｘ＝０时，ｆ２（０）＝－μ２ ＜０；当 ｘ∈（ｘ′１，ｘ１）时，ｆ２（ｘ）＝ｘ

４－μ２ ｘ
４－μ１ ＜０．

（ⅲ）当 ｘ∈（ｘ１，ｂ１）时，令

Ｍ１（ｘ）＝
ｇ２（ｘ）
ｘ－ ４

μ槡 １
＝
ｘ５－μ１ｘ
ｘ－ ４

μ槡 １
＝ｘ（ｘ２＋ μ槡 １）（ｘ＋

４
μ槡 １），

Ｍ２（ｘ）＝
ｘ－ ４

μ槡 １

ｇ２（ｘ）
ｆ２（ｘ）＝

ｘ－ ４
μ槡 １

ｘ５－μ１ｘ
（ｘ４－μ２）＝

ｘ４－μ２
ｘ（ｘ２＋ μ槡 １）（ｘ＋

４
μ槡 １）
，

则

ｄＭ１（ｘ）
ｄｘ ＝４ｘ３＋２４

μ槡 １ｘ２＋２ μ槡 １ｘ＋
４

μ槡 ３
１ ＞０，

ｄＭ２（ｘ）
ｄｘ ＝

ｘ６ ４
μ槡 １＋２ｘ５ μ槡 １＋３ｘ４

４

μ槡 ３
１＋μ２（ｘ

２＋ μ槡 １）（２ｘ＋
４
μ槡 １）＋２μ２ｘ

２（ｘ＋ ４
μ槡 １）

ｘ２（ｘ２＋ μ槡 １）
２（ｘ＋ ４

μ槡 １）
２ ＞０，
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而且
ｄｆ２（ｘ）
ｄｘ ＝４ｘ３ ＞０．所以 Ｍ１（ｘ），Ｍ２（ｘ）和 ｆ２（ｘ）在 ｘ∈（ｘ１，ｂ１）上都不减．

（ⅳ）同（ⅲ）可证 ｆ２（ｘ），
ｇ２（ｘ）
ｘ＋ ４

μ槡 １

及
ｘ＋ ４

μ槡 １

ｇ２（ｘ）
ｆ２（ｘ）在 ｘ∈（ａ１，ｘ′１）上都不增．

（ⅴ）取 ｘ′２ ＝ｘ′１，ｘ２ ＝ｘ１，可得 Ｇ２（ｘ′１）＝Ｇ２（ｘ１），其中 Ｇ２（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｇ２（ξ）ｄξ．

从而由引理２．１知系统（１－）至多存在一个极限环．如果存在，则极限环为包围三个奇点的稳定环．
定理 ４．２ 对于系统（１－），如果０＜μ２ ＜μ１那么系统至多存在三个极限环．若只包围一个奇点的环存

在，则只包围奇点 Ａ２或 Ｂ２的环至多各一个．如果存在，则极限环为不稳定环．此时包围三个奇点的大环也至
多一个，如果存在，则极限环为稳定环；若只包围一个奇点的环不存在，则包围三个奇点的大环至多两个．

证明 首先证明当０＜μ２ ＜μ１时，系统（１
－）只包围一个奇点的极限环至多一个，由系统（１－）的对称

性，只对奇点 Ａ２证明即可．把原点移到奇点 Ａ２，令珋ｘ＝ｘ－
４
μ槡 １，珋ｙ＝ｙ，变换后仍以 ｘ和ｙ表示珋ｘ和珋ｙ，则系

统（１－）变为
ｘ＝ｙ， ｙ＝－ｆ３（ｘ）ｙ－ｇ３（ｘ）． （４．２）

其中 ｆ３（ｘ）＝（ｘ＋
４
μ槡 １）

４－μ２，ｇ３（ｘ）＝（ｘ＋
４
μ槡 １）

５－μ１（ｘ＋
４
μ槡 １）．下面验证系统（４．２）满足文［１２，定

理４．６］的全部条件．

（ⅰ）当 ｘ∈（－
４
μ槡 １，０）∪（０，＋∞）时，ｘｇ３（ｘ）＝ｘ２（ｘ＋

４
μ槡 １），（ｘ＋２

４
μ槡 １）［（ｘ＋

４
μ槡 １）

２＋ μ槡 １］＞０．
（ⅱ）ｆ３（０）＝μ１－μ２ ＞０．

（ⅲ）
ｄ
ｄｘ（
ｆ３（ｘ）
ｇ３（ｘ）

）＝
Ｍ３（ｘ）
（ｇ３（ｘ））２

，其中

Ｍ３（ｘ）＝ｆ′３（ｘ）ｇ３（ｘ）－ｆ３（ｘ）ｇ′３（ｘ）＝－［（ｘ＋
４
μ槡 １）

８＋（３μ１－５μ２）（ｘ＋
４
μ槡 １）

４＋μ１μ２］．

当０＜μ２
３
５μ１时，Ｍ３（ｘ）＜０；当

３
５μ１ ＜μ２ ＜μ１时，令Δ ＝（３μ１ －５μ２）

２ －４μ１μ２ ＝（９μ１ －

２５μ２）（μ１－μ２）＜０，从而 Ｍ３（ｘ）＜０．因此当０＜μ２ ＜μ１时，
ｄ
ｄｘ（
ｆ３（ｘ）
ｇ３（ｘ）

）＜０．

所以依据［１２，定理４．６］知系统（１－）只包围奇点 Ａ２的极限环至多有一个．如果存在，则极限环必为不稳
定环．

其次，讨论包围三个奇点大环的情形．下面证明当０＜μ２
１
５μ１时，系统（１

－）在区域 ｜ｘ｜＞ ４
μ槡 １上不

存在大环．

当μ２ ＝
１
５μ１时，若 ｘ＞

４
μ槡 １，令珋ｘ＝ｘ－

４
μ槡 １，珋ｙ＝ｙ，变换后仍以 ｘ和ｙ表示珋ｘ和珋ｙ，则系统（１－）变为

ｘ＝ｙ，ｙ＝－ｆ４（ｘ）ｙ－ｇ４（ｘ）． （４．３）

其中 ｆ４（ｘ）＝（ｘ＋
４
μ槡 １）

４－１５μ１，ｇ４（ｘ）＝（ｘ＋
４
μ槡 １）

５－μ１（ｘ＋
４
μ槡 １）．考虑其等价的系统

ｘ＝ｙ－Ｆ４（ｘ），ｙ＝－ｇ４（ｘ）． （４．４）

其中 Ｆ４（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ４（ξ）ｄξ ＝

１
５［（ｘ＋

４
μ槡 １）

５－μ１ｘ－μ１
４
μ槡 １］．

令 Ｇ４（ｘ）＝∫
ｘ

０
＝ｇ４（ξ）ｄξ ＝

１
６［（ｘ＋

４
μ槡 １）

６－μ１ μ槡 １］－
１
２［μ１（ｘ＋

４
μ槡 １）

２－μ１ μ槡 １］．下面证明曲

线 Ｆ４（ｘ）＝Ｆ４（ｕ）和 Ｇ４（ｘ）＝Ｇ４（ｕ）在带形区域 Ｄ２：ｕ＜０，ｘ＞０内不相交，即证明以下方程组在 Ｄ２内
无解：

（ｕ＋ ４
μ槡 １）

４＋（ｕ＋ ４
μ槡 １）

３（ｘ＋ ４
μ槡 １）＋（ｕ＋

４
μ槡 １）

２（ｘ＋ ４
μ槡 １）

２＋

（ｕ＋ ４
μ槡 １）（ｘ＋

４
μ槡 １）

３＋（ｘ＋ ４
μ槡 １）

４ ＝μ１，

（ｕ＋ｘ＋２４
μ槡 １）［（ｕ＋

４
μ槡 １）

４（ｕ＋ ４
μ槡 １）

２（ｘ＋ ４
μ槡 １）

２＋（ｘ＋ ４
μ槡 １）

４］＝３μ１（ｕ＋ｘ＋２
４
μ槡 １）

{
．
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若 ｕ＋ｘ＋２４
μ槡 １ ＝０，解得 ｘ＝０或 ｘ＝－２

４
μ槡 １，均不在 Ｄ２内；

若 ｕ＋ｘ＋２４
μ槡 １≠０，联立得：

２（ｕ＋ ４
μ槡 １）

４＋３（ｕ＋ ４
μ槡 １）

３（ｘ＋ ４
μ槡 １）＋２（ｕ＋

４
μ槡 １）

２（ｘ＋ ４
μ槡 １）

２＋

３（ｕ＋ ４
μ槡 １）（ｘ＋

４
μ槡 １）

３＋２（ｘ＋ ４
μ槡 １）

４ ＝［２（ｕ＋ ４
μ槡 １）

２－

（ｕ＋ ４
μ槡 １）（ｘ＋

４
μ槡 １）＋２（ｘ＋

４
μ槡 １）

２］·（ｕ＋ｘ＋２４
μ槡 １）

２ ＝０，

即 ２（ｕ＋ ４
μ槡 １）

２－（ｕ＋ ４
μ槡 １）（ｘ＋

４
μ槡 １）＋２（ｘ＋

４
μ槡 １）

２ ＝０

看作关于 ｕ＋４
μ槡 １的一元二次方程，其判别式Δ＝－１５（ｘ＋

４
μ槡 １）

２＜０，所以方程无解，从而方程组在 Ｄ２内

无解．由引理２．４知，系统（１－）在 ｘ＞ ４
μ槡 １内不存在极限环．若 ｘ－

４
μ槡 １，同理可证系统（１－）不存在极限环．

由于系统（１－）对μ２形成广义旋转向量场，所以由旋转向量场理论知，当０＜μ２
１
５μ１时，系统（１

－）在

区域 ｜ｘ｜＞ ４
μ槡 １上不存在极限环，从而不存在包围三个奇点的大环．

当
１
５μ１ ＜μ２ ＜μ１时，取带形区域

Ｄ３：ｘ∈（ａ３，ｂ３），｜ｙ｜＜＋∞．

其中 ａ３ ＝－
４
μ槡 １－δ，ｂ３ ＝

４
μ槡 １＋δ，δ充分小．

取 ｘ′２ ＝－
４
μ槡 １，ｘ′１ ＝－

４
μ槡 ２，ｘ１ ＝

４
μ槡 ２，ｘ２ ＝

４
μ槡 １．令 Ｗ（ｘ）：＝ｘ４＋

４
μ槡 １ｘ３＋ μ槡 １ｘ２＋

４

μ槡 ３
１ｘ＋

μ１－５μ２，由于Ｗ（０）＝μ１－５μ２＜０，Ｗ（ｘ１）＞０，所以方程Ｗ（ｘ）＝０必存在一个正根ｘ０，使得ｘ０∈（０，ｘ１）．
令ｘ′０ ＝－ｘ０，则 ｘ′０∈（ｘ′１，０）．对方程组（４．１）有：

（ⅰ）当∈［ｘ０，ｘ２）∪（ｘ′２，ｘ′０］时，ｘｇ２（ｘ）＝ｘ（ｘ５－μ１ｘ）＝ｘ
２（ｘ４－μ１）＜０；当 ｘ∈（ｘ２，ｂ３）∪（ａ３，

ｘ′２）时，ｘｇ２（ｘ）＞０；

（ⅱ）当 ｘ∈（ｘ′１，ｘ１）时，ｆ２（ｘ）＝ｘ４－μ２ ＜０；当 ｘ（ｘ′１，ｘ１）时，ｆ２（ｘ）０；

（ⅲ）Ｆ２（ｘ０）＝Ｆ２（ｘ２），Ｆ２（ｘ′０）＝Ｆ２（ｘ′２），其中 Ｆ２（ｘ）＝∫
ｘ

０
ｆ２（ξ）ｄξ ＝

１
５ｘ

５－μ２ｘ；

（ⅳ）类似于定理４．１的证明，可证得函数 ｆ２（ｘ），ｇ２（ｘ）（ｘ－ｘ２）－１，（ｘ－ｘ２）ｆ２（ｘ）（ｇ２（ｘ））－１在（ｘ２，ｂ３）
上不减；函数 ｆ２（ｘ），ｇ２（ｘ）（ｘ－ｘ′２）－１，（ｘ－ｘ′２）ｆ２（ｘ）（ｇ２（ｘ））－１在（ａ３，ｘ′２）上不增．从而由引理２．２知，系
统（１－）在带域 Ｄ３上至多存在两个包围全部奇点的极限环．如果存在两个极限环，则外（里）环必是稳定（不
稳定）的．下面分三种情形讨论．

（ａ）若只包围奇点 Ａ２或 Ｂ２的极限环存在，分别记为 ＬＡ２和 ＬＢ２，则 ＬＡ２和 ＬＢ２为惟一只包围一个奇点的

不稳定极限环．
假设最内包围奇点 Ａ２，Ｂ２和Ｏ的大环为Ｌ１，则 Ｌ１必为内侧稳定．下证 Ｌ１必为外侧稳定．若不然，由于系

统（１－）关于μ２形成广义旋转向量场，微扰μ２，则 Ｌ１必分解成两个环Ｌ

１  Ｌ２，且 Ｌ１ 至少内侧稳定，Ｌ２ 至

少外侧不稳定，此与上述结论矛盾．所以 Ｌ１为稳定极限环，且 Ｌ１之外无其它极限环，此时系统至多存在三个
极限环．

（ｂ）若只包围奇点 Ａ２或 Ｂ２的极限环不存在，但存在过奇点 Ｏ的双同宿环（过奇点 Ｏ的 ∞分界线环）．

由于（Ｐ
ｘ＋

Ｑ－
ｙ
）
（０，０）
＝μ２ ＞０，所以双同宿环为不稳定的．假设最内包围双同宿环的极限环为 Ｌ１，则

Ｌ１必为内侧稳定．重复情形（ａ）的讨论可得 Ｌ１为稳定环，且 Ｌ１的外围没有其它的极限环．
（ｃ）若只包围奇点 Ａ２或 Ｂ２的极限环以及过奇点 Ｏ的双同宿环都不存在．
由于奇点Ａ２和Ｂ２都为汇点，所以最内包围三个奇点的极限环Ｌ１必为内侧不稳定．若Ｌ１外侧不稳定，则

重复情形（ａ）的讨论可得，Ｌ１的外围至多存在一个稳定环 Ｌ２，此时系统（１－）至多存在两个大环包围三个奇
点；若 Ｌ１外侧稳定，则它是惟一的二重环．若不然，设 Ｌ２是最靠近 Ｌ１的环，则 Ｌ２必为内侧不稳定，此与上述
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已证矛盾．所以 Ｌ１的外围无环，微扰μ２可使 Ｌ１分解为两个以上的环，但由于上述讨论，Ｌ１只能分解成两个
环，这就证明了 Ｌ１为惟一的二重环．

定理 ４．３ 当０＜μ１μ２＜∞时，系统（１
－）必存在惟一的包围三个奇点的稳定大环，不存在其它的极

限环．
证明 由定理４．１知，当０＜μ１μ２＜∞时，系统（１

－）不存在只包围一个奇点的极限环，且包围三个

奇点的大环至多一个，所以只需证明存在性．
由于此时奇点 Ａ２和 Ｂ２为源点，所以只需作外境界线 Ｓ，使系统（１－）的轨线与 Ｓ相交时都由外部穿入内

部．为此，验证方程组（４．１）满足Ｌｅｖｉｎｓｏｎ关于耗散系统的三个条件：

（ⅰ）取μ ＞μ２．当 ｜ｘ｜
４
槡μ时，ｆ２（ｘ）μ－μ２，当 ｜ｘ｜＜

４
槡μ时，ｆ２（ｘ）－μ２；

（ⅱ）当 ｘ
４
槡μ时，ｇ２（ｘ）＝ｘ

５－μ１ｘ单调上升，当 ｜ｘ｜
４
槡μ时，ｘｇ２（ｘ）＞０；

（ⅲ）当 ｜ｘ｜→＋∞时，｜ｇ２（ｘ）｜＝｜ｘ５－μ１ｘ｜→＋∞，
ｇ２（ｘ）
Ｇ２（ｘ）

＝
ｘ５－μ１ｘ

１
５ｘ

６－１２μ１ｘ
２
＝Ｏ（１ｘ）．

所以由文［１２，定理８．１］知，系统（１－）存在包围三个奇点的大环．于是，定理得证．
由以上讨论，可得到如下结果：

定理 ４．４ 系统（１－）的极限环有且仅有如下六种分布：
（１）当μ１ ＜０，μ２ ＞０时，存在惟一的稳定环包围原点；
（２）当０＜μ１μ２ ＜∞时，存在惟一的稳定大环包围三个奇点；

（３）当０＜ ３４μ１ ＜μ２ ＜μ１时，存在一个大环包围两个小环；

（４）当μ２ ＝
３
４μ１ ＞０时，存在一个大环包围过原点的双同宿环；

（５）存在一个常数０＜ξ ＜
３
４，当０＜ξμ１ ＜μ２ ＜

３
４μ１时，存在惟二包围三个奇点的两个大环；

（６）当μ２ ＝ξμ１ ＞０时，存在惟一的二重环．
证明 当μ２０时，由定理４．１知系统（１

－）无闭轨．当μ１ ＜０，μ２ ＝０时，类似于定理３．１（ⅳ）的证明
可知系统（１－）发生Ｈｏｐｆ分岔（略），从而当μ１ ＜０，μ２ ＞０时，系统（１

－）产生惟一包围原点的稳定环，为情形

（１）．当０＜μ１μ２ ＜∞时，为情形（２），这就是定理４．３．
下证（３）～（６）．当μ１＝μ２时，由定理４．３知系统（１

－）存在一个包围三个奇点的稳定环Ｌ０，且无其它环．
由于此时奇点 Ａ２和 Ｂ２都为不稳定细焦点，所以微扰μ２使得μ２ ＜μ１，将会把奇点 Ａ２和 Ｂ２变为稳定焦点，
从而从奇点 Ａ２和 Ｂ２的外围各跳出一个不稳定环 ＬＡ２和 ＬＢ２．

下证 Ｌ０不消失．若不然，由于 Ｌ０包围三个奇点且随μ２减小时缩小，所以它只能消失与过原点的双同宿

环，此双同宿环必外侧稳定．但是奇点 Ｏ的鞍点量σ＝（Ｐｘ＋
Ｑ－
ｙ
）
（０，０）
＝μ２＞０，得矛盾，故 Ｌ０不消失．由

定理４．２知，此时恰有一个大环且呈（３）分布．在分布（３）中，由系统（１－）为广义旋转向量场知，不稳定环 ＬＡ２
和 ＬＢ２随μ２减小而扩大，稳定环 Ｌ０则减小．注意到奇点 Ｏ的鞍点量σ ＞２，所以 ＬＡ２和 ＬＢ２将同时消失与过

原点的双同宿环，由文［６］知，此时μ２＝
３
４μ１．这就是说，当

３
４μ１＜μ２＜μ１时，呈（３）分布．当μ２＝

３
４μ１时，

呈（４）分布．当μ２从
３
４μ１减小时，从同宿环跳出一个不稳定环，且包围三个奇点．当μ２继续减小时，不稳定大

环扩大，而稳定环缩小，最后重合为一个二重环．由文［６］知，存在惟一的μ２ ＝ξμ１，其中常数０＜ξ ＜
３
４，使

得当ξμ１ ＜μ２ ＜
３
４μ１时，呈（５）分布，当μ２ ＝ξμ１时，呈（６）分布．
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