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一阶中立型时滞微分方程的振动性 
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摘  要：研究了具有正负系数的一阶中立型时滞微分方程 ( ) ( ) ( ) ( ) 0τ σ ρ′
− − + − − − =  x t px t q x t r x t ，

其中 ( )0,1p ∈ ，利用适当的特征方程和不等式，建立了解的新振动准则． 
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中立型时滞微分方程理论较一般的时滞微分方程理论要复杂得多．由于中立型时滞微分方程

在许多领域中有着广泛的应用[1-2]，因此它的振动理论也倍受重视．近几年来，已有许多研究成果

问世[3-5]． 

本文考虑带正负系数的中立型时滞微分方程 

( ) ( ) ( ) ( ) 00,  τ σ ρ′
− − + − − − = ≥  x t px t qx t rx t t t                          （1） 

其中 , ,p q r 为非负常数， ρστ ,, 为非负实数． 

定义 1  设 { }ρστ ,,max=m ，若 ( )tx [ )( )RmtC ,,0 ∞−∈ ，使得 ( ) ( )τ−− tpxtx [ )( )RtC ,,0
1 ∞∈

且满足方程（1），则称 ( )tx 为方程（1）的解． 

定义 2  方程（1）的解 ( )tx 称为振动的，如果 ( )tx 既不最终为正，也不最终为负．否则，称

为非振动的． 

1 主要结果 

引理 1 ]6[   方程（1）的一切解均为振动的必要充分条件是它的特征方程 

( ) 0=−+−= −−− λρλσλτλλλ reqeepF                                     （2） 

无实根． 

定理 1  设（i）0 1< <p ， >q r ，σ ρ> ； 

（ii） 01 >+−− ρσ rqp ； 

（iii） ( ) ( ) ( )ρσ
ρσ

τσ −−−>








+−−
+− rp

rqp

p
erq 1

1
． 

则方程（1）的一切解振动． 

证明：设方程（1）有非振动解，则特征方程（2）有实根，现将方程（2）写为： 
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( ) ( ) 01
0

=−+




 −−= −− −−−

∫
λσρσ λλρλτλλ erqdserepeF s                      （3） 

设 0λ > ，则
se λ−
是 s 的减函数，于是有： 

( ) ( ) ( )ρσρσρσ λρλρρσ λλρ −<−=−⋅< −⋅−− −−
∫ rereredsere ss 0

0
 

则 ( ) ( )( )ρσλλ −−−> rpF 1 ，而 011 >+−−>+−− ρσρσ rqprrp ，故有 ( ) 0F λ > ，

又 ( ) 00 >−= rqF ，因此方程（2）不可能有非负实根． 

下面证明方程（2）没有负实根． 

事实上，当 0<λ 时，由（3）得： 

( ) ( ) 




 −+−−= ∫
− −−−− ρσ λσλλρλτ

λ
λλ

0

1
1 erqdserepeF s  

为此，只需证明 ( ) λσρσ λλρλτ

λ
−− −−− −−<−− ∫ erqdserepe s 1

1
0

． 

现令 0>=− µλ ，上式化为： 

( ) µσρσ µµρµτ

µ
erqdserepe s −<−− ∫

− 1
1

0
 

再令 ( ) =µ1f dserepe s

∫
−

−−
ρσ µµρµτ

0
1 ， ( ) ( )2

1
f q r eµσµ

µ
= − ， 

为此，只需证明 ( ) ( )µµ 21 ff < ． 

构造函数 f ，使得 2 10, 0f f f f− > − > ，即可令 ( ) ( )ρσµτµ −−−−= rppf 1 ，则 

( ) ( ) ( )




 −−−−−−−=− ∫

−ρσ µµρµτρσµτµµ
01 11 dsereperppff s  

( ) ( )
0

1
σ ρµτ µρ µµτ σ ρ

− = − − + − −
  ∫

sp e r e e ds  

注意到
( ) ρσ

ρσ ρµρσ µµρ −>= ∫∫
− +−

dsedsee ss

00
，故有 ( ) ( ) 01 >− µµ ff ． 

为证 ( ) ( ) 02 >− µµ ff ，令 ( ) ( ) ( )µµµ ffg −= 2 ，则 

( ) ( ) ( ) ( )ρσµτ
µ

µ µσ −++−−−= rpperqg 1
1

 

考虑
1µ

ασ
= ，  0α > 时， ( )µg 的函数值，于是有： 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1

1
1 1

α
µ

ασ

τµ ασ σ ρ
ασ

τασ σ ρ
α ασ

=
= − − − + + −

 > − + − − + + − 
 

p
g q r e p r

p
q r p r

 

( ) ( ) ( ) ( )1
τασ σ σ ρ

ασ
= − + − − − + + −p

q r q r p r  

( ) ( ) ( ) ( )1ασ σ σ ρ> − + − − − + −q r q r p r  
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故当 ( )
1 p q r

q r

σ ρα
σ

− − +>
−

，即
ρσ

µ
rqp

rq

+−−
−<

1
时，有 ( ) 0g µ > ． 

现考虑
ρσ

µ
rqp

rq

+−−
−≥

1
时， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1

1
1

1
1

µσµ µτ σ ρ
µ

σ τ σ ρ
σ ρ

τσ σ ρ
σ ρ

= − − − + + −

−≥ − − − + ⋅ + −
− − +

 
= − + − − − −    − − + 

g q r e p p r

q r
e q r p p r

p q r

p
q r e p r

p q r

 

故 ( ) 0>µg ，定理 1证毕 

定理 2  设（i）0 1< <p ， >q r ，σ ρ> ； 

（ii） 01 >+−− ρσ rqp ； 

（iii） ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2
1

2 1

q r p
q r p r

p q r

σ τ
σ σ ρ

σ ρ
 − +

− + > − − − − − + 
． 

则方程（1）的一切解振动． 

证明：利用不等式
!2

1
2x

xe x ++> ，证明过程类似与定理 1的证明． 

定理 3  设（i）0 1< <p ， >q r ，σ ρ> ； 

（ii） 0)()1( >−−− σrqp ； 

（iii） (1 ) ( ) 0p r σ ρ− − − > ； 

（iv） ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ρσ
σ

τσ −−−>








−−−
+− rp

rqp

p
erq 1

1
． 

证明：证明的前半部分与定理 1的相同． 

考虑
1µ

ασ
= ， 0α > 时， ( )µg 的函数值，于是有： 

( ) ( ) ( ) ( )ρσ
ασ

τασµ α

ασ
µ −++−−−=

=
r

p
perqg 1

1

1  

( ) ( )1
1 1ασ

α
 > − + − − 
 

q r p  

( ) ( ) ( )1ασ σ= − + − − −q r q r p  

( ) ( ) ( )1ασ σ= − − − − −  q r p q r  

故当
( ) ( )

( )σ
σα

rq

rqp

−
−−−> 1

，即 ( ) ( )σµ
rqp

rq

−−−
−<

1
时， ( )µg 0> ． 

现考虑 ( ) ( )σµ
rqp

rq

−−−
−≥

1
的情况，注意到 exe x ≥ ，则 
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( ) ( ) ( ) ( )ρσµτ
µ

µ µσ −++−−−= rpperqg 1
1

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1

1
µσ τ σ ρ

µ σ
−≥ − ⋅ − − + ⋅ + −

− − −
q r

q r e p p r
p q r

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1

σ τ σ ρ
σ

−= − − − + ⋅ + −
− − −

q r
q r e p p r

p q r
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1

τσ σ ρ
σ

 
= − + − − − −    − − − 

p
q r e p r

p q r
 

故由条件（iv）知， ( ) 0>µg ，定理 3证毕． 

定理 4  设（i）0 1< <p ， >q r ，σ ρ> ； 

（ii） ( ) ( ) 01 >−−− σrqp ； 

（iii） (1 ) ( ) 0p r σ ρ− − − > ； 

（iv） ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ρσ
σ

τσ −−−>








−−−
+− rp

rqp

p
rq 1

1
． 

则方程（1）的每个解振动． 

证明：利用不等式 ( )01 ≥+≥ xxe x
，证明过程类似与定理 3的证明．  

2 例  子 

例 1  考虑中立型微分方程 

( ) ( ) ( ) ( ) 02
20

1
3

10

1
1

2

1 =−−−+
′






 −− txtxtxtx                              （4） 

其中
1

2
=p ，

1

10
=q ，

1

20
=r ， 1τ = ， 3σ = ， 2ρ = ． 

满足定理 1的判定条件． 

例 2  考虑中立型微分方程 

( ) ( ) ( ) ( ) 01
16

1
4

8

1
1

4

1 =−−−+
′






 −− txtxtxtx                               （5） 

其中
1

4
=p ，

1

8
=q ，

1
  

16
=r ， 1 τ = ， 4 ,σ = 1ρ = ． 

满足定理 3的判定条件． 
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The Oscillation for the Differential Equations of 

the First Order Neutral Delay 
 

LI Yumei, WANG Youbin, FAN Yehua 
(College of Mathematics and Information Science, Wenzhou University, Wenzhou, China  325035) 

 

Abstract: The oscillation of the differential equation of the first neutral delay ( ) ( ) ( )x t px t qx tτ σ′
− − + − −    

( ) 0rx t ρ− =  is studied in this paper, where ( )0,1p ∈ , the sufficient conditions for oscillation of the 

equation are obtained by suitable inequality and characteristic equation. 
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