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摘  要：为有效解决组合拍卖问题，从下模集函数最大值问题的基本结论出发，将部分穷举法与贪婪

算法相结合，给出了一种求解组合拍卖问题的新算法——改进的贪婪算法，并从理论上证明了所给算

法具有更好的性能保证． 
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商品的拍卖问题实质上是一个组合优化问题，可以描述为：将 n 件商品（各物品不同）公平

地拍卖给 m 个商人，每件商品 i 只能卖给一个商人，商人 j 对商品 i 出的最高价格是 wij，每个商

人的购买力均为 W，如何分配拍卖的商品才能使所出售的商品获利最大？ 

以上的复杂组合拍卖问题可转化为如下模型（I）： 

∑∑
= =

n

i

m

j
ijij wy

1 1

max  

Wywts
n

i
ijij ≤∑

=1

. ， mj ,,2,1 "=  

1
1

=∑
=

m

j
ijy ， ni ,,2,1 "=  

}1,0{∈ijy  

在上述模型中， Wyw
n

i
ijij ≤∑
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表示每个商人购买物品不能超过他们的购买能力 W，yij 表示商品 i

能否出售给商人 j，如果出售给商人 j，则 yij取 1，否则取 0． 1
1

=∑
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m

j
ijy 表示商品 i只能被出售一次． 

组合拍卖问题是 NP-难题[1]，人们总是研究求解类似问题的近似算法[2-4]．文献[2]提出了一种

贪婪算法来求解组合拍卖问题．本文将部分穷举法与贪婪算法相结合，给出了一种求解复杂组合

拍卖问题的新算法——改进的贪婪算法，并分析了该算法的性能保证． 
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1 若干定义、引理及其证明 

定义 1  设 },,2,1{ nE "= ， }|{2 EAAE ⊆==Ω ， Rf →Ω： 为定义在Ω 上的递增的

下模集函数，即满足： 

1） ( ) 0f φ = ； 

2） ( ) ( )f A f B≤ ， A B E∀ ⊆ ⊆ ； 

3） ( ) ( ) ( ) ( )f A f B f A B f A B+ ≥ +∪ ∩ ， ,A B E∀ ⊆ ． 

由下模集函数的定义可得： 

a） ( { }) ( ) ( { }) ( )f A e f A f B e f B− ≥ −∪ ∪ ， A B E∀ ⊆ ⊆ ， \e E B∈ ； 

b） ( ) ( ) ( ) ( )f A C f A f B C f B− ≥ −∪ ∪ ， A B E∀ ⊆ ⊆ ， \C E B⊆ ． 

记 )()()( BfBAfBA −= ∪ρ ，则有： 

)()()( BABA ee ⊆≥ ρρ ． 

定义 2  设 },,2,1{ nE "= ， }|{ EAAF ⊆= ，若满足： 

1）φ F∈ ； 

2）若 FBA ⊆⊆ ，且 FA∈ ， 

则称 ),( FE 是一个独立系统． 

定义 3  在独立系统 ),( FE 中，若满足： B A> ，且 ABe \∈∃ ，使得 FeA ∈}{∪ ，则

称 ),( FE 是一个拟阵． 

定义 4  ),( FE 是一个拟阵，若满足 }|{ KAEAAF ≤⊆= ； ，其中
+∈ RK ，则称 ),( FE 是

一均匀拟阵． 

引理 1  f 是
E2=Ω 上的递增的下模集函数⇔ ∑
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证明：设 f 是
E2=Ω 上的递增下集模函数， ,S T E∀ ⊆ ．令 },,,{\ 21 keeeST "= 则有： 

},,,{ 21 keeeSTS "∪∪ = ． 

因为 f 是递增下模集函数，故有： 
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2 改进的贪婪算法及其性能保证 

下面给出求解递增的下模集函数最大值的贪婪算法： 
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第一步：令 φ== 0,1 Si ； 

第二步：求 1\ −∈ ii SEe 使得 )(max)( 1
\

1
1

−∈−
−

≥ ie
SEe

ie SfSf
i

i
α  ( 1≥α )； 

第三步：令 }{1 iii eSS ∪−= ， 1+= ii ； 

第四步：如果 ki ≤ ，则返回第二步． 

定理 1  若 gZ 是用贪婪算法得到的函数解， Zopt 是目标函数的最优解，则有： 
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证明：设 iS 表示经过 i步迭代得到的集合， k
G SS = 是贪婪算法得到的解，T 是问题的最优

解，则 kT ≤ ． 

在引理 1 中，令 φ=S ， ))(}){(max( 11 −− −=′ iiii SfeSff ∪ 可得： 
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其中 jSEi \∈ ，将（2），（3）带入（1）则可得到： 
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对 j∀ 进行归纳假设证明： Zopt
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由上述证明可知，此算法的性能保证为：
1/1

/1

−α
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e
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3 应  用 

对本文一开始给出的拍卖问题模型（I）建立相应的集合，令 e表示将要拍卖的一件商品．因

为每件商品只能拍卖一次，所以每个商人得到物品 i的数量是 0 或 1．记 E 为所有的e组成的集

合（即所有的商品），商品的数量为n，所以 E 中元素最多有n个，即 nE ≤ ．对已拍卖的商品

定义为集合 A，所有卖出的商品集 A 以及商品集 E 可以组成如下的均匀拟阵： 
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定义如下函数： +→ REf： ， 0)( =φf ． 
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这里的 )(ef 表示单个物品e出售所获得的利润．对任意的 EA ⊆ ，记 A
jn 为 A中商人 j 所得

到的物品的数量，显然有 AnA
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于是可知 f 是递增的模函数． 

定义一个函数： 
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由以上变量可知对任意的 EBA ⊆⊆ ， Ee∈ 有 )()( AvBv ii ≥ ，故有： 

))(()(}){( }{ Avn
t

p
AfeAf i

e
i

ei i

i −⋅=− ∑
∈

∪  

)(}){())(( }{ BfeBfBvn
t

p
i

e
i

ei i

i −=−⋅≥∑
∈

∪ ， 

故 f 是下模集函数． 

综上所述可知，函数 f 是在均匀拟阵约束条件下的递增下模集函数．所以本文一开始给出的

组合拍卖问题可以用上述贪婪算法进行求解，并且得到性能保证为：
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Greedy Algorithm for Solving Combinatorial Auction Issue 
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Abstract: By applying the conclusions for sub-modular set function’s maximum value, a new approximation 

algorithm for combinatorial auction issue was presented. The algorithm is an improved greedy one which has 

achieved a better performance guarantee by combining the part of enumeration method with the greedy 

algorithm. At the same time, the reliability and effect of this algorithm were theoretically proved. 
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