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满足一定度条件的图中 ４圈的个数
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摘要：证明了如果一个图包含４ｋ个点，并且任意两个不相邻的点的度之和大于或等于４ｋ－２，则该图一定含有
ｋ－１个点不相交的４圈。
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首先说明本文中部分符号的含义：Ｖ（Ｇ），｜Ｇ｜，Ｅ（Ｇ）和 ｅ（Ｇ）分别表示图 Ｇ的顶点集，顶点数，边集和
边数；ｅ（Ｘ，Ｙ）表示 Ｘ和Ｙ之间的边数；δ（Ｇ）表示图 Ｇ的最小度；ｄ（ｘ）表示 ｘ在Ｇ中的度，而 ｄ（ｘ，Ｃ）表
示 ｘ与子图Ｃ之间的边数；σ２（Ｇ）表示图 Ｇ中任意不相邻的两点度和的最小值；ｌ（Ｐ）表示路 Ｐ的长度；４
圈是指顶点数为４的圈，４路是指长度为３的路。文中其他未见说明的符号请参见［１］。

图的汉密尔顿圈问题是图论研究中最著名的问题之一，而图中包含指定长度的圈的问题则是对汉密尔

顿圈问题的延伸。关于图中圈的问题的研究主要是度条件的研究。１９６３年，Ｃｏｒｒａｄｉ和Ｈａｊｎａｌ在［２］中给出了
一个图中包含 ｋ个点不相交的圈的结论。

定理 １［２］ 设｜Ｇ｜＝ｎ≥３ｋ，并且δ（Ｇ）≥２ｋ。则 Ｇ包含ｋ个点不相交的圈。
而Ｊｕｓｔｅｓｅｎ在［３］中通过改进定理１的度条件，得到了以下更好的结果。
定理 ２［３］ 设｜Ｇ｜＝ｎ≥３ｋ，并且σ２（Ｇ）≥４ｋ。则 Ｇ包含ｋ个点不相交的圈。

１９８３年，ＥｌＺａｈａｒ在［４］中提出了著名的ＥｌＺａｈａｒ猜想：

猜想［４］ 设｜Ｇ｜＝ｎ１＋ｎ２＋…＋ｎｋ，且δ（Ｇ）≥
ｎ１
２ ＋

ｎ２
２ ＋…＋

ｎｋ
２ ，则 Ｇ含ｋ个独立的圈，

其长度分别为：ｎ１，ｎ２，…，ｎｋ。
现在有很多对该猜想特例的研究，如考虑所有的 ｎｉ取４的情况。ＲｏｂｅｒｔＪｏｈａｎｓｓｏｎ在［５］的定理２７中给

出 Ｇ包含ｋ－１个点不相交的４圈的度条件。
定理 ３［５］ 设｜Ｇ｜＝４ｋ，且δ（Ｇ）≥２ｋ，则 Ｇ包含ｋ－１个点不相交的４圈和一条独立的４路。
ＤａｎｈｏｎｇＺｈａｎｇ和ＨｏｎｇＷａｎｇ则在［６］中的引理 ２１２中将定理３的度条件改为δ（Ｇ）≥２ｋ－１。
定理 ４［６］ 设｜Ｇ｜＝４ｋ，且δ（Ｇ）≥２ｋ－１，则 Ｇ包含ｋ－１个点不相交的４圈。
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本文要对定理４的度条件给以改进，得到以下命题。
定理 Ａ［６］ 设｜Ｇ｜＝４ｋ，其中 ｋ是一个正整数。如果σ２（Ｇ）≥４ｋ－２，则 Ｇ包含ｋ－１个点不相交的４

圈。

１ 预备知识

引理 １１［７］ 设 Ｃ是一个４圈并且ｘ，ｙ是Ｇ中独立于Ｃ的两个不同的点。如果 ｄ（ｘ，Ｃ）＋ｄ（ｙ，Ｃ）≥
５，那么 Ｇ Ｖ（Ｃ）∪｛ｘ，ｙ[ ]｝包含一个４圈Ｃ′和一条与其点不相交的边ｅ，并且 ｅ恰好只与ｘ，ｙ中的一个点
相邻。

引理１２［７］ 设 Ｃ是一个４圈，Ｐ１和 Ｐ２是 Ｇ中的两条路。ｌ（Ｐ１）＝ｌ（Ｐ２）＝１。如果 Ｃ，Ｐ１和 Ｐ２是点
不相交的，并且 ｅＣ，Ｐ１∪Ｐ( )２ ≥９，那么 Ｇ Ｖ Ｃ∪Ｐ１∪Ｐ( )[ ]２ 包含一个４圈Ｃ′和一条路Ｐ，满足 ｌ（Ｐ）＝３
并且 Ｃ′与Ｐ点不相交。

引理 １３［７］ 设 Ｃ是一个４圈，Ｐ１和 Ｐ２是两条路，ｌ（Ｐ１）＝ｌ（Ｐ２）＝３。如果 Ｃ，Ｐ１，和 Ｐ２是点不相
交的并且 ｅＣ，Ｐ１∪Ｐ( )２ ≥１７，那么 Ｇ Ｖ Ｃ∪Ｐ１∪Ｐ( )[ ]２ 包含两个点不相交的４圈。

引理 １４［７］ 设 Ｐ１和 Ｐ２是 Ｇ中两条点不相交的路，ｌ（Ｐ１）＝ｌ（Ｐ２）＝３。如果 ｅ（Ｐ１，Ｐ２）≥６，那么

Ｇ Ｖ Ｐ１∪Ｐ( )[ ]２ 包含一个４圈。
引理 １５ 设 Ｐ１和 Ｐ２是两条点不相交的路，ｌ（Ｐ１）＝３，ｌ（Ｐ２）＝１。如果 ｅ（Ｐ１，Ｐ２）≥４，那么

Ｇ Ｖ Ｐ１∪Ｐ( )[ ]２ 包含一个４圈。
证明 设 Ｖ（Ｐ１）＝｛ｐ１，ｐ２，ｐ３，ｐ４｝，Ｖ（Ｐ２）＝｛ｘ，ｙ｝。若 ｅ（Ｐ１，Ｐ２）＞４，不妨设 ｅ（ｘ，Ｐ１）＞２，则

Ｇ Ｖ Ｐ１∪｛ｘ( )[ ]｝ Ｃ４。所以只证明当 ｅ（Ｐ１，Ｐ２）＝４时，Ｇ Ｖ Ｐ１∪Ｐ( )[ ]２ Ｃ４即可。

假设引理不成立，则 ｅ（ｘ，Ｐ１）＝２，ｅ（ｙ，Ｐ１）＝２。如果｛ｘｐ１，ｘｐ２｝Ｅ（Ｇ），则 ｙｐ１，ｙｐ２，ｙｐ３Ｅ（Ｇ），与

ｅ（ｙ，Ｐ１）＝２矛盾。如果｛ｘｐ１，ｘｐ４｝Ｅ（Ｇ），则 ｙｐ２，ｙｐ３Ｅ（Ｇ），所以｛ｙｐ１，ｙｐ４｝Ｅ（Ｇ），但此时｛ｘ，ｐ１，ｙ，

ｐ４，ｘ｝是一个４圈，矛盾。如果｛ｘｐ２，ｘｐ３｝Ｅ（Ｇ），则 ｅ（ｙ，Ｐ１）＝０，与 ｅ（ｙ，Ｐ１）＝２矛盾。所以引理成立。
引理 １６ 设 Ｐ１和 Ｐ２ 是两条点不相交的 ４路，如果 Ｇ Ｖ Ｐ１∪Ｐ( )[ ]２ 不包含 ４圈，则可把

Ｇ Ｖ Ｐ１∪Ｐ( )[ ]２ 的顶点划分成４个交为空的组，每组包含两个点，并且这两个点在图中是不相邻的。

证明 由 Ｇ Ｖ Ｐ１∪Ｐ( )[ ]２ 不包含４圈，得 ｘ１ｘ４，ｙ１ｙ４Ｅ（Ｇ）。若 ｅ（｛ｘ２，ｘ３｝，｛ｙ１，ｙ４｝）≥１，则不失一

般性，设 ｘ２ｙ１∈Ｅ（Ｇ）。此时，ｘ３ｙ２，ｘ２ｙ３Ｅ（Ｇ），取｛ｘ１ｘ４，ｙ１ｙ４，ｘ２ｙ３，ｘ３ｙ２｝作为分组即可。所以 ｅ（｛ｘ２，

ｘ３｝，｛ｙ１，ｙ４｝）＝０，同理 ｅ（｛ｙ２，ｙ３｝，｛ｘ１，ｘ４｝）＝０。但此时又可取｛ｘ２ｙ１，ｘ３ｙ４，ｙ２ｘ１，ｙ３ｘ４｝作为分组，所以引
理成立。

引理 １７ 设 Ｐ１＝ｘ１ｘ２ｘ３ｘ４，Ｐ２＝ｙ１ｙ２ｙ３ｙ４是两条独立的４路。如果以下两个条件：
（１）ｅ（Ｐ１）≥４，ｅ（Ｐ２）≥４，ｅ（Ｐ１，Ｐ２）≥４；
（２）ｅ（Ｐ１）≥３，ｅ（Ｐ２）≥４，ｅ（Ｐ１，Ｐ２）≥５；

任意一个成立，则 Ｇ Ｖ Ｐ１∪Ｐ( )[ ]２ 包含一个４圈。
证明 不论 Ｐ１，Ｐ２满足哪个条件，只要证明所有等号成立时，Ｇ Ｖ（Ｐ１∪Ｐ２[ ]）包含４圈即可。

当条件（１）成立时，假设结论不成立。不失一般性，设｛ｘ１ｘ３，ｙ１ｙ３｝Ｅ（Ｇ）。则有 ｅ（ｘ１ｘ２ｘ３，ｙ１ｙ２ｙ３）≤
１，ｅ（ｘ４，ｙ１ｙ２ｙ３）≤１，ｅ（ｙ４，ｘ１ｘ２ｘ３）≤１。又由 ｅ（Ｐ１，Ｐ２）＝４，所以 ｘ４ｙ４∈Ｅ（Ｇ），且三个不等式中等号成

立。显然，ｙ４ｘ１，ｙ４ｘ２Ｅ（Ｇ），所以 ｙ４ｘ３∈Ｅ（Ｇ），同理 ｘ４ｙ３∈Ｅ（Ｇ），但这时｛ｘ３，ｘ４，ｙ３，ｙ４，ｘ３｝是一个 ４
圈，矛盾。

当条件（２）成立时，假设结论不成立。设 ｙ１ｙ３∈Ｅ（Ｇ），显然存在 ｘｉ∈Ｖ（Ｐ１）满足 ｄ（ｘｉ，Ｐ２）＝２。由对称

性，可假设 ｉ＝２或 ｉ＝１。如果 ｉ＝２，则｛ｘ２ｙ３，ｘ２ｙ４｝Ｅ（Ｇ）并且 ｄ（ｘ１，Ｐ２）＝ｄ（ｘ３，Ｐ２）＝０。又因为
ｄ（ｘ４，Ｐ２）≤２可得 ｅ（Ｐ１，Ｐ２）≤４，矛盾。如果 ｉ＝１，通过相似的讨论也可以得到类似的矛盾。所以引理成
立。
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２ 定理Ａ证明

用反证法假设定理不成立，即 Ｇ在满足度条件的情况下不包含ｋ－１个点不交的４圈，那么取 Ｇ是一

个极大反例，则 Ｇ包含ｋ－２个点不相交的４圈：Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｋ－２以及一条４路Ｐ。设 Ｈ＝∪
ｋ－２

ｉ＝１
Ｑｉ，Ｆ＝Ｇ－

Ｈ－Ｐ。

首先，可适当的选取 Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑｋ－２使得 Ｆ包含一条边。如果 Ｆ中没有边，则对任意｛ｘ，ｙ｝

Ｖ（Ｆ），ｄ（ｘ，Ｆ）＋ｄ（ｙ，Ｆ）＝０。既然 Ｇ Ｖ（Ｐ∪Ｆ[ ]）不包含 ４圈，有 ｄ（ｘ，Ｐ）≤２，ｄ（ｙ，Ｐ）≤２。所以
ｄ（ｘ，Ｐ∪Ｆ）＋ｄ（ｙ，Ｐ∪Ｆ）≤４。并由此得到下式：

ｄ（ｘ，Ｈ）＋ｄ（ｙ，Ｈ）≥４ｋ－２－４＝４（ｋ－２）＋２。
由该式可知，在 Ｈ中存在一个Ｑｉ满足：ｄ（ｘ，Ｑｉ）＋ｄ（ｙ，Ｑｉ）≥５。由引理１１，得 Ｇ Ｖ（Ｑｉ）∪｛ｘ，ｙ[ ]｝包含一
个４圈Ｑ和一条与其点不相交的边ｅ。

设 Ｖ（Ｆ）＝｛ｘ，ｙ，ｕ，ｖ｝且 ｘｙ是Ｆ中的一条边。可适当选取 Ｐ和Ｆ，使得 Ｆ包含两条点不相交的边，如
果 Ｆ不包含两条点不相交的边，那么又因为 Ｇ Ｖ（Ｐ∪Ｆ[ ]）不包含４圈，有 ｄ（ｕ，Ｆ）＋ｄ（ｖ，Ｆ）≤２，ｄ（ｕ，
Ｐ）≤２以及 ｄ（ｖ，Ｐ）≤２。所以 ｄ（ｕ，Ｐ∪Ｆ）＋ｄ（ｖ，Ｐ∪Ｆ）≤４＋２＝６。并且由此得到下式：

ｄ（ｕ，Ｈ）＋ｄ（ｖ，Ｈ）≥４ｋ－２－６＝４（ｋ－２）。
如果在 Ｈ中存在一个Ｑｊ满足ｄ（ｕ，Ｑｊ）＋ｄ（ｖ，Ｑｊ）≥５，由引理１１，断言一定成立。所以可以假设所有

的等式成立，即 ｄ（ｕ，Ｆ）＋ｄ（ｖ，Ｆ）＝２，ｄ（ｕ，Ｐ）＝２以及 ｄ（ｖ，Ｐ）＝２。设 Ｐ＝ｘ１ｘ２ｘ３ｘ４。如果 ｕ和ｖ都只
与Ｐ中的内点相邻，即

｛ｕｘ２，ｕｘ３，ｖｘ２，ｖｘ３｝Ｅ（Ｇ），
则（ｕ，ｘ２，ｖ，ｘ３，ｕ）是一个４圈，与假设矛盾。所以 ｕ和ｖ中至少有一点与Ｐ的端点相邻。不失一般性，设

ｕｘ１∈Ｅ（Ｇ）。既然｛ｖｘ１，ｖｘ３｝Ｅ（Ｇ），有 ｖｘ２∈Ｅ（Ｇ）或 ｖｘ４∈Ｅ（Ｇ），不论哪种情况成立，Ｇ｛ｕ，ｖ｝∪Ｖ（Ｐ[ ]）

都包含一条４路和一条独立的边，设 ｘｙ和ｕｖ是Ｅ（Ｆ）中两条独立的边。断言 Ｆ包含一条４路。如果断言不
成立，则 ∑

ｗ∈Ｖ（Ｆ）
ｄ（ｗ，Ｆ）＝４，又由引理 １５，得到 ∑

ｗ∈Ｖ（Ｆ）
ｄ（ｗ，Ｐ）≤６，所以有下式： ∑

ｗ∈Ｖ（Ｆ）
ｄ ｗ，Ｐ∪( )Ｆ ≤

４＋６＝１０。故

∑
ｗ∈Ｖ（Ｆ）

ｄ（ｗ，Ｈ）≥２（４ｋ－２）－１０＝８（ｋ－２）＋２。

所以在 Ｈ中存在一个Ｑｊ满足 ∑
ｗ∈Ｖ（Ｆ）

ｄ（ｗ，Ｑｊ）≥９，则由引理１２，Ｇ Ｖ Ｑｊ∪{ }[ ]Ｆ 包含一个４圈以及与该４

圈点不交的４路。
下证 Ｇ包含ｋ－１个点不相交的４圈。现在 Ｇ－Ｈ包含两条点不交的４路，用 Ｐ１和 Ｐ２表示。设 Ｐ１＝

ｘ１ｘ２ｘ３ｘ４，Ｐ２＝ｙ１ｙ２ｙ３ｙ４。既然 Ｐ１和 Ｐ２组成的导出子图不包含４圈，有 ｅ（Ｐ１）≤４，ｅ（Ｐ２）≤４。并且由引
理１．４，ｅ（Ｐ１，Ｐ２）≤５。所以

∑
ｘ∈Ｖ Ｐ１∪Ｐ( )２

ｄｘ，Ｐ１∪Ｐ( )２ ≤８＋８＋５×２＝２６。

又由引理１６，可把 Ｐ１和 Ｐ２中的８个点分成独立的四组，每组两个点，并且互不相邻，得到下式：

∑
ｘ∈Ｖ Ｐ１∪Ｐ( )２

ｄ（ｘ，Ｈ）≥４（４ｋ－２）－２６＝１６（ｋ－２）－２。

又由引理１３，对 Ｈ中任意一个Ｑｉ满足：

∑
ｘ∈Ｖ Ｐ１∪Ｐ( )２

ｄ（ｘ，Ｑｉ）≤１６，

所以有

１６（ｋ－２）－２≤ ∑
ｘ∈Ｖ Ｐ１∪Ｐ( )２

ｄ（ｘ，Ｈ）≤１６（ｋ－２）。

此时三个不等式 ｅ（Ｐ１）≤４，ｅ（Ｐ２）≤４，ｅ（Ｐ１，Ｐ２）≤５中至多有一个不等号严格成立，但该严格不等式中左

边的取值比右边只可能少１。显然 Ｐ１，Ｐ２一定满足引理１７给出的两个条件之一，则 Ｇ Ｖ Ｐ１∪Ｐ( )[ ]２ 包含

一个４圈。矛盾，所以定理成立。
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３ 问题

如果文献［６］的引理２１２中给出的度条件δ≥２ｋ－１是最好的，则把本文中定理 Ａ的条件改为σ２≥
４ｋ－４，肯定不成立。那么如果改为σ２≥４ｋ－３，结论又当如何呢？有兴趣的读者不妨在［６］和本文证明的
基础上尝试一下。
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