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摘要：在蕴涵格上定义了ＭＰ滤子、生成滤子、正规ＭＰ滤子与素滤子的概念，研究了它们的特征性质，讨论了正规
ＭＰ滤子和ＭＰ滤子之间的关系，得到正规ＭＰ滤子是ＭＰ滤子的结论，证明了蕴涵格的素滤子定理。它们是 Ｒ０
代数或ＭＶ代数上相应滤子的性质的共同特征。
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０ 引言

为了适应不同模糊推理的需要，逻辑学家和数学家们引入了不同的逻辑系统，与逻辑系统相配套的逻

辑代数理论也获得了蓬勃的发展［１６］。早在１９９９年王国俊教授为尝试给模糊推理建立相应的逻辑基础，在
文献［７］中引进了蕴涵格，它是ＭＴＬ代数的特殊形式，同时又是由Ｃ．Ｃ．Ｃｈａｎｇ于１９５８年提出的与 Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ
逻辑系统相配套的著名的多值逻辑代数的基础，也是王国俊教授于１９９７年提出的与一种形式演绎系统 Ｌ

相匹配的 Ｒ０代数［４］的基础。因此，蕴涵格居于承上启下的地位，对它的深入研究具有重要意义。本文定义

了蕴涵格并在其上给出了滤子、生成滤子、正规ＭＰ滤子与素滤子的概念，研究了它们的特征性质，得到正规
ＭＰ滤子必是ＭＰ滤子，最后证明了蕴涵格的素滤子定理。所得结果是 Ｒ０代数或 ＭＶ代数上相应滤子的性
质的共同特征。
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１ 蕴涵格及其性质

定义 １１［１］ 一个剩余格（Ｌ，∧，∨，，→）称为ＭＴＬ代数，如果式（１．１）条件对ａ，ｂ∈Ｌ成立。
（ａ→ｂ）∨（ｂ→ａ）＝１。 （１１）

定义 １２［７］ 设 Ｍ是有界分配格（即有最大元１与最小元０的分配格）。如果
（ⅰ）Ｍ上有逆序对合对应 「 ：Ｍ→Ｍ。

（ⅱ）Ｍ上有二元运算→：Ｍ×Ｍ→Ｍ，对任意 ａ，ｂ，ｃ∈Ｍ，若满足：（１）１→ａ＝ａ；（２）若 ａ≤ｂ→ｃ，则
ｂ≤ａ→ｃ；（３）「 ａ→ 「 ｂ＝ｂ→ａ；（４）ａ→ｘ关于 ｘ保非空有限交与有限并，则称 Ｍ为蕴涵格。

命题 １１ 设 Ｍ是蕴涵格，ａ，ｂ∈Ｍ，则
（５）ａ→（ｂ→ａ）＝１；
（６）ａ→ｂ＝１当且仅当 ａ≤ｂ；
（７）「 ａ∨ｂ≤ａ→ｂ；

（８）ａ∨ｂ→ｃ≤（ａ→ｃ）∧（ｂ→ｃ），ａ∧ｂ→ｃ＝（ａ→ｃ）∨（ｂ→ｃ）；
（９）（ａ→ｂ）∨（ｂ→ａ）＝１；
（１０）ａ→ｂ≤ａ∨ｃ→ｂ∨ｃ，ａ→ｂ≤ａ∧ｃ→ｂ∧ｃ；
（１１）ａ∨ｂ≤（ａ→ｂ）→ｂ）∧（ｂ→ａ）→ａ）。
证明 （９）式的证明如下：
由（４）知，ａ→ｂ＝ａ→（ａ∧ｂ），ｂ→ａ＝ｂ→（ａ∧ｂ），所以由（８）得

（ａ→ｂ）∨（ｂ→ａ）＝（ａ→ａ∧ｂ）∨（ｂ→ａ∧ｂ）＝ａ∧ｂ→ａ∧ｂ＝１
所以（９）成立。
（１１）的证明如下：
由（５）得 ａ→（（ｂ→ａ）→ａ）＝１，再由（６）得 ａ≤（ｂ→ａ）→ａ，又由 ａ→ｂ≤ａ→ｂ及定义 １２（２）知 ａ≤

（ａ→ｂ）→ｂ，即 ａ≤（ａ→ｂ）→ｂ）∧（ｂ→ａ）→ａ），同理 ｂ≤（ａ→ｂ）→ｂ）∧（ｂ→ａ）→ａ），即 ａ∨ｂ≤（ａ→ｂ）→
ｂ）∧（ｂ→ａ）→ａ）。所以（１１）得证。

命题 １２ 设 Ｍ是蕴涵格，在 Ｍ上引入一个新的运算如下：

ａｂ＝ 「 （ａ→

「 ｂ），（ａ，ｂ∈Ｍ） （１２）

（１２）（Ｍ，，１）是以１为单位的交换半群；

（１３）若 ｂ≤ｃ则ａｂ≤ａｃ，ａｂ≤ａ∧ｂ；

（１４）（，→）是 Ｍ上的伴随对，即，ａｂ≤ｃ当且仅当 ａ≤ｂ→ｃ；
（１５）「 ａａ＝０，ａｂ→ｃ＝ａ→（ｂ→ｃ）；

（１６）ａ（ｂ∨ｃ）＝（ａｂ）∨（ａｃ）；

（１７）ａ（ａ→ｂ）≤ｂ；

（１８）ａ∨（ｂｃ）≥（ａ∨ｂ）（ａ∨ｃ）。
证明 仅以（１８）为例证明：由（１３）和（１６）得

（ａ∨ｂ）（ａ∨ｃ）＝（（ａ∨ｂ）ａ）∨（ａ∨ｂ）ｃ）＝（ａ∨ａ）（ｂ∨ａ）（ａ∨ｃ）（ｂ∨ｃ）≤
ａ∨ａ∨ａ∨（ｂｃ）＝ａ∨（ｂｃ）。

注 １１ （ⅰ）由（９）、（１２）和（１４）可知蕴涵格是 ＭＴＬ代数，但反之不成立，比如 Ｇ̈ｏｄｅｌ代数（Ｇ代数）是
ＭＴＬ代数，但它不是蕴涵格，因为（３）不成立。

（ⅱ）Ｒ０代数是蕴涵格，但反之不成立，见下面的例１１。

例 １１ 设 Ｍ＝ ０，１５，
２
５，
３
５，
４
５，{ }１，Ｍ按自然序构成有界分配格。规定 Ｍ上的运算如下：① 「 ａ＝

１－ａ，② ａ，ｂ∈Ｍ，ａ≤ｂ，ａ→ｂ＝１；１→ａ＝ａ；ａ→０＝ 「 ａ；
４
５→

１
５＝

１
５，
４
５→

２
５＝

３
５→

１
５＝

２
５，
４
５→

３
５＝
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２
５→

１
５＝

４
５，
３
５→

２
５＝

２
５。

经检验可知，Ｍ是蕴涵格，但 Ｍ不满足条件：（ａ→ｂ）∨（（ａ→ｂ）→（「 ａ∨ｂ））＝１，比如：令 ａ＝
２
５，ｂ＝

１
５，则（ａ→ｂ）∨（（ａ→ｂ）→（

「 ａ∨ｂ））＝
４
５∨

４
５→( )３５ ＝４５≠１。从而 Ｍ不是 Ｒ０代数。

２ 蕴涵格的ＭＰ滤子、素滤子和正规ＭＰ滤子

２１ 基本概念

定义 ２１ 设 Ｍ是蕴涵格，ＦＭ，称 Ｆ是 Ｍ的ＭＰ滤子，如果：
（ⅰ）１∈Ｆ；（ⅱ）当 ｘ，ｘ→ｙ∈Ｆ时，有 ｙ∈Ｆ。
如果 Ｆ≠Ｍ，则称 Ｆ是Ｍ的真ＭＰ滤子。Ｍ的真ＭＰ滤子 Ｆ为素ＭＰ滤子，如果ｘ，ｙ∈Ｍ，有 ｘ→ｙ∈

Ｆ或ｙ→ｘ∈Ｆ。

定义 ２２ 设 Ｍ是蕴涵格，Φ≠ＦＭ，如果 Ｆ满足（ⅰ）和
（ⅲ）ｚ→（ｘ→ｙ）∈Ｆ，ｚ∈Ｆ，则（（「 ｘ→ 「 ｙ）→ 「 ｙ）→ 「 ｘ∈Ｆ，

则称 Ｆ是Ｍ的正规ＭＰ滤子。

在例１中，容易验证蕴涵格 Ｍ中，Ｆ＝ ３
５，
４
５，{ }１是一个正规ＭＰ滤子。

命题 ２１ 蕴涵格 Ｍ的一个ＭＰ滤子 Ｆ是正规的ＭＰ滤子的充要条件是

ｘ，ｙ∈Ｍ，ｘ→ｙ∈Ｆ（（「 ｘ→ 「 ｙ）→ 「 ｙ）→ 「 ｘ∈Ｆ。 （２１）

证明 设 Ｆ是Ｍ的正规ＭＰ滤子，在（ⅲ）里令 ｚ＝１，则有 ｘ→ｙ∈Ｆ（（「 ｘ→ 「 ｙ）→ 「 ｙ）→ 「 ｘ∈Ｆ。

另一方面，设 ｚ→（ｘ→ｙ）∈Ｆ，ｚ∈Ｆ。由 Ｆ是 ＭＰ滤子知（ｘ→ｙ）∈Ｆ。再由已知条件知ｘ，ｙ∈Ｍ，

ｘ→ｙ∈Ｆ（（ｙ→ｘ）→ 「 ｙ）→ 「 ｘ∈Ｆ。即（ⅲ）成立，因此 Ｆ是正规的ＭＰ滤子。

命题 ２２ 正规ＭＰ滤子必是ＭＰ滤子。
证明 设 Ｆ是正规ＭＰ滤子，若 ｘ∈Ｆ，ｘ→ｙ∈Ｆ，则 ｘ→（１→ｙ）∈Ｆ。则由定义２１２知（（「 １→ 「 ｙ）→

「 ｙ）→ 「 １＝（（０→ 「 ｙ）→ 「 ｙ）→０＝ｙ∈Ｆ。从而 Ｆ是ＭＰ滤子。

命题 ２３ 设 ＦＭ，则 Ｆ是ＭＰ滤子当且仅当 Ｆ≠，Ｆ是上集，即当 ａ∈Ｆ，ｂ≥ａ时 ｂ∈Ｆ，且 Ｆ对
运算封闭。

证明 充分性：当 ａ∈Ｆ，ａ→ｂ∈Ｆ时，ａ（ａ→ｂ）∈Ｆ，再由（１７）和 Ｆ是上集得 ｂ∈Ｆ，所以 Ｆ是ＭＰ滤
子。

必要性：Ｆ是ＭＰ滤子，因 ａ∈Ｆ，ｂ≥ａ时，ａ→ｂ＝１∈Ｆ，所以 ｂ∈Ｆ。对 ａ，ｂ∈Ｆ，ａ→（ｂ→ａｂ）＝

ａｂ→ａｂ＝１∈Ｆ，所以 ａｂ∈Ｆ。
下文中，用 Ｍ表示蕴涵格，把ＭＰ滤子简称为滤子，Ｍ的全体滤子之集记为Ｆ（Ｍ），全体素滤子 Ｐ（Ｍ）。

２２ 蕴涵格的生成滤子及其性质

设 ＡＭ，则所有包含 Ａ的滤子之交显然是包含 Ａ的最小滤子，称为由 Ａ生成的滤子，记作［Ａ）。显然

［Ａ）＝∩｛Ｆ｜ＡＦ，Ｆ∈Ｆ（Ｍ）｝。 （２２）

命题 ２４ 设 Ａ是蕴涵格的一个非空子集，则［Ａ）＝｛ｘ∈Ｍ｜存在，ｎ∈Ｎ和ａ１，ａ２，…，ａｎ∈Ａ使ａ１

ａ２…ａｎ≤ｘ｝。Ａ＝｛ａ｝时把［｛ａ｝）简记为［ａ），则
［ａ）＝｛ｘ∈Ｍ｜存在 ｎ∈Ｎ使ａｎ≤ｘ｝。 （２３）

推论 ２１ 设 Ｆ是蕴涵格Ｍ的滤子及ａ∈Ｍ，则

［Ｆ∪｛ａ｝）＝｛ｘ∈Ｍ｜（ｓ１ａｎ１）…（ｓｍａｎｍ）≤ｘ，ｍ≥１，ｎ１，…，ｎｍ≥０，ｓ１，…，ｓｍ∈Ｆ｝。 （２４）

命题 ２５ 设 Ａ，ＢＭ，则有
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① 若 ＡＢ，则［Ａ）［Ｂ）；②若 ｘ≤ｙ，则［ｙ）［ｘ）；③ 若 Ａ∈Ｆ（Ｍ），ａ∈Ｍ，［ａ）Ａ当且仅当 ａ∈Ａ；

④ 若 Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｍ），则 Ａ∩Ｂ∈Ｆ（Ｍ）；⑤ 若 Ａ，Ｂ∈Ｆ（Ｍ），则［Ａ∪Ｂ）＝｛ｘ∈Ｍ｜存在 ａ∈Ａ和ｂ∈Ｂ使ａ
ｂ≤ｘ｝。

证明 易证①～④，下证⑤。令｛ｘ∈Ｍ｜存在 ａ∈Ａ和ｂ∈Ｂ使ａｂ≤ｘ｝＝Ｚ，则 Ｚ是滤子。事实上，由

１∈Ａ且１∈Ｂ得到１∈Ｚ。设 ｘ，ｘ→ｙ∈Ｚ，则存在 ａ１，ａ２∈Ａ，ｂ１，ｂ２∈Ｂ使得ａ１ｂ１≤ｘ，ａ２ｂ２≤ｘ→ｙ。由

的可交换性和结合性以及（１７）得：

（ａ１ｂ１）（ａ２ｂ２）＝（ａ１ａ２）（ｂ１ｂ２）≤ｘ（ｘ→ｙ）≤ｙ。

又因为，ａ１ａ２∈Ａ，ｂ１ｂ２∈Ｂ，所以 ｙ∈Ｚ，即 Ｚ是滤子。

再证 Ｚ是包含Ａ，Ｂ的最小滤子。设 Ｆ是任一包含Ａ，Ｂ的滤子，任取 ｘ∈Ｚ，则存在 ａ∈ＡＦ，ｂ∈Ｂ

Ｆ使 ａｂ≤ｘ，由 Ｆ是上集且对运算封闭知 ｘ∈Ｆ，即 ＺＦ，即 Ｚ是包含 Ａ，Ｂ的最小滤子。
命题 ２６ 在 Ｆ（Ｍ）中引入２个运算∧与∨如下：

Ｆ１∧Ｆ２＝Ｆ１∩Ｆ２，Ｆ１∨Ｆ２＝［Ｆ１∪Ｆ２），Ｆ１，Ｆ２∈Ｆ， （２５）

则（Ｆ（Ｍ），，∧，∨，｛１｝，Ｍ）是有界分配格。
证明 显然它是有界格，现证明它是分配格。

在任一格中 ａ∧（ｂ∨ｃ）＝（ａ∧ｂ）∨（ａ∧ｃ）与 ａ∨（ｂ∧ｃ）＝（ａ∨ｂ）∧（ａ∨ｃ）是等价的，故只需证明
Ｆ１∧（Ｆ２∨Ｆ３）＝（Ｆ１∧Ｆ２）∨（Ｆ１∧Ｆ３）即

Ｆ１∩［Ｆ２∪Ｆ３）＝（Ｆ１∩Ｆ２）∨（Ｆ１∩Ｆ３）＝［（Ｆ１∩Ｆ２）∪（Ｆ１∩Ｆ３））＝［Ｆ１∩（Ｆ２∪Ｆ３））

显然［Ｆ１∩（Ｆ２∪Ｆ３））Ｆ１∩［Ｆ２∪Ｆ３）。下证 Ｆ１∩［Ｆ２∪Ｆ３）［Ｆ１∩（Ｆ２∪Ｆ３））为证明方便，只需证

明Ｆ１∩［Ｆ２∪Ｆ３）［（Ｆ１∩Ｆ２）∪（Ｆ１∩Ｆ３）），任取 ｘ∈Ｆ１∩［Ｆ２∪Ｆ３），则 ｘ∈Ｆ１且 ｘ∈［Ｆ２∪Ｆ３），由 ｘ∈

［Ｆ２∪Ｆ３）可知，存在 ａ∈Ｆ２，ｂ∈Ｆ３使 ａｂ≤ｘ，由滤子 Ｆ１∩Ｆ２，Ｆ１∩Ｆ３是上集知 ｘ∨ａ∈Ｆ１∩Ｆ２，ｘ∨ｂ∈

Ｆ１∩Ｆ３，又（ａ∨ｘ）（ｂ∨ｘ）＝（ａｂ）∨（ｘｂ）∨（（ａ∨ｘ）ｘ）≤ｘ，于是 ｘ∈［（Ｆ１∩Ｆ２）∪（Ｆ１∩Ｆ３））＝
［Ｆ１∩（Ｆ２∪Ｆ３））。

命题 ２７ 设 Ｆ是蕴涵格Ｍ的滤子及ａ，ｂ∈Ｍ，则
［Ｆ∪｛ａ｝）∩［Ｆ∪｛ｂ｝）＝［Ｆ∪｛ａ∨ｂ｝）。 （２６）

证明 设 ｘ∈［Ｆ∪｛ａ｝）∩［Ｆ∪｛ｂ｝），则存在 ｎ１，…，ｎｍ，ｌ１，…，ｌｋ≥０，ｓ１，…，ｓｍ，ｔ１，… ｔｋ∈Ｆ，使得

（ｓ１ａｎ１）…（ｓｍａｎｍ）≤ｘ，（ｔ１ｂｌ１）…（ｔｋｂｌｋ）≤ｘ。

令 ｈ＝ｓ１…ｓｍｔ１…ｔｋ，ｇ＝ｍａｘ｛ｎ１，…，ｎｍ，ｌ１，…，ｌｋ｝，则（ｈａｇ）ｍ≤ｘ，（ｈｂｇ）ｋ≤ｘ，于是由
（１８）得

ｘ≥（ｈａｇ）ｍ∨（ｈｂｇ）ｋ≥（（ｈａｇ）ｍ∨（ｈｂｇ））ｋ≥（（ｈａｇ）∨（ｈｂｇ））ｍｋ＝

（ｈ（ａｇ∨ｂｇ））ｍｋ≥（ｈ（ａ∨ｂ）ｇ
２
）ｍｋ，

所以 ｘ∈［Ｆ∪｛ａ∨ｂ｝）。因此，［Ｆ∪｛ａ｝）∩［Ｆ∪｛ｂ｝）［Ｆ∪｛ａ∨ｂ｝）；反包含易证。
推论 ２２ 设 ｘ，ｙ∈Ｍ，则［ｘ）∨［ｙ）＝［ｘ∧ｙ），［ｘ∨ｙ）＝［ｘ）∧［ｙ）。
定理 ２１ Ｆ是Ｍ的ＭＰ滤子，则 Ｆ是素的当且仅当ｘ，ｙ∈Ｍ，当 ｘ∨ｙ∈Ｆ，有 ｘ∈Ｆ或ｙ∈Ｆ。
证明 充分性：ｘ，ｙ∈Ｍ，由（９）（ｘ→ｙ）∨（ｙ→ｘ）＝１∈Ｆ，由题设 ｘ→ｙ∈Ｆ或ｙ→ｘ∈Ｆ，这说明，Ｆ

是Ｍ的素ＭＰ滤子。
必要性：设 Ｆ是Ｍ的素ＭＰ滤子，且 ｘ∨ｙ∈Ｆ（ｘ，ｙ∈Ｍ）。因为 Ｆ是素滤子，则 ｘ→ｙ∈Ｆ或ｙ→ｘ∈

Ｆ，由（１１）知 ｘ∨ｙ≤（ｘ→ｙ）→ｙ，再由滤子是上集可得（ｘ→ｙ）→ｙ∈Ｆ，若（ｘ→ｙ）∈Ｆ，则 ｙ∈Ｆ；若（ｙ→ｘ）∈
Ｆ，由ｘ∨ｙ≤（ｙ→ｘ）→ｘ可得ｘ∈Ｆ。
２３ 蕴涵格的素滤子定理

命题 ２８ 设 Ｆ是Ｍ的真滤子，则以下各式彼此等价：

① Ｆ是素滤子；
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② Ｆ１，Ｆ２∈Ｆ（Ｍ），若 Ｆ１∩Ｆ２Ｆ，则Ｆ１Ｆ或Ｆ２Ｆ；

③ ｘ，ｙ∈Ｍ，若［ｘ）∩［ｙ）Ｆ，则 ｘ∈Ｆ或 ｙ∈Ｆ。

证明 ① 推②设 Ｆ１∩Ｆ２Ｆ，Ｆ１，Ｆ２∈Ｆ（Ｍ）。若Ｆ１Ｆ且Ｆ２Ｆ，则存在 ｘ∈Ｆ１－Ｆ，ｙ∈Ｆ２－Ｆ，由

推论２２知［ｘ∨ｙ）＝［ｘ）∧［ｙ）＝（［ｘ）∩［ｙ））Ｆ１∩Ｆ２Ｆ，又因为 Ｆ是素滤子，由定理２１知，当 ｘ∨ｙ∈

Ｆ，有 ｙ∈Ｆ或 ｘ∈Ｆ，矛盾！所以Ｆ１Ｆ或Ｆ２Ｆ。

② 推③显然。

③ 推①设 ｘ∨ｙ∈Ｆ，则由命题２５③和推论２２知［ｘ∨ｙ）＝［ｘ）∩［ｙ）Ｆ，而又由题设得到ｘ∈Ｆ或
ｙ∈Ｆ，即 Ｆ是素滤子。
推论 ２３ 设 Ｆ是Ｍ的素滤子，则

① 若 Ｆ１是 Ｍ的真滤子，且 ＦＦ１，则 Ｆ１也是 Ｍ的素滤子。

② 若｛Ｆｉ｝ｉ∈Ｉ是Ｆ（Ｍ）的子集族，且｛Ｆｉ｜ＦＦｉ｝ｉ∈Ｉ则｛Ｆｉ｝ｉ∈Ｉ是链。
定理 ２２（蕴涵格的素滤子定理） 设 Ｆ是Ｍ的一个滤子，Ｓ是Ｍ的一个对∨运算封闭的非空子集且

Ｓ∩Ｆ＝，则存在 Ｍ的一个素滤子Ｐ使得ＦＰ且 Ｓ∩Ｐ＝。

证明 令Ω＝｛Ｊ∈Ｆ（Ｍ）｜ＦＪ，Ｊ∩Ｓ＝｝。显然Ω≠，若｛Ｊｉ｝ｉ∈Ｉ为一族Ω中的集合，由推论２３知
｛Ｊｉ｝ｉ∈Ｉ为链，则∪ｉ∈ＩＪｉ∈Ｆ

（Ｍ）且∪
ｉ∈Ｉ
Ｊｉ∩Ｓ＝（事实上，１∈∪

ｉ∈Ｉ
Ｊｉ，且若 ａ，ａ→ｂ∈∪

ｉ∈Ｉ
Ｊｉ，则 ｂ∈∪

ｉ∈Ｉ
Ｊｉ；假设

∪
ｉ∈Ｉ
Ｊｉ∩Ｓ≠则存在ａ∈∪

ｉ∈Ｉ
Ｊｉ，即 ａ∈Ｊｉ０且 ａ∈Ｓ，矛盾！），所以∪ｉ∈ＩＪｉ∈Ω

。Ω满足Ｚｏｒｎ引理，所以Ω有一个极

大元 Ｐ。

下证 Ｐ为素滤子。事实上，假设 Ｐ不为素滤子，则存在 ｘ，ｙ∈Ｍ，虽然 ｘ∨ｙ∈Ｐ，但 ｘＰ且 ｙＰ，从

而［Ｐ∪｛ｘ｝）∧Ｓ≠，［Ｐ∪｛ｙ｝）∧Ｓ≠，任取 ａ∈［Ｐ∪｛ｘ｝）∧Ｓ，ｂ∈［Ｐ∪｛ｙ｝）∧Ｓ则 ａ∨ｂ∈Ｓ且 ａ∨ｂ∈
［Ｐ∪｛ｘ｝）∩［Ｐ∪｛ｙ｝）＝Ｐ，矛盾！

推论 ２４ 在 Ｍ中，以下性质成立

① 设 ｘ∈Ｍ，ｘ≠１，则有 Ｍ中的素滤子Ｐ使ｘＰ。

② 设 Ｆ∈Ｆ（Ｍ），则存在素滤子 Ｐ使得ＦＰ。

③ Ｍ的每个真滤子都是素滤子之交。
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