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摘要：定义了 ｑ补，研究了有限群的结构和性质，给出了有限群是超可解群或 ｐ幂零的充分条件。
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０ 引言

本文中，Ｇ指有限群，ＨＧ指Ｈ在Ｇ中的核，ＨｑＧ指Ｇ的含于Ｈ的最大ｓ拟正规子群，π（Ｇ）指｜Ｇ｜的素因
子集。

补（ｓｕｐｐｌｅｍｅｎｔ）在有限群中是一个有用的概念。１９５４年，Ｈｕｐｐｅｒｔ实际上证明了：一个有限群超可解的必
要条件是其每一个极大子群有一个素数幂阶的循环补［１］。１９６５年，Ｋｅｇｅｌ则证明了：每一个极大子群有一个
素数幂阶的循环补的有限群是可解的［２］。在［３］中，Ｂａｕｍｅｉｓｔｅｒ给出了关于补的若干定理。但是，由于条件
相当弱，利用补不能得到更好的结论。于是，人们希望给补附加一些条件，得到有限群的更多信息。在［４５］
中，定义了 ｃ补（ｃｓｕｐｐｌｅｍｅｎｔ）：设 Ｈ是Ｇ的一个子群，如果存在 Ｇ的一个子群Ｋ使得Ｇ＝ＨＫ，且 Ｈ∩Ｋ≤
ＨＧ，那么，称 Ｈ在Ｇ中被ｃ补。我们注意到，ｓ拟正规（ｓｑｕａｓｉｎｏｒｍａｌ）性是正规性的一个推广。在本文中，我
们以 ｓ拟正规性取代正规性，得到了 ｃ补一个推广，即所谓的 ｑ补。

先回顾一个术语。设 Ｇ是一个有限群，Ｈ是Ｇ的一个子群。如果 Ｈ与Ｇ个每一个Ｓｙｌｏｗ子群的乘积是
一个群，那么称 Ｈ在Ｇ中是ｓ拟正规的。

１ 结果与证明

定义 设 Ｇ是一个有限群，Ｈ是Ｇ的一个子群。如果存在 Ｇ的一个子群Ｋ使得Ｇ＝ＨＫ，且 Ｈ∩Ｋ≤
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ＨｑＧ，则称 Ｋ是Ｈ在Ｇ中的一个ｑ补，并称 Ｈ在Ｇ中有一个ｑ补。
注 １ 由于 ｓ拟正规子群仍然生成一个ｓ拟正规子群，故上述定义是有意义的。
注 ２ 正规子群当然是 ｓ拟正规子群，但反过来不成立。因此，ｃ补意味着ｑ补。反过来，下面例子表

明，ｑ补不必意味着ｃ补：
例［６］ 设 ｐ是一个奇素数，Ｅ是一个以ｅ１，…，ｅｐ＋１为基的初等交换 ｐ群。令

Ｇ＝〈Ｅ，ｘ，ｙ｜ｘｐ
２
＝ｅｐ＋１，ｘ－１ｅｉｘ＝ｅｉｅｉ＋１，ｉ＝１，…，ｐ，ｙｐ

２
＝１，ｙ－１ｘｙ＝ｘ１＋ｐ，

ｙ－１ｅ１ｙ＝ｅ１ｅ－１ｐ ，ｙ－１ｅｉｙ＝ｅｉ，ｉ＝２，…，ｐ＋１〉，
那么，｜Ｇ｜＝ｐｐ＋５。再令 Ｑ＝〈ｅ１，…，ｅｐ，ｙ〉，那么 Ｑ′＝〈ｅｐ〉＞１，因而Φ（Ｑ）＞１。Ｔｈｏｍｐｓｏｎ［６］证明了 Ｑ是Ｇ
的无核拟正规子群。取Φ（Ｑ）的一个子群 Ａ，那么 Ａ当然是Ｇ的一个无核子群。因 Ａ是ｓ拟正规的，故 Ａ在
Ｇ中有一个ｑ补。下面证明 Ａ在Ｇ中没有ｃ补。
假设 Ａ在Ｇ中有一个 ｃ补 Ｋ，那么，Ｋ是 Ｇ的真子群。现在，由于 Ａ含于Φ（Ｑ），故 Ｑ＝Ｑ∩Ｇ＝

Ｑ∩ＡＫ＝Ａ Ｑ∩( )Ｋ ＝Ｑ∩Ｋ。这表明，Ｑ≤Ｋ。因此，Ａ≤Ｑ≤Ｋ，这导致 Ｇ＝ＡＫ＝Ｋ，与 Ｋ＜Ｇ矛盾。
此例表明，ｑ补是ｃ补的真推广。
注 ３ 如果〈ｘ〉在 Ｇ中有一个ｃ补，我们也称 ｘ在Ｇ中有一个ｃ补。
引理 １１ 设 Ｈ是Ｇ的一个子群。那么，下述结论成立：
（１）假设 Ｈ≤Ｍ≤Ｇ。如果 Ｈ在Ｇ中有一个ｑ补Ｋ，那么，Ｋ∩Ｍ是Ｈ在Ｍ中的一个ｑ补。
（２）如果 Ｎ是Ｈ的子群，且在 Ｇ中正规，那么，Ｈ／Ｎ在Ｇ／Ｎ中有ｑ补的充要条件是Ｈ在Ｇ中有ｑ补。
（３）设π是一个素数集，Ｎ是Ｇ的一个π′正规子群。如果 Ｈ是一个π群，且在 Ｇ中有一个ｑ补，那么，

ＨＮ／Ｎ在Ｇ／Ｎ中有一个ｑ补。
（４）如果 Ｐ是Ｇ的一个Ｓｙｌｏｗｐ子群，那么 ＰｑＧ＝ＰＧ。
证明 （１）显然，如果 Ｎ≤Ｍ，且 Ｎ在Ｇ中是ｓ拟正规的，那么，Ｎ在Ｍ中是ｓ拟正规的［７，Ｔｈｅｏｒｅｍ６１（ｂ）］。

假设 Ｋ是Ｈ在Ｇ中的一个ｑ补。据上所述，有 ＨｑＧ≤ＨｑＭ，因此，

Ｍ＝Ｍ∩Ｇ＝Ｍ∩ＨＫ＝Ｈ Ｍ∩( )Ｋ，
Ｈ∩ Ｍ∩( )Ｋ ＝Ｈ∩Ｋ∩Ｍ≤ＨｑＧ∩Ｍ＝ＨｑＧ≤ＨｑＭ。

（２）设 Ｈ／Ｎ在Ｇ／Ｎ中有一个ｑ补Ｋ／Ｎ，那么，由于 Ｎ≤ＨｑＧ，Ｈ／Ｎ∩Ｋ／Ｎ≤（Ｈ／Ｎ）ｑ（Ｇ／Ｎ）≤ＨｑＧ／Ｎ。因
此，Ｋ是Ｈ在Ｇ中的一个ｑ补。

现设 Ｋ是Ｈ在Ｇ中的一个ｑ补。那么 Ｇ＝ＨＫ，且 Ｈ∩Ｋ≤ＨｑＧ。显然 Ｎ≤ＨｑＧ。因而，

Ｇ／Ｎ＝ＨＫ／Ｎ＝（Ｈ／Ｎ）（ＫＮ／Ｎ），
且 （Ｈ／Ｎ）∩（ＫＮ／Ｎ）＝ Ｈ∩( )ＫＮ ／Ｎ＝ Ｈ∩( )ＫＮ／Ｎ≤ＨｑＧ／Ｎ≤（Ｈ／Ｎ）ｑＧ。

（３）设 Ｇ＝ＨＫ，Ｈ∩Ｋ≤ＨｑＧ。由于 Ｎ在Ｇ中正规，容易证明 Ｎ≤Ｋ。因此 Ｇ／Ｎ＝（ＨＮ／Ｎ）（Ｋ／Ｎ），且
（ＨＮ／Ｎ）∩（Ｋ／Ｎ）＝ ＨＮ∩( )Ｋ ／Ｎ＝ Ｈ∩( )ＫＮ／Ｎ≤ＨｑＧＮ／Ｎ≤（ＨＮ／Ｎ）ｑ（Ｇ／Ｎ）。

（４）显然 ＰＧ≤ＰｑＧ。另一方面，如果假设 Ｑ是Ｇ的 Ｓｙｌｏｗｐ子群，由于 ＰｑＧ在Ｇ中是ｓ拟正规的，那么

ＰｑＧＱ＝Ｑ。进而 ＰｑＧ≤Ｑ。这样，ＰｑＧ≤Ｏｐ（Ｇ）≤ＰＧ。因此，ＰＧ＝ＰｑＧ。
引理 １２ 设 ｐ∈π（Ｇ），Ｐ∈Ｓｙｌｐ（Ｇ）。如果 Ｐ在Ｇ中有一个ｑ补，那么 Ｇ有一个ｐ′Ｈａｌｌ子群。
证明 假设 Ｇ＝ＰＫ１，Ｐ∩Ｋ１≤ＰｑＧ。设 Ｋ＝Ｋ１ＰＧ，那么，Ｇ＝ＰＫ。由于根据引理１１（４），ＰｑＧ＝ＰＧ，故有

Ｐ∩Ｋ＝ＰＧ且ＰＧ∈Ｓｙｌｐ（Ｋ）。由ＳｃｈｕｒＺａｓｓｅｎｈａｕｓ定理知，ＰＧ在Ｋ中有一个ｐ′Ｈａｌｌ子群 Ｋｐ′。显然，Ｋｐ′也是

Ｇ的ｐ′Ｈａｌｌ子群。
推论 Ｇ是可解群的充要条件是Ｇ的每一个Ｓｙｌｏｗ子群在 Ｇ中有一个ｑ补。
证明 由引理１２及Ｐ．Ｈａｌｌ的一个定理［８］即得。

定理 １１ 设 ｐ＝ｍｉｎπ（Ｇ）。如果每一个 ｐ阶元和每一个 ４阶元均在 Ｇ中有ｑ补，那么，Ｇ是ｐ幂零
的。

证明 只证明 ｑ＝２的情形。对 ｑ＞２的情形，证法相同。
设定理不真，取 Ｇ是一个极小反例。由于条件是子群遗传的，故 Ｇ是一个极小非２幂零群。进而 Ｇ是
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一个极小非幂零群。设 Ｑ∈Ｓｙｌ２（Ｇ），Ｐ∈Ｓｙｌｐ（Ｇ）（ｐ≠２）。那么，Ｑ在 Ｇ中正规，Ｐ不正规，Ｇ＝ＰＱ，

ｅｘｐＱ＝２或４，且 Ｐ是一个循环群。
设 ｘ是一个２阶元。假设〈ｘ〉在 Ｇ中不是ｓ拟正规的。由题设，存在 Ｌ使得Ｇ＝〈ｘ〉Ｌ，且〈ｘ〉∩Ｌ≤

〈ｘ〉ｑＧ。显然 Ｌ＜Ｇ。故｜Ｇ∶Ｌ｜＝｜〈ｘ〉Ｌ∶Ｌ｜＝２，因而 Ｌ在Ｇ中正规。由于 Ｇ是一个极小非幂零群，故 Ｌ是

Ｇ的一个幂零子群。因而，Ｌｐ（∈Ｓｙｌｐ（Ｌ））是 Ｌ的一个特征子群，进而在 Ｇ中正规。显然，Ｌｐ∈Ｓｙｌｐ（Ｇ），矛
盾。这样 Ｇ中每一个２阶元在 Ｇ中是ｓ拟正规的。如果ｅｘｐＱ＝２，那么 Ｑ中每一个元均是２阶的。假设 ｙ
是Ｑ中一个２阶元，那么，〈ｙ〉Ｐ≤Ｑ。易知，〈ｙ〉Ｐ≤Ｇ是２幂零的。故 ｙ正规化Ｐ，进而 Ｑ正规化Ｐ，矛盾。
故ｅｘｐＱ＝４。

根据［９，Ⅲ，５］，１＜Φ（Ｑ）≤Φ（Ｇ）≤Ｚ（Ｇ），且Φ（Ｑ）（＝Ｚ（Ｑ））是一个初等交换２群。设ａ（≠１）∈
Φ（Ｑ），那么，〈ａ〉在 Ｇ中正规，因而含于 Ｇ的每一个极大子群中。设 ｘ〈ａ〉是 Ｇ／〈ａ〉中一个２阶元，那么，
ｘ２∈〈ａ〉。因此，｜ｘ｜＝４或２。如果｜ｘ｜＝２，那么 ｘ〈ａ〉在 Ｇ／〈ａ〉中有一个 ｑ补，因为 ｘ在Ｇ中是ｓ拟正规
的。如果｜ｘ｜＝４，那么，〈ｘ〉≥〈ａ〉。由题设及引理１１，ｘ〈ａ〉在 Ｇ／〈ａ〉中有一个 ｑ补。

设 ｙ〈ａ〉是 Ｇ／〈ａ〉中一个４阶元素。由于ｅｘｐＱ＝４，故｜ｙ｜＝４。由题设，存在 Ｇ的一个子群Ｔ，使得 Ｇ＝
〈ｙ〉Ｔ，且〈ｙ〉∩Ｔ≤〈ｙ〉ｑＧ。假设 Ｔ不是Ｇ的极大子群。那么，Ｔ＝Ｇ或存在Ｇ的一个极大子群Ｍ，使得 Ｔ＜
Ｍ，且｜Ｇ∶Ｍ｜＝２。如果 Ｔ＝Ｇ，则有〈ｙ〉＝〈ｙ〉ｑＧ。因而 ｙ〈ａ〉在 Ｇ／〈ａ〉中有一个 ｑ补。如果存在 Ｇ的极大子
群 Ｍ，使得 Ｔ＜Ｍ，那么｜Ｇ∶Ｍ｜＝２，因而 Ｍ在Ｇ中正规。由于 Ｍ是Ｇ的幂零子群，故 Ｍｐ（∈Ｓｙｌｐ（Ｍ））是 Ｍ
的一个特征子群，进而是 Ｇ的一个正规子群。显然，Ｍｐ（∈Ｓｙｌｐ（Ｇ）），矛盾。因而 Ｔ是Ｇ的一个极大子群。
显然〈ａ〉≤Ｔ。于是，Ｇ／〈ａ〉＝（〈ｙ〉〈ａ〉／〈ａ〉）（Ｔ／〈ａ〉）。又，

（ｙ）〈ａ〉／〈ａ〉∩（Ｔ／〈ａ〉）＝ 〈ｙ〉〈ａ〉∩( )Ｔ ／〈ａ〉＝
〈ｙ〉∩( )Ｔ〈ａ〉／〈ａ〉≤〈ｙ〉ｑＧ〈ａ〉／〈ａ〉≤〈ｙ〈ａ〉／〈ａ〉〉ｑ（Ｇ／〈ａ〉）。

这表明，ｙ〈ａ〉在 Ｇ／〈ａ〉中有一个 ｑ补。根据｜Ｇ｜的极小性，Ｇ／〈ａ〉是２幂零的。但是，Ｇ／〈ａ〉是 ｐ幂零的，
进而 Ｇ／〈ａ〉是幂零的。由于〈ａ〉≤Ｚ（Ｇ），故 Ｇ本身是幂零的，矛盾。

下面，对一个群 Ｋ，记 Ｐ（Ｋ）＝｛ｘ｜ｘ∈Ｋ，｜ｘ｜是素数｝∪｛ｘ｜ｘ∈Ｋ，｜ｘ｜＝４｝。
定理 １２ 设 ｋ是群Ｇ的一个正规子群，且使得 Ｇ／Ｋ超可解。如果 Ｐ（Ｋ）中每一个元在 Ｇ中有一个

ｑ补，那么，Ｇ是超可解的。
证明 假设定理不真，Ｇ是一个关于｜Ｇ｜＋｜Ｋ｜的极小反例。那么 Ｐ（Ｋ）不是空集，且其中每一个元

素在 Ｇ中有一个ｑ补。进一步，还有：
（１）Ｇ是一个极小非超可解群，Ｇ＝ＰＲ，Ｐ∈Ｓｙｌｐ（Ｇ），Ｒ是 Ｇ的一个 ｐ′Ｈａｌｌ子群，Ｐ在 Ｇ中正规，

Ｐ／Φ（Ｐ）是Ｇ／Φ（Ｐ）的极小正规子群，ｅｘｐＰ＝ｐ或４，Ｐ不是循环的。
设 Ｍ是Ｇ的一个极大子群。由于 ＭＫ／Ｋ是Ｇ／Ｋ的一个子群，且根据假设 Ｇ／Ｋ是超可解的，故 ＭＫ／Ｋ

是超可解的。另一方面，由于 ＭＫ／Ｋ同构于 Ｍ／Ｍ∩ Ｋ，而根据引理 １１，Ｐ Ｍ∩( )Ｋ ≤ Ｐ（Ｋ），故
Ｐ Ｍ∩( )Ｋ中每一个元素在Ｍ中有一个ｑ补，这表明根据 Ｇ的极小性，Ｍ是超可解的，矛盾。因此 Ｇ是一
个极小非超可解群。由［１０，Ｓａｔｚ１］即得（１）中其他结论。

（２）Ｋ＝Ｐ。
根据（１），Ｇ／Ｐ（同构于 Ｒ）是超可解的。由于 Ｇ／Ｐ∩( )Ｋ同构于Ｇ／Ｐ×Ｇ／Ｋ，故 Ｇ／Ｐ∩( )Ｋ 超可解。

显然 Ｐ Ｐ∩( )Ｋ中每一个元素在 Ｇ中有一个 ｑ补。故 Ｋ＝Ｐ∩Ｋ，即，根据 Ｇ的选择 Ｋ≤Ｐ。由于
ＫΦ（Ｐ）／Φ（Ｐ）在 Ｇ／Φ（Ｐ）中正规，而 Ｐ／Φ（Ｐ）是 Ｇ／Φ（Ｐ）的一个极小正规子群，故或者 Ｋ＝Ｐ，或者 Ｋ≤
Φ（Ｐ）。但 Ｋ≤Φ（Ｐ）意味着 Ｋ≤Φ（Ｇ），这导致 Ｇ的超可解性，矛盾。故 Ｋ＝Ｐ。

（３）Φ（Ｐ）＞１。
假设Φ（Ｐ）＝１。那么，Ｐ是一个初等交换群。因而 Ｐ－｛１｝包含于 Ｐ（Ｋ）。设１≠ｘ∈Ｐ。根据假设，

存在一个子群 Ｍ，使得 Ｇ＝〈ｘ〉Ｍ，且〈ｘ〉∩Ｍ≤〈ｘ〉ｑＧ。于是 Ｐ＝Ｐ∩〈ｘ〉Ｍ＝〈ｘ〉Ｐ∩( )Ｍ 。由于 Ｐ∩Ｍ在

Ｍ中正规，而 Ｐ是交换的，故 Ｐ∩Ｍ也在Ｇ中正规。根据（１），如果Φ（Ｐ）＝１，那么 Ｐ是Ｇ的一个极小正规
子群。因此，Ｐ∩Ｍ＝１，或者 Ｐ≤Ｍ。如果 Ｐ∩Ｍ＝１，那么〈ｘ〉∩Ｍ＝１。由于 Ｇ＝〈ｘ〉Ｍ＝ＰＭ，故 Ｐ＝
〈ｘ〉，与（１）矛盾。如果 Ｐ≤Ｍ，那么〈ｘ〉≤Ｍ，且〈ｘ〉＝〈ｘ〉∩Ｍ≤〈ｘ〉ｑＧ，这意味着〈ｘ〉在 Ｇ中是ｓ拟正规
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的。根据［７，Ｌｅｍｍａ５５］，Ｒ≤ＮＧ〈ｘ〉。再利用 Ｐ的交换性，〈ｘ〉在 Ｇ中正规，由 Ｐ的极小性得Ｐ＝〈ｘ〉，矛
盾。

（４）ｐ＝２，且 Ｇ是一个极小非幂零群。
设 ｐ＞２，且 ｘ∈Ｐ＼Φ（Ｐ），那么，存在一个子群 Ｍ使得Ｇ＝〈ｘ〉Ｍ，且〈ｘ〉∩Ｍ≤〈ｘ〉ｑＧ。由于 ｐ＞２，故

根据（１）得ｅｘｐＰ＝ｐ。因此〈ｘ〉ｑＧ＝１，或者〈ｘ〉。设〈ｘ〉ｑＧ＝〈ｘ〉，那么〈ｘ〉在 Ｇ中是ｓ拟正规的。由于 Ｐ／

Φ（Ｐ）是 Ｇ／Φ（Ｐ）的一个极小正规子群，故〈ｘ〉Ｇ＝Ｐ。由于 Ｇ／〈ｘ〉Ｇ＝Ｇ／Ｐ超可解，故由［７，Ｔｈｅｏｒｅｍ５６］，
Ｇ是超可解的，矛盾。于是〈ｘ〉∩Ｍ＝１。这表明，Ｐ／Φ（Ｐ）的每一个极小 ｐ子群在Ｇ／Φ（Ｐ）中有一个 ｑ补。
根据 Ｇ的选择，Ｇ／Φ（Ｐ）是超可解的，进而 Ｇ是超可解的，矛盾。故 ｐ＝２。

由于 Ｇ是一个极小非超可解群，故 Ｇ的每一个真子群是超可解的，因而有 Ｓｙｌｏｗ塔。令 ｑ＝ｍａｘπ（Ｇ），
取 Ｑ∈Ｓｙｌｑ（Ｇ）。因而 ｐ＝２，ｑ＞２，Ｐ∩Ｑ＝１。

假设 Ｑ在Ｇ中正规。由于 Ｇ／Ｐ和Ｇ／Ｑ均是超可解的，而 Ｇ同构于Ｇ／Ｐ×Ｇ／Ｑ的一个子群，故 Ｇ超
可解，矛盾。因此，Ｑ在Ｇ中不是正规的。由于超可解群有 Ｓｙｌｏｗ塔，故 Ｇ的正规子群有正规的 Ｓｙｌｏｗｑ子
群。容易看到，Ｇ是一个极小非幂零群。

（５）根据［９，Ⅲ，５］，ｅｘｐＰ＝４，Φ（Ｐ）（＝Ｚ（Ｐ）＝Ｐ′）是一个初等交换２群。故 Ｐ可以由４阶元生成。
（６）最后的矛盾。
设 ｘ是Ｐ中一个４阶元，那么，ｘ不含于Φ（Ｐ）。由题设，存在一个子群 Ｍ使得Ｇ＝〈ｘ〉Ｍ，且〈ｘ〉∩

Ｍ≤〈ｘ〉ｑＧ。因此有：

（ａ）｜Ｇ∶Ｍ｜≠２。
如果｜Ｇ∶Ｍ｜＝２，那么 Ｍ在Ｇ中正规。因此 Ｐ＝Ｋ≤Ｍ。特别地，〈ｘ〉≤Ｍ。于是 Ｇ＝Ｍ，矛盾。
（ｂ）｜Ｇ∶Ｍ｜≠４。
假设｜Ｇ∶Ｍ｜＝４。那么〈ｘ〉∩Ｍ＝１。根据（１），Ｐ／Φ（Ｐ）是 Ｇ／Φ（Ｐ）的极小正规子群。因此，对任意

ｙ∈Ｐ，ｙ２∈Φ（Ｐ）。
如果 Ｍ是Ｇ的一个极大子群，那么，由于 ｘ２∈Φ（Ｐ）＼Ｍ，故 Ｇ＝Φ（Ｐ）Ｍ＝Φ（Ｇ）Ｍ＝Ｍ，矛盾。
因此，可以假设 Ｍ≤Ｓ≤Ｇ，这里 Ｓ是Ｇ的一个极大子群，而 Ｍ是Ｓ的一个极大子群。根据（４），Ｓ＝

Ｓ２×Ｑ，这里 Ｓ２∈Ｓｙｌ２（Ｇ）。显然，Ｓ２＝Ｐ∩Ｓ是Ｐ的一个极大子群，故 Ｓ２在 ＰＱ＝Ｇ中正规，进而 Ｓ２Φ（Ｐ）／

Φ（Ｐ）在 Ｇ／Φ（Ｐ）中正规。由于 Ｐ／Φ（Ｐ）是 Ｇ／Φ（Ｐ）的一个极小正规子群，故 Ｓ２＝Φ（Ｐ），这意味着 Ｐ循

环，与（１）矛盾。
（ｃ）Ｇ有一个４阶循环群在 Ｇ中不是ｓ拟正规的。
假定 Ｇ中每一个４阶循环群在 Ｇ中均是ｓ拟正规的。设 ｘ是Ｇ中一个４阶元。由于〈ｘ〉Ｑ是Ｇ的真子

群，故根据（４），〈ｘ〉Ｑ＝〈ｘ〉×Ｑ。这表明 ｘ∈ＮＧ（Ｑ）。根据（５），Ｐ≤ＮＧ（Ｑ），进而 Ｑ在Ｇ中正规，与（４）矛

盾。

由（ａ）和（ｂ）得，Ｇ＝Ｍ，这意味着〈ｘ〉＝〈ｘ〉ｑＧ，即〈ｘ〉在 Ｇ中是ｓ拟正规的，这与（ｃ）矛盾。
引理 １３ 如果有限群 Ｇ的每一个Ｓｙｌｏｗ２子群的极大子群在Ｇ中有ｑ补，那么，Ｇ是可解的。
证明 对｜Ｇ｜做归纳法。由奇阶定理及引理１１（２），可以假设 Ｏ２（Ｇ）＝１。由于 Ｇ的每一个ｓ拟正规

的２子群含于Ｏ２（Ｇ），故 Ｇ没有非单位的ｓ拟正规的２子群。

设 Ｐ１是 Ｐ的一个极大子群，根据假设，存在 Ｇ的一个子群Ｋ，使得 Ｇ＝Ｐ１Ｋ，且 Ｐ１∩Ｋ≤（Ｐ１）ｑＧ＝１。

设 Ｐ１在 Ｇ中有一个补。由［５，Ｔｈｅｏｒｅｍ３２］，Ｇ可解。

定理 １３ 设 Ｎ是Ｇ的一个正规子群，且使得 Ｇ／Ｎ超可解。如果 Ｎ的每一个Ｓｙｌｏｗ子群的极大子群在
Ｇ中有ｑ补，那么，Ｇ是超可解的。
证明 假设定理不真，取 Ｇ是一个关于（｜Ｇ｜，｜Ｎ｜）的极小反例。根据引理１３，Ｎ是可解的，进而 Ｇ可

解。设 Ｌ是Ｇ的一个包含在Ｎ中的极小正规子群。那么，对某个素数 ｐ，Ｌ是一个初等交换ｐ群。容易证
明，（｜Ｇ／Ｌ｜，｜Ｎ／Ｌ｜）也满足定理的假设。因此，由（｜Ｇ｜，｜Ｎ｜）的极小性得到 Ｎ＝Ｌ。

设 Ｌ１是 Ｎ的一个极大子群。根据假设，存在 Ｇ的一个子群Ｋ使得Ｇ＝Ｌ１Ｋ，且 Ｌ１∩Ｋ≤（Ｌ１）ｑＧ。这样，
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Ｇ＝Ｌ１Ｋ＝ＮＫ。显然，Ｎ∩Ｋ在Ｋ中正规。由于 Ｎ是交换的，Ｎ∩Ｋ在Ｎ中正规。
因而 Ｎ∩Ｋ在Ｇ中正规。由 Ｎ的选择，必有 Ｎ∩Ｋ＝１，或者 Ｎ∩Ｋ＝Ｎ。

如果 Ｎ∩Ｋ＝１，那么 Ｌ１∩Ｋ＝１。因而｜Ｌ１｜＝｜Ｇ∶Ｍ｜＝｜Ｎ｜，矛盾。
如果 Ｎ∩Ｋ＝Ｎ，那么，Ｎ含于Ｋ中，进而 Ｇ＝Ｋ。于是有 Ｌ１＝Ｌ１∩Ｋ≤（Ｌ１）ｑＧ。另一方面，显然有

（Ｌ１）ｑＧ≤Ｌ１，因而（Ｌ１）ｑＧ＝Ｌ１。这表明，Ｌ１在 Ｇ中是ｓ拟正规的。由［１１，Ｔｈｅｏｒｅｍ４１］，Ｇ是超可解的，矛盾。
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