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摘要：给出了三矩阵左半张量积 Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ的加权ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆满足反序律（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）＋ＭＫ＝（Ｃ＋ＬＫＩｔ）（Ｂ＋ＮＬ

Ｉｐ）Ａ＋ＭＮ的充要条件。
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０ 引言及符号

中科院系统所程代展教授提出了一种新的矩阵乘法———左半张量积，程教授在文献［１］中给出了矩阵左
半张量积在动态系统吸引域、动态系统对称性、Ｍｏｒｇａｎ问题、微分几何中的联络问题、逻辑问题等许多领域的
重要应用。考虑到矩阵广义逆的反序律在理论研究和数值计算中有着重要的作用，但三矩阵的左半张量积

的加权ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆的反序律还没有被探讨过，本文就来考虑此问题。

用符号⊙表示左半张量积，Ｉｔ表示ｔ阶单位矩阵，表示张量积。Ｃｍ×ｎ表示 ｍ×ｎ阶复矩阵的全体，

Ｒ（Ａ），Ｎ（Ａ）表示复矩阵 Ａ的值域（列空间）与零空间；ｒ（Ａ）表示矩阵 Ａ的秩，Ａ，Ａ＃分别表示矩阵 Ａ的
共轭转置和加权共轭转置，ＰＬ，Ｍ表示为 Ｍ到 Ｌ上的投影算子。
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１ 预备知识

设 Ａ的列和Ｂ的行分别为ｍ和ｎ，ｍ＝ｎｔ时，记为 ＡｔＢ，ｎ＝ｍｔ时，记为 ＡｔＢ。下面给出 Ａ⊙Ｂ的
第二定义：

定义 １１［１］ Ａ⊙Ｂ＝
Ａ（ＢＩｔ），ＡｔＢ，

（ＡＩｔ）Ｂ，ＡｔＢ
{

。

定义 １２［２］ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎ，Ｍ和Ｎ分别为ｍ阶和ｎ阶Ｈｅｒｍｉｔｅ正定矩阵，则把满足下列矩阵方程
（１）ＡＸＡ＝Ａ；（２）ＸＡＸ＝Ｘ；（３Ｍ）（ＭＡＸ） ＝ＭＡＸ；（４Ｎ）（ＮＸＡ） ＝ＮＸＡ

的惟一矩阵 Ｘ∈Ｃｎ×ｍ，称为 Ａ的加权ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆（简称 Ａ的加权ＭＰ逆），记作 Ｘ＝Ａ＋ＭＮ。当 Ｍ和Ｎ
分别为ｍ阶和ｎ阶单位矩阵时，Ｘ称为Ａ的ＭＰ逆，记作 Ｘ＝Ａ＋。

定理 １１［２］ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎ，Ｂ∈Ｃｎ×ｌ，Ｃ∈Ｃｌ×ｋ，则
（ＡＢＣ）＋＝Ｃ＋Ｂ＋Ａ＋ （１）

成立的充要条件是

ｒ
ＢＢＢ ０ ＢＣ
０ －ＴＴＴ －ＴＣＣ
ＡＢ ＡＡＴ









０
＝ｒ（Ｔ）＋ｒ（Ｂ） （２）

成立，其中 Ｔ＝ＡＢＣ。
将上述结果推广到加权ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆，给出三矩阵左半张量积 Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ的加权 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆满

足反序律

（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）＋ＭＫ＝（Ｃ＋ＬＫＩｔ）（Ｂ＋ＮＬＩｐ）Ａ＋ＭＮ （３）
的充要条件。在这个充要条件中，只涉及一些与 Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｍ，Ｎ，Ｌ，Ｋ等有关矩阵求秩运算，而不涉及矩阵
Ａ，Ｂ，Ｃ的加权ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆，因而本文结果的使用是非常简单的。
定义 １３［３］ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎ，Ｍ和Ｎ分别为ｍ阶和ｎ阶Ｈｅｒｍｉｔｅ正定矩阵，Ａ的加权共轭转置Ａ＃∈Ｃｎ×ｍ

由下式定义：

Ａ＃＝Ｎ－１ＡＭ。 （４）
定理 １２［３］ （１）（Ａ＋Ｂ）＃＝Ａ＃＋Ｂ＃，Ａ，Ｂ∈Ｃｍ×ｎ；
（２）（ＡＢ）＃＝Ｂ＃Ａ＃；
（３）（Ａ＃）＃＝Ａ，（Ａ＃） ＝（Ａ）＃，Ａ∈Ｃｍ×ｎ。
定理 １３［３］ （１）Ｒ（Ａ＋ＭＮ）＝Ｒ（Ａ＃），Ｒ（（Ａ＋ＭＮ）＃）＝Ｒ（Ａ）；
（２）ＡＡ＋ＭＮ＝ＰＲ（Ａ），Ｍ－１Ｎ（Ａ）＝ＰＲ（Ａ），Ｎ（Ａ＃），Ａ＋ＭＮＡ＝ＰＮ－１Ｒ（Ａ），Ｎ（Ａ）＝ＰＲ（Ａ＃），Ｎ（Ａ）；

（３）Ａ＋ＭＮ＝Ｎ－
１
２ Ｍ

１
２ＡＮ－( )１２ ＋Ｍ

１
２；

（４）（Ａ＋ＭＮ）＋ＮＭ＝Ａ。
定理 １４［３］ 设 Ｌ和Ｍ为Ｃｎ的互补子空间，则

ＰＬ，ＭＡ＝ＡＲ（Ａ）Ｌ，ＡＰＬ，Ｍ＝ＡＮ（Ａ）Ｍ。
定理 １５［４］ 若 Ｂ，Ｃ非奇异，则
（１）ｒ（ＡＢ）＝ｒ（Ａ）；
（２）ｒ（ＣＡ）＝ｒ（Ａ）。
容易得到下面的定理１６。

定理 １６ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎｐ，Ｂ∈Ｃｎ×ｌｔ，Ｃ∈Ｃｌ×ｋ，若Ｐ＋ＮＭ（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）Ｑ＋ＫＬ＝ＢＩｐ，则

ｒ（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）＝ｒ（ＢＩｐ）。
定理 １７ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎｐ，Ｍ和 Ｎ分别为 ｍ阶和 ｎｐ阶Ｈｅｒｍｉｔｅ正定矩阵，则 ｒ（ＡＡ＃）＝ｒ（Ａ）＝ｒ（Ａ＃Ａ）。

证明 ｒ（ＡＡ＃）＝ｒ（ＡＮ－１ＡＭ）＝ｒ（ＡＮ－１Ａ）＝ｒ（ＡＮ－
１
２Ｎ－

１
２Ａ）＝ｒ（ＡＮ－

１
２）＝ｒ（Ａ）。
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同理可证 ｒ（Ａ＃Ａ）＝ｒ（Ａ）。
定理 １８ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎｐ，Ｍ和Ｎ分别为ｍ阶和ｎｐ阶Ｈｅｒｍｉｔｅ正定矩阵，则

Ｉ
Ａ









Ａ

＋

Ｍ^Ｎ^

＝

Ｉ
Ａ＋ＭＮ

Ａ＋









ＭＮ

，

其中

Ｍ^＝
Ｉ
Ｍ









Ｍ
， Ｎ^＝

Ｉ
Ｎ









Ｎ
。

证明 利用定义１３即可推出。

定理 １９ 分块矩阵 Ｍ^＝
Ａ ＡＱ

ＰＡ ＢＩ[ ]
ｐ

的秩可表示为

ｒ
Ａ ＡＱ

ＰＡ ＢＩ[ ]
ｐ

＝ｒ（Ａ）＋ｒ（ＢＩｐ－ＰＡＱ）。

证明 对分块矩阵进行列变换后即得。

定理 １１０［５］ （ＡＢ）＋＝Ａ＋Ｂ＋，Ａ＋，Ｂ＋表示矩阵 Ａ，Ｂ的广义逆。

２ 主要结论

下面给出三矩阵左半张量积的加权 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆满足反序律的充要条件。这里只讨论 ＡｐＢｔＣ，

的情况，对于 ＡｐＢｔＣ（此时 ｐ＝ｒｔ）和 ＡｐＢｔＣ的情况也有类似的结论，不再赘述。

定理 ２１ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎ，Ｂ∈Ｃｎｐ×ｌ，Ｃ∈Ｃｌｔ×ｋ，Ｍ，Ｎ，Ｌ，Ｋ分别为ｍ，ｎｐ，ｌｔ，ｋ阶 Ｈｅｒｍｉｔｅ正定矩阵，则三
矩阵左半张量积 Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ的加权ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆反序律

（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）＋ＭＫ＝（Ｃ＋ＬＫＩｔ）（Ｂ＋ＮＬＩｐ）Ａ＋ＭＮ
成立的充要条件是

ｒ
ＢＢ＃ＢＩｐ ０ （ＢＩｐ）Ｃ

０ －ＴＴ＃Ｔ ＴＣ＃Ｃ
Ａ⊙Ｂ ＡＡ＃Ｔ









０

＝ｒ（Ｔ）＋ｐｒ（Ｂ）， （５）

其中 Ｔ＝Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ。
证明 由定理１３中的（３）得

（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）＋ＭＫ＝Ｋ－
１
２（Ｍ

１
２（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）Ｋ－

１
２）＋Ｍ

１
２，

（Ｃ＋ＬＫＢ＋ＮＬＩｐｔ）Ａ＋ＭＮ＝Ｋ－
１
２（Ｌ

１
２（ＣＩｔ）Ｋ－

１
２）＋Ｌ

１
２Ｌ－

１
２（Ｎ

１
２（ＢＩｐ）Ｎ－

１
２）＋Ｎ

１
２Ｎ－

１
２（Ｍ

１
２ＡＮ－

１
２）＋Ｍ

１
２＝

Ｋ－
１
２（Ｌ

１
２（ＣＩｔ）Ｋ－

１
２）＋（Ｎ

１
２（ＢＩｐ）Ｎ－

１
２）＋ Ｍ

１
２ＡＮ－( )１２ ＋Ｍ

１
２。

若令珟Ａ＝Ｍ
１
２ＡＮ－

１
２，珟ＢＩｐ＝Ｎ

１
２（ＢＩｐ）Ｌ－

１
２，珟ＣＩｔ＝Ｌ

１
２（ＣＩｔ）Ｋ－

１
２，

则 （Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）＋ＭＫ＝Ｋ－
１
２（珟Ａ⊙珟Ｂ⊙珟Ｃ）＋Ｍ

１
２，

（Ｃ＋ＬＫＢ＋ＮＬＩｐｔ）Ａ＋ＭＮ＝Ｋ－
１
２（珟Ｃ＋珟Ｂ＋Ｉｐｔ）珟Ａ＋Ｍ

１
２，

（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）＋ＭＫ＝（Ｃ＋ＬＫＩｔ）（Ｂ＋ＮＬＩｐ）Ａ＋ＭＮ
成立等价于

（珟Ａ⊙珟Ｂ⊙珟Ｃ）＋＝（珟Ｃ＋Ｉｔ）（珟Ｂ＋Ｉｐ）珟Ａ＋。 （６）

由定理１１知式（６）成立的充要条件为
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ｒ

（珟Ｂ珟Ｂ珟Ｂ）Ｉｐ ０ （珟Ｂ珟Ｃ）Ｉｐｔ
０ －珘Ｔ珘Ｔ珘Ｔ珘Ｔ（珟Ｃ珟ＣＩｔ）

珟Ａ⊙珟Ｂ 珟Ａ珟Ａ珘Ｔ











０

＝ｒ（珘Ｔ）＋ｒ（珟ＢＩｐ）， （７）

其中珘Ｔ＝珟Ａ⊙珟Ｂ⊙珟Ｃ。由定理１５得式（７）左端矩阵的秩为

ｒ

（珟Ｂ珟Ｂ珟Ｂ）Ｉｐ ０ （珟ＢＩｐ）（珟ＣＩｔ）

０ －珘Ｔ珘Ｔ珘Ｔ 珘Ｔ（珟Ｃ珟ＣＩｔ）
珟Ａ⊙珟Ｂ 珟Ａ珟Ａ珘Ｔ











０

＝

ｒ

Ｎ（（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ）Ｌ－
１
２ ０ Ｎ

１
２（ＢＩｐ）（ＣＩｔ）Ｋ－

１
２

０ －Ｍ
１
２ＴＴ＃ＴＫ－

１
２ Ｍ

１
２Ｔ（Ｃ＃ＣＩｔ）Ｋ－

１
２

Ｍ
１
２（Ａ⊙Ｂ）Ｌ－

１
２ Ｍ

１
２ＡＡ＃ＴＫ－

１
２











０

＝

ｒ

Ｎ
１
２

Ｍ
１
２

Ｍ











１２

（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ ０ （ＢＩｐ）（ＣＩｔ）

０ －ＴＴ＃Ｔ Ｔ（Ｃ＃ＣＩｔ）

Ａ⊙Ｂ ＡＡ＃Ｔ











０

Ｌ－
１
２

Ｋ－
１
２

Ｋ－























１

２

＝

ｒ

（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ ０ （ＢＩｐ）（ＣＩｔ）

０ －ＴＴ＃Ｔ Ｔ（Ｃ＃ＣＩｔ）

Ａ⊙Ｂ ＡＡ＃Ｔ











０

，

且
ｒ（珘Ｔ）＝ｒ（Ｍ

１
２（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）Ｋ－

１
２）＝ｒ（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）＝ｒ（Ｔ），

ｒ（珟ＢＩｐ）＝ｒ（Ｎ
１
２（ＢＩｐ）Ｌ－

１
２）＝ｒ（ＢＩｐ）。

所以式（７）等价于

ｒ

（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ ０ （ＢＩｐ）（ＣＩｔ）

０ －ＴＴ＃Ｔ Ｔ（Ｃ＃ＣＩｔ）

Ａ⊙Ｂ ＡＡ＃Ｔ











０

＝ｒ（Ｔ）＋ｒ（ＢＩｐ）。

充要条件（５）的一个明显特点是它不含 Ａ，Ｂ，Ｃ的加权ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆，只需计算 Ｔ，Ｂ的秩以及由Ａ，
Ｂ，Ｃ，Ｔ及它们的加权共轭转置矩阵的左半张量积组成的一个分块矩阵的秩，就可检验（３）式是否成立，当
矩阵 Ａ，Ｂ，Ｃ满足一些特殊条件时，条件（５）就可以更加简化。

推论 ２１ 设 Ａ，Ｂ，Ｃ满足下列条件之一：

（１）Ｒ（ＢＩｐ）Ｒ（Ａ＃），Ｒ（Ｂ＃Ｉｐ）Ｒ（ＣＩｔ）；
（２）Ａ列满秩，Ｃ行满秩；
（３）Ａ，Ｃ为非奇异方阵，

则 Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ满足式（３）的充要条件为

ｒ
ＢＩｐ

（ＢＩｐ）（Ｃ＃ＣＩｔ
[ ]

）
＝ｒ（ＢＩｐ），ｒ（ＢＩｐ｜ＡＡ＃（ＢＩｐ））＝ｒ（ＢＩｐ）。 （８）

证明 因为条件（２），（３）为（１）的特殊情况，故只需证条件（１）的情况即可。由定理１４知，条件（１）中两
式等价于

Ａ＋ＭＮ（Ａ⊙Ｂ）＝ＢＩｐ，（ＢＩｐ）（ＣＣ＋ＬＫＩｔ）＝ＢＩｐ， （９）

即 Ａ＋ＭＮ（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）（Ｃ＋ＬＫＩｔ）＝ＢＩｐ， （１０）

所以 ｒ（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）＝ｒ（ＢＩｐ）。 （１１）
式（５）左端分块矩阵可分解为
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（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ ０ （ＢＩｐ）（ＣＩｔ）

０ －ＴＴ＃Ｔ Ｔ（Ｃ＃ＣＩｔ）

Ａ⊙Ｂ ＡＡ＃Ｔ











０

＝

Ｉ
Ａ









Ａ

（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ ０ ＢＩｐ
０ －（ＢＩｐ）（ＣＩｔ）Ｔ＃（Ａ⊙Ｂ） （ＢＩｐ）（ＣＣ＃Ｉｔ）

ＢＩｐ Ａ＃（Ａ⊙Ｂ）











０

Ｉ

ＣＩｔ
ＣＩ










ｔ

，

又上式左乘

Ｉ
Ａ









Ａ Ｍ^Ｎ^

和右乘

Ｉ

ＣＩｔ
ＣＩ










ｔ Ｌ^^Ｋ

，并利用定理１８以及

（Ｃ＃ＣＣ＋ＬＫ）Ｉｔ＝Ｃ＃Ｉｔ，Ａ＋ＭＮＡＡ＃＝Ａ＃，
可得

Ｉ
Ａ＋ＭＮ

Ａ＋









ＭＮ

（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ ０ （ＢＩｐ）（ＣＩｔ）

０ －ＴＴ＃Ｔ Ｔ（（Ｃ＃Ｃ）Ｉｔ）

Ａ⊙Ｂ ＡＡ＃Ｔ











０

Ｉ

Ｃ＋ＬＫＩｔ
Ｃ＋ＬＫＩ










ｔ

＝

（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ ０ ＢＩｐ
０ －（ＢＩｐ）（ＣＩｔ）Ｔ＃（Ａ⊙Ｂ） （ＢＩｐ）（ＣＣ＃Ｉｔ）

ＢＩｐ Ａ＃（Ａ⊙Ｂ）











０

。

利用定理１６并进行适当的行变换得到

ｒ

（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ ０ （ＢＩｐ）（ＣＩｔ）

０ ＴＴ＃Ｔ Ｔ（Ｃ＃ＣＩｔ）

Ａ⊙Ｂ ＡＡ＃Ｔ











０

＝

ｒ

（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ ０ ＢＩｐ
０ －（ＢＩｐ）（ＣＩｔ）Ｔ＃（Ａ⊙Ｂ） （ＢＩｐ）（ＣＣ＃Ｉｔ）

ＢＩｐ Ａ＃（Ａ⊙Ｂ）











０

＝

ｒ

０ ０ ＢＩｐ
０ ０ （ＢＩｐ）（ＣＣ＃Ｉｔ）

ＢＩｐ Ａ＃（Ａ⊙Ｂ）











０

＝

ｒ
ＢＩｐ

（ＢＩｐ）（ＣＣ＃Ｉｔ
[ ]

）
＋ｒ（ＢＩｐ｜Ａ＃（Ａ⊙Ｂ））。 （１２）

把（１１），（１２）代入（５）整理即得式（８）。
推论 ２２ 设 Ａ，Ｂ，Ｃ满足下列条件之一：

（１）Ｒ（Ａ＃）Ｒ（ＢＩｐ），Ｒ（ＣＩｔ）Ｒ（Ｂ＃Ｉｐ），

（２）ＢＩｐ为非奇异方阵，
则 Ｔ＝Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ满足式（３）的充要条件为

ｒ
Ｂ＃Ｉｐ ＣＩｔ
Ａ[ ]０

＝ｒ（Ｔ）＋ｐｒ（Ｂ）。 （１３）

证明 由于条件（２）为（１）的特例，只需证在条件（１）下的情况即可。由定理１４知，条件中两式等价于

Ａ（ＢＢ＋ＮＬＩｐ）＝Ａ，（Ｂ＋ＮＬＢＩｐ）（ＣＩｔ）＝ＣＩｔ， （１４）

（Ｂ＋ＮＬＢＢ＃）Ｉｐ＝ＰＲ（Ｂ＃），Ｎ（Ｂ）（Ｂ＃Ｉｐ）＝Ｂ＃Ｉｐ， （１５）
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（Ｂ＃ＢＢ＋ＮＬ）Ｉｐ＝（Ｂ＃Ｉｐ）ＰＲ（Ｂ），Ｎ（Ｂ＃）＝Ｂ＃Ｉｐ。 （１６）

（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ ０ （ＢＩｐ）（ＣＩｔ）

０ －ＴＴ＃Ｔ Ｔ（Ｃ＃ＣＩｔ）

Ａ⊙Ｂ ＡＡ＃Ｔ











０

＝

ＢＩｐ
Ｉ









Ｉ

Ｂ＃Ｉｐ ０ Ｃ

０ －ＴＴ＃Ｔ Ｔ（（Ｃ＃Ｃ）Ｉｔ）

Ａ ＡＡ＃Ｔ











０

ＢＩｐ
Ｉ









Ｉ

。

在条件（１４），（１５）和（１６）下对式（５）左端分块矩阵利用定理１６和定理１７，并进行适当的行列变换可得

ｒ

（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ ０ （ＢＩｐ）（ＣＩｔ）

０ －ＴＴ＃Ｔ Ｔ（（Ｃ＃Ｃ）Ｉｔ）

Ａ⊙Ｂ ＡＡ＃Ｔ











０

＝

ｒ
Ｂ＋ＮＬＩｐ

Ｌ








Ｌ

（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ ０ （ＢＩｐ）（ＣＩｔ）

０ －ＴＴ＃Ｔ Ｔ（（Ｃ＃Ｃ）Ｉｔ）

Ａ⊙Ｂ ＴＡ＃Ｔ











０

Ｂ＋ＮＬＩｐ
Ｉ





















Ｉ

＝

ｒ
Ｂ＃ ０ Ｃ
０ －ＴＴ＃Ｔ ＴＣ＃Ｃ
Ａ ＡＡ＃Ｔ









０
＝ｒ

Ｂ＃ ０ Ｃ
０ ０ ０
Ａ









０ ０
＝ｒ

Ｂ＃ Ｃ
Ａ[ ]０。

利用式（５），即得式（１３）。

推论 ２３ 若（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ＝ＢＩｐ，Ｂ＋ＮＬＩｐ＝Ｂ＃Ｉｐ，则 Ｔ＝Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ的加权 ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆满足
式（３）的充要条件为

ｒ
Ｔ ＡＡ＃Ｔ

Ｔ（（Ｃ＃Ｃ）Ｉｔ） ＴＴ＃[ ]Ｔ ＝ｒ（Ｔ）。 （１７）

证明 已知（ＢＢ＃Ｂ）Ｉｐ＝ＢＩｐ，可直接验证Ｂ＃Ｉｐ满足

（Ｂ＃ＢＢ＃）Ｉｐ＝Ｂ＃Ｉｐ，（Ｎ（（ＢＢ＃）Ｉｐ）） ＝Ｎ（（ＢＢ＃）Ｉｐ），

（Ｌ（（Ｂ＃Ｂ）Ｉｐ）） ＝Ｌ（（Ｂ＃Ｂ）Ｉｐ），

即可得Ｂ＋ＮＬＩｐ＝Ｂ＃Ｉｐ。
对式（５）左端分块矩阵作适当的行列变换可得

ｒ

Ｂ＃Ｉｐ ０ （ＢＩｐ）（ＣＩｔ）

０ －ＴＴ＃Ｔ Ｔ（（Ｃ＃Ｃ）Ｉｔ）

Ａ⊙Ｂ ＡＡ＃Ｔ











０

＝ｒ

ＢＩｐ ０ （ＢＩｐ）（ＣＩｔ）

０ －ＴＴ＃Ｔ Ｔ（（Ｃ＃Ｃ）Ｉｔ）

Ａ⊙Ｂ ＡＡ＃Ｔ











０

＝

ｒ

ＢＩｐ ０ ０

０ －ＴＴ＃Ｔ Ｔ（（Ｃ＃Ｃ）Ｉｔ）

０ ＡＡ＃Ｔ －











Ｔ

＝ｒ（ＢＩｐ）＋ｒ
－ＴＴ＃Ｔ Ｔ（（Ｃ＃Ｃ）Ｉｔ）

ＡＡ＃[ ]Ｔ Ｔ
，

与式（５）比较可得式（１７）。
定理 ２２ 三个矩阵左半张量积 Ｔ＝Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ的加权ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆可表成

（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）＋ＭＫ＝（（ＢＩｐ）（ＣＩｔ））＋ＮＫ（ＢＩｐ）（Ａ⊙Ｂ）＋ＭＬ （１８）
的充要条件

ｒ
ＢＩｐ （ＢＩｐ）（Ａ⊙Ｂ）＃

（（ＢＩｐ）（ＣＩｔ））＃（ＢＩｐ）
[ ]０

＝ｒ（Ｔ）＋ｐｒ（Ｂ）。 （１９）

证明 把 Ｔ表示成
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Ｔ＝（Ａ⊙Ｂ）（Ｂ＋ＮＬＩｐ）（ＢＩｐ）（ＣＩｔ）。

令 Ｐ＝Ａ⊙Ｂ，Ｑ＝（ＢＩｐ）（ＣＩｔ），由定理１３得

Ｒ（Ｐ＃）Ｒ（Ｂ＃Ｉｐ）＝Ｒ（Ｂ＋ＮＬＩｐ），Ｒ（Ｑ）Ｒ（ＢＩｐ）＝Ｒ（（Ｂ＋ＮＬＩｐ）＃）。

因此 Ｔ＝Ｐ（Ｂ＋ＮＬＩｐ）Ｑ满足推论２１，由此可得 Ｔ＋ＭＫ＝Ｑ＋ＮＫ（ＢＩｐ）Ｐ＋ＭＮ成立等价于

ｒ
（Ｂ＋ＮＬ）＃Ｉｐ （ＢＩｐ）（ＣＩｔ）

Ａ⊙Ｂ
[ ]０

＝ｒ（Ｔ）＋ｒ（ＢＩｐ）。 （２０）

对上式左端分块矩阵取加权共轭转置，则式（２０）等价于

ｒ
Ｂ＋ＮＬＩｐ （Ａ⊙Ｂ）＃

（（ＢＩｐ）（ＣＩｔ））＃
[ ]０

＝ｒ（Ｔ）＋ｒ（ＢＩｐ）。 （２１）

对式（２１）左端分块矩阵作初等变换，第一行左乘 ＢＩｐ，第一列右乘 ＢＩｐ，即可得式（１９）。
推论 ２４ 若三矩阵左半张量积 Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ的秩满足

ｒ（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）＝ｒ（ＢＩｐ）， （２２）
则 Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ的加权ＭｏｏｒｅＰｅｎｒｏｓｅ逆可写为

（Ａ⊙Ｂ⊙Ｃ）＋ＭＫ＝（（ＢＩｐ）（ＣＩｔ））＋ＮＫ（ＢＩｐ）（Ａ⊙Ｂ）＋ＭＬ。 （２３）
证明 条件（２２）与

ｒ（Ａ⊙Ｂ）＝ｒ（ＢＩｐ）＝ｒ（（ＢＩｐ）（ＣＩｔ）） （２４）

等价。由式（２４），并利用定理１７可得 ｒ（ＢＩｐ）＝ｒ（Ａ⊙Ｂ）＝ｒ（（Ａ⊙Ｂ）（Ａ⊙Ｂ）＃）。由此可得

ｒ（ＢＩｐ）＝ｒ（（ＢＩｐ）（Ａ⊙Ｂ）＃）。 （２５）
同理可得

ｒ（ＢＩｐ）＝ｒ（（（ＢＩｐ）（ＣＩｔ））＃（ＢＩｐ））。 （２６）
由此可推出式（１９）左端分块矩阵秩为

ｒ
ＢＩｐ （ＢＩｐ）（Ａ⊙Ｂ）＃

（（ＢＩｐ）（ＣＩｔ））＃（ＢＩｐ）
[ ]０

＝

ｒ（（ＢＩｐ）（Ａ⊙Ｂ）＃）＋ｒ（（（ＢＩｐ）（ＣＩｔ））＃（ＢＩｐ））＝２ｒ（ＢＩｐ），

而右端秩显然也为２ｒ（ＢＩｐ），从而在条件（２２）下式（１９）成立，所以由定理２２可得式（２３）。
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