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一类距离图的分数色数
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摘要：主要讨论了距离图 Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２，ｋ＋３）（其中 Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２，ｋ＋３＝｛１，２，…，ｍ｝－｛ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２，ｋ＋３｝）的分

数色数，以及当２ｋ≤ｍ≤２ｋ＋５时 Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２，ｋ＋３）的色数。
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０ 引言

本文仅考虑有限、简单、无向图，本节首先介绍距离图、色数以及分数色数的有关定义，然后给出有关色

数和分数色数的已有结果。

用不同的颜色给欧式平面上的所有顶点着色，使得单位距离的点着以不同的颜色所需的最小颜色数是

多少？这就是著名的平面着色问题。受这个问题启发，Ｅｇｇｌｅｔｏｎ［１］引入了距离图的概念：
定义 １ 假设 Ｓ是度为δ的度量空间μ的子集，Ｄ是一个正实数集，则距离图 Ｇ（Ｓ，Ｄ）具有顶点集 Ｓ以

及距离集 Ｄ，且满足：对ｘ，ｙ∈Ｓ，ｘ，ｙ相邻当且仅当δ（ｘ，ｙ）∈Ｄ。
这样，平面着色问题就等价于求距离图 Ｇ（Ｒ２，｛１｝）的色数，这个图的色数介于４和７之间，然而，具体的

颜色数仍然是未知的。

要考虑的是定义在整数集上的距离图，即整数距离图。给定一个有限的正整数集合 Ｄ，整数距离图
Ｇ（Ｚ，Ｄ）是具有顶点集Ｚ＝｛０，±１，±２，…｝、距离集 Ｄ，且满足顶点 ｘ与ｙ相邻的充要条件是｜ｘ－ｙ｜∈Ｄ的
无限图，本文中所述距离图都是整数距离图。

顶点着色是图论的一个重要的研究方向，［２］中给出了有关顶点着色的一些概念：
定义 ２ 图 Ｇ的一个ｋ顶点着色是指ｋ种颜色对于图Ｇ的所有顶点的一个分配；如果任意两个相邻的

顶点都分配到不同的颜色，则称该着色是正常的。当图 Ｇ有一个正常ｋ顶点着色时，称图 Ｇ是ｋ顶点可着
色的。图 Ｇ的色数是使图Ｇ为ｋ可着色的ｋ的最小值，通常用χ（Ｇ）来表示。
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分数色数是色数的一种推广，也是图的一个重要参数，它的定义如下：

定义３ 给定一个图 Ｇ（Ｖ，Ｄ），用 Ｉ（Ｇ）表示图 Ｇ的所有独立集构成的集合，如果存在一个从 Ｉ（Ｇ）到区
间［０，１］的函数 ｃ，使得对ｘ∈Ｖ（Ｇ），都有 ∑

ｘ∈Ｉ∈Ｉ（Ｇ）
ｃ（Ｉ）≥１，就称函数 ｃ为图Ｇ的一个分数着色。该分数着

色的值为 ∑
ｘ∈Ｉ∈Ｉ（Ｇ）

ｃ（Ｉ），并称χｆ（Ｇ）＝ｉｎｆ ∑Ｉ∈Ｉ（Ｇ）ｃ
（Ｉ{ }）为图 Ｇ的分数色数。

分数色数的其他等价定义可参见［３］。
对任意的图 Ｇ，有以下的关系成立：

ｍａｘ｛ω（Ｇ），｜Ｇ｜?α（Ｇ）｝≤χｆ（Ｇ）≤χ（Ｇ）。 （）

其中ω（Ｇ）为图 Ｇ的团数，α（Ｇ）为独立数，｜Ｇ｜表示图 Ｇ的定点数。
有关距离图着色的研究已经取得很多成果：当｜Ｄ｜＝１时χｆ（Ｇ）＝χ（Ｇ）＝２；｜Ｄ｜＝｜｛ａ，ｂ｝｜＝２时

χｆ（Ｇ）＝（ａ＋ｂ）? （ａ＋ｂ）?２
［４］，但是如果 Ｄ包含两个奇数则χ（Ｇ）＝２，如果 Ｄ中含两个具有不同奇偶

性的数时χ（Ｇ）＝３
［５］；当｜Ｄ｜≥３时情况比较复杂，已经求出距离集为 Ｄ＝｛ａ，ｂ，ａ＋ｂ｝（其中 ０＜ａ＜ｂ，

ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝１，ｇｃｄ（ａ，ｂ）是整数 ａ，ｂ的最大公因数），Ｄ＝｛２，３，ｎ，ｎ＋２｝（ｎ为至少５的奇数），Ｄ＝｛１，２，ｎ｝
（ｎ≥３），Ｄ＝｛２，３，ｎ｝（ｎ≥６）等距离图的色数以及距离集为 Ｄ＝｛ａ，ｂ，ａ＋ｂ｝（其中０＜ａ＜ｂ，ｇｃｄ（ａ，ｂ）＝

１），ａ≡ｂ（ｍｏｄ３）），Ｄ＝｛１，２，…ｍ，ｎ｝（其中１≤ｍ＜ｎ），Ｄ＝｛ｑ，ｑ＋１，…，ｐ｝（ｑ≤ｐ），Ｄ＝｛１，２，３ｋ｝（ｋ≥１）等
距离图的分数色数。此外，文献［６，７］还分别给出了距离图 Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ），Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１）以及 Ｇ（Ｚ，

Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２）的色数和分数色数（其中 Ｄｍ，ｋ＝｛１，２，…，ｍ｝－｛ｋ｝，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１＝｛１，２，…，ｍ｝－｛ｋ，ｋ＋１｝，

Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２＝｛１，２，…，ｍ｝－｛ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２｝）。本文将会确定图 Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２，ｋ＋３）的分数色数，以及当

２ｋ≤ｍ≤２ｋ＋５时Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２，ｋ＋３）的色数。

为方便起见，用 Ｇ′来表示距离图Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２，ｋ＋３），它的色数和分数色数分别用χ（Ｇ′）和χｆ（Ｇ′）来

表示。并且把由 Ｇ′的顶点集Ｖ（Ｇ）＝｛０，１，…，ｉ｝导出的子图记为 Ｇ′ｉ。

１ 距离图 Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２，ｋ＋３）的分数色数

这一部分将通过以下几个定理来确定当 ｍ和ｋ取不同的值时距离图Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２，ｋ＋３）的分数色数。

定理 １ 当 ｍ＜２ｋ时，ω（Ｇ′）＝χｆ（Ｇ′）＝χ（Ｇ′）＝ｋ。
证明 因为顶点集｛１，２，…，ｋ｝构成了图 Ｇ′的一个团，所以有ω（Ｇ′）≥ｋ。

另一方面，定义图 Ｇ′的一个着色ｃ：Ｚ→｛０，１，…，ｋ－１｝，满足 ｃ（ｉ）≡ｉ（ｍｏｄｋ）。由于ｘ，ｙ∈Ｚ，当

｜ｘ－ｙ｜∈Ｄｍ，ｋ，ｋ＋１，ｋ＋２，ｋ＋３时，都有 ｃ（ｘ）－ｃ（ｙ）≡（ｘ－ｙ）（ｍｏｄｋ）≠０，所以 ｃ为 Ｇ′的一个正常着色。故有

ω（Ｇ′）≤ｋ。
由（）有

ω（Ｇ′）＝χｆ（Ｇ′）＝χ（Ｇ′）＝ｋ。

文献［７］中求出了 ｍ≥２ｋ时距离图Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ）的分数色数：

定理 ２ 当 ｍ≥２ｋ时，χｆ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ）＝（ｍ＋ｋ＋１）?２。

由于 Ｇ′是Ｇ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ）的子图，所以χｆ（Ｇ′）≤χｆ（Ｚ，Ｄｍ，ｋ）。因而当 ｍ≥２ｋ时，χｆ（Ｇ′）≤（ｍ＋ｋ＋１）?２。

定理 ３ 当 ｍ≥２ｋ＋６时，χｆ（Ｇ′）＝（ｍ＋ｋ＋１）?２。

证明 由上面可知，当 ｍ≥２ｋ＋６时，χｆ（Ｇ′）≤（ｍ＋ｋ＋１）?２。

下面来证当 ｍ≥２ｋ＋６时，χｆ（Ｇ′）≥（ｍ＋ｋ＋１）?２：

考虑 Ｇ′的由顶点集｛０，１，…，ｍ＋ｋ｝导出的子图 Ｇ′ｍ＋ｋ，当 ｍ≥２ｋ＋６时，有α（Ｇ′ｍ＋ｋ）＝２。由（）可

知，χｆ（Ｇ′ｍ＋ｋ）≥（ｍ＋ｋ＋１）?２。而 Ｇ′ｍ＋ｋ是Ｇ′的子图，因而有χｆ（Ｇ′）≥（ｍ＋ｋ＋１）?２。
故结论成立。

定理 ４
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χｆ（Ｇ）＝

（２ｋ＋１）?２， ｍ＝２ｋ；
ｋ＋１， ｍ＝２ｋ＋１；

（２ｋ＋３）?２， ｍ＝２ｋ＋２；
ｋ＋２， ｍ＝２ｋ＋３；

（２ｋ＋５）?２， ｍ＝２ｋ＋４；
ｋ＋３， ｍ＝２ｋ＋５















。

证明 （１）当 ｍ＝２ｋ时，取 Ｉｉ＝｛ｊ∈Ｚ｜ｊ－ｉ≡０或 ｋ（ｍｏｄ（２ｋ＋１））｝，其中０≤ｉ≤２ｋ。易知每个 Ｉｉ都是

Ｇ′的独立集。下面定义一个函数 ｃ：Ｉ（Ｇ′）→［０，１］，使得

ｃ（Ｉ）＝
１?２， Ｉ＝Ｉｉ，０≤ｉ≤２ｋ；

０{
， 其他。

易证 ｃ是Ｇ′的一个分数着色，故有χｆ（Ｇ′）≤（２ｋ＋１）?２。
另一方面，考虑 Ｇ′的子图Ｇ′２ｋ，α（Ｇ′２ｋ）＝２，所以χｆ（Ｇ′２ｋ）≥（２ｋ＋１）?２，因而χｆ（Ｇ′）≥（２ｋ＋１）?２。
故当 ｍ＝２ｋ时，χｆ（Ｇ′）＝（２ｋ＋１）?２。
（２）当 ｍ＝２ｋ＋１时，取 Ｉｉ＝｛ｊ∈Ｚ｜ｊ－ｉ≡０或 ｋ＋１（ｍｏｄ（２ｋ＋２））｝，其中０≤ｉ≤２ｋ＋１；
（３）当 ｍ＝２ｋ＋２时，取 Ｉｉ＝｛ｊ∈Ｚ｜ｊ－ｉ≡０或 ｋ＋１（ｍｏｄ（２ｋ＋３））｝，其中０≤ｉ≤２ｋ＋２；
（４）当 ｍ＝２ｋ＋３时，取 Ｉｉ＝｛ｊ∈Ｚ｜ｊ－ｉ≡０或 ｋ＋２（ｍｏｄ（２ｋ＋４））｝，其中０≤ｉ≤２ｋ＋３；
（５）当 ｍ＝２ｋ＋４时，取 Ｉｉ＝｛ｊ∈Ｚ｜ｊ－ｉ≡０或 ｋ＋２（ｍｏｄ（２ｋ＋５））｝，其中０≤ｉ≤２ｋ＋４；
（６）当 ｍ＝２ｋ＋５时，取 Ｉｉ＝｛ｊ∈Ｚ｜ｊ－ｉ≡０或 ｋ＋３（ｍｏｄ（２ｋ＋６））｝，其中０≤ｉ≤２ｋ＋５。
以上５种情况可以用与（１）相同的方法，分别证明相应的结论。
定理得证。

定理４给出了当２ｋ≤ｍ≤２ｋ＋５时 Ｇ′的分数色数，下面将给出当２ｋ≤ｍ≤２ｋ＋５时 Ｇ′的色数。
定理 ５

χ（Ｇ′）＝
ｋ＋１， ｍ＝２ｋ，２ｋ＋１；
ｋ＋２， ｍ＝２ｋ＋２，２ｋ＋３；
ｋ＋３， ｍ＝２ｋ＋４，２ｋ＋５

{
。

证明 由（）式有 χｆ（Ｇ′）≤χ（Ｇ′）。
再根据定理４，可得

χ（Ｇ′）≥
ｋ＋１， ｍ＝２ｋ，２ｋ＋１；
ｋ＋２， ｍ＝２ｋ＋２，２ｋ＋３；
ｋ＋３， ｍ＝２ｋ＋４，２ｋ＋５

{
。

当 ｍ＝２ｋ时，可以取 Ｉｉ＝｛ｊ∈Ｚ｜ｊ－ｉ≡０或 ｋ（ｍｏｄ（２ｋ＋１））｝，其中０≤ｉ≤ｋ－１，再取Ｉ＝｛２ｋ，４ｋ＋１，

６ｋ＋２，…｝。可以看出 Ｉ和每个Ｉｉ互不相交，都是 Ｇ′的独立集，并且满足（∪
ｋ－１

ｉ＝０
Ｉｉ）∪Ｉ＝Ｚ，所以 Ｇ′是（ｋ＋１）可

着色的，所以有χ（Ｇ′）＝ｋ＋１。
当 ｍ＝２ｋ＋１时，可以取 Ｉｉ＝｛ｊ∈Ｚ｜ｊ－ｉ≡０或 ｋ＋１（ｍｏｄ（２ｋ＋２））｝，其中０≤ｉ≤ｋ，每个 Ｉｉ互不相交，

都是 Ｇ′的独立集，且满足∪
ｋ

ｉ＝０
Ｉｉ＝Ｚ，所以 Ｇ′是（ｋ＋１）可着色的，故有χ（Ｇ′）＝ｋ＋１。

同理可以证明，当 ｍ＝２ｋ＋２，２ｋ＋３时，χ（Ｇ′）＝ｋ＋２；
当 ｍ＝２ｋ＋４，２ｋ＋５时，χ（Ｇ′）＝ｋ＋３。
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（编辑：李晓红）

４ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４３卷


