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一般 ｇ期望的收敛定理
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摘要：讨论定义在
１（Ω，ＦＴ，Ｐ）空间上一般 ｇ期望的一些性质，进而得到了一般 ｇ期望的单调收敛定理、Ｆａｔｏｕ

引理和控制收敛定理。
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Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｓｏｍｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｏｆｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｇｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎｓｄｅｆｉｎｅｄｉｎ１（Ω，ＦＴ，Ｐ）ｗｅｒｅｓｔｕｄｉｅｄ．Ａｌｓｏ，ｍｏｎｏｔｏｎｉｃｃｏｎｖｅｒ

ｇｅｎｌｅｔｈｅｏｒｅｍ，ＦａｔｏｕＬｅｍｍａ，ａｎｄｄｏｍｉｎａｔｅｄｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｔｈｅｏｒｅｍｆｏｒｔｈｅｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｇｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎｓｗｅｒｅｏｂｔａｉｎｅｄ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ＢＳＤＥ；ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｇｅｘｐｅｃｔａｔｉｏｎｓ；ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｔｈｅｏｒｅｍ；ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｔｈｅｏｒｅｍ

在倒向随机微分方程理论的基础上，受经济学中期望效应理论研究的启发，Ｐｅｎｇ［１］首先提出了 ｇ期望和
条件 ｇ期望的概念。这是一种性质优良的非线性数学期望，它保留了除线性之外数学期望的几乎所有的性
质，对解决经济学及金融学中的重要难题提供了强有力的工具。随后Ｐｅｎｇ［２］、Ｂｒｉｎｄ［３］、Ｃｏｑｕｅｔ［４］、Ｊｉａｎｇ［５，６］等人
研究了 ｇ期望和条件ｇ期望的一些性质，取得了令人瞩目的成果。陈［７］将 ｇ期望的定义空间由Ｌ２（Ω，ＦＴ，
Ｐ）推广到１（Ω，ＦＴ，Ｐ）。这些重要进展大大促进了以 ｇ期望为代表的非线性数学期望理论的发展。本文
将进一步讨论

１（Ω，ＦＴ，Ｐ）空间上的 ｇ期望的一些性质，得到一般 ｇ期望的收敛定理，即一般 ｇ期望的
单调收敛定理、Ｆａｔｏｕ引理和控制收敛定理等基本结果，补充完善 ｇ期望理论。

１ 基本假设、定义与结论

１１ 基本假设

设（Ω，ＦＴ，Ｐ）是一个概率空间，（Ｂｔ）ｔ≥０是 ｄ维标准Ｂｒｏｗｎ运动，设（Ｆｔ）ｔ≥０是由此 Ｂｒｏｗｎ运动生成的自
然σ代数流：Ｆｔ＝σ｛Ｂｓ，ｓ≤ｔ｝∨Ｎ，ｔ∈［０，Ｔ］，其中 Ｎ是由所有的Ｐ零测集所组成的子集类。设 Ｔ为有限
的固定正实数，本文限制在概率空间（Ω，ＦＴ，Ｐ）上讨论问题，仅考虑 ｔ∈［０，Ｔ］的过程。对任意正整数 ｎ
以及ｚ∈Ｒｎ，｜ｚ｜表示 ｚ的欧氏范数。

定义如下的过程空间：

Ｌｐ（Ω，ＦＴ，Ｐ）：＝｛φ：φ是一维ＦＴ可测的随机变量，使得 Ｅ｜φ｜
ｐ＜∞，ｐ＞１｝，
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
１（Ω，ＦＴ，Ｐ）：＝∪

ｐ＞１
Ｌｐ（Ω，ＦＴ，Ｐ），

Ｓ２Ｆ（０，Ｔ；Ｒ）：＝｛φ｜φ：［０，Ｔ］×Ω→Ｒ是（Ｆｔ）循序可测；‖φ‖
２＝Ｅ［ｓｕｐ０≤ｔ≤Ｔ｜φｔ｜

２］＜∞｝，

Ｈ２Ｆ（０，Ｔ；Ｒｎ）：＝｛φ ｜φ：［０，Ｔ］×Ω→Ｒ
ｎ是（Ｆｔ）循序可测；‖φ‖

２ ＝Ｅ［∫
Ｔ

０
｜φｔ｜

２ｄｔ］＜∞｝。

设ξ∈ Ｌ
２（Ω，ＦＴ，Ｐ），考虑如下的形式的ＢＳＤＥ：

ｙｔ＝ξ＋∫
Ｔ

ｔ
ｇ（ｓ，ｙｓ，ｚｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｚｓｄＢｓ，ｔ∈［０，Ｔ］。 （１）

设函数 ｇ＝ｇ（ω，ｔ，ｙ，ｚ）：Ω ×［０，Ｔ］×Ｒ×Ｒｎ→Ｒ满足如下的假设（Ｈ１）与（Ｈ２）或（Ｈ１）与（Ｈ３）：
（Ｈ１）存在非负常数 Ｋ，使得ｔ∈［０，Ｔ］，ｙ１，ｙ２∈Ｒ，ｚ１，ｚ２∈Ｒｎ，有

｜ｇ（ｔ，ｙ１，ｚ１）－ｇ（ｔ，ｙ２，ｚ２）｜≤ Ｋ（｜ｙ１－ｙ２｜＋｜ｚ１－ｚ２｜），ａ．ｓ．；
（Ｈ２）对（ｙ，ｚ）∈Ｒ×Ｒｎ，有（ｇ（ｔ，ｙ，ｚ））ｔ∈［０，Ｔ］∈ Ｈ

２
Ｆ（０，Ｔ；Ｒ）；

（Ｈ３）对（ｙ，ｚ）∈Ｒ×Ｒｎ，（ｇ（ｔ，ｙ，ｚ））ｔ∈［０，Ｔ］是（Ｆｔ）循序可测且（ｔ，ｙ）∈［０，Ｔ］×Ｒ，ｇ（ｔ，ｙ，０）＝
０，ａ．ｓ。
１２ 定义与结论

下面给出 ｇ期望的概念及倒向随机微分方程的一些基本性质：
定义 １［１］（ｇ期望） 设 ｇ满足（Ｈ１）与（Ｈ３），εｇ［·］：Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ）→Ｒ定义为εｇ［ξ］：＝ｙ０。
引理 １［１］ 设ξ∈ Ｌ

２（Ω，ＦＴ，Ｐ），ｇ满足（Ｈ１）与（Ｈ２），则ＢＳＤＥ（１）存在惟一的一对平方可积的适应解
（ｙｔ，ｚｔ）ｔ∈［０，Ｔ］，即：（ｙｔ，ｚｔ）ｔ∈［０，Ｔ］∈ Ｓ

２
Ｆ（０，Ｔ；Ｒ）×Ｈ２Ｆ（０，Ｔ；Ｒｎ）。

引理 ２［２］（比较定理） 设 Ｙ１，Ｙ２∈ Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ），ｇ１ｇ２满足（Ｈ１）与（Ｈ２），（ｙ１ｔ，ｚ１ｔ）ｔ∈［０，Ｔ］，（ｙ
２
ｔ，

ｚ２ｔ）ｔ∈［０，Ｔ］分别是下面两个ＢＳＤＥｓ的解：

ｙ１ｔ＝Ｙ１＋∫
Ｔ

ｔ
ｇ１（ｓ，ｙ１ｓ，ｚ１ｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｚ１ｓｄＢｓ， ｔ∈［０，Ｔ］，

ｙ２ｔ＝Ｙ２＋∫
Ｔ

ｔ
ｇ２（ｓ，ｙ２ｓ，ｚ２ｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｚ２ｓｄＢｓ， ｔ∈［０，Ｔ］。

（１）如果 Ｙ１≥ Ｙ２，ｇ１（ｔ，ｙ，ｚ）≥ ｇ２（ｔ，ｙ，ｚ）ａ．ｓ．，（ｙ，ｚ）∈Ｒ１＋ｎ，则对ｔ∈［０，Ｔ］，有 ｙｔ１≥ ｙｔ２，
ａ．ｓ．。

（２）若还有 Ｐ｛Ｙ１ ＞Ｙ２｝＞０，则有 Ｐ｛ｙ１ｔ－ｙ２ｔ＞０｝＞０，特别 ｙ０１ ＞ｙ０２。

２ 主要结果

２１ 一般 ｇ期望的定义及性质
定义 ２（一般 ｇ期望） 设 ｇ满足（Ｈ１）与（Ｈ３），对任意的 Ｘ∈１（Ω，ＦＴ，Ｐ），存在序列 Ｘｎ∈ Ｌ２（Ω，

ＦＴ，Ｐ）使得ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｘｎ ＝Ｘ，ａ．ｓ．，一般 ｇ期望定义为：εｇ［Ｘ］：＝ｌｉｍ

ｎ→∞
εｇ［Ｘｎ］。

注 １：陈［７］证明定义２中εｇ［Ｘ］不依赖于序列｛Ｘｎ｝的选择且εｇ［Ｘｎ］的极限关于 ｇ是惟一的。若对任意
非负（相应的，非正）的 Ｘ∈１（Ω，ＦＴ，Ｐ），存在非降（相应的，非升）序列 Ｘｎ∈ Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ）使得
ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｘｎ ＝Ｘ，ａ．ｓ．，一般 ｇ期望定义为：εｇ［Ｘ］：＝ｌｉｍ

ｎ→∞
εｇ［Ｘｎ］。

为了证明一般 ｇ期望的性质，需要下面的引理：
引理 ３ 设Ｙ１，Ｙ２∈Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ），ｇ满足（Ｈ１）与（Ｈ２），设（ｙ１ｔ，ｚｔ１）ｔ∈［０，Ｔ］，（ｙｔ

２，ｚｔ２）ｔ∈［０，Ｔ］分别是下面
两个ＢＳＤＥｓ解：

ｙ１ｔ＝Ｙ１＋∫
Ｔ

ｔ
ｇ（ｓ，ｙ１ｓ，ｚ１ｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｚ１ｓｄＢｓ， ｔ∈［０，Ｔ］。 （２）

ｙ２ｔ＝Ｙ２＋∫
Ｔ

ｔ
ｇ（ｓ，ｙ２ｓ，ｚ２ｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｚ２ｓｄＢｓ， ｔ∈［０，Ｔ］。 （３）

设（ｙｔ，ｚｔ）是下面倒向随机微分方程的解：ｙｔ＝Ｙ１－Ｙ２－Ｋ∫
Ｔ

ｔ
［｜ｙｓ｜＋｜ｚｓ｜］ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｚｓｄＢｓ，则有：ｙ１ｔ－ｙ２ｔ≥

ｙｔ，ａ．ｓ．。
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证明 由式（２）和（３）得：ｙ１ｔ－ｙｔ２＝Ｙ１－Ｙ２＋∫
Ｔ

ｔ
［ｇ（ｓ，ｙｓ１，ｚｓ１）－ｇ（ｓ，ｙｓ２，ｚｓ２）］ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
［ｚｓ１－ｚｓ２］ｄＢｓ，

令：ｇ１（ｓ，ｙ，ｚ）：＝ｇ（ｓ，ｙｓ１，ｚｓ１）－ｇ（ｓ，ｙｓ１－ｙ，ｚｓ１－ｚ），则 ｇ１满足（Ｈ１）与（Ｈ２），从而（ｙｔ１－ｙｔ２，ｚｔ１－ｚｔ２）是

下面ＢＳＤＥ的惟一解：ｙｔ＝Ｙ１－Ｙ２＋∫
Ｔ

ｔ
ｇ１（ｓ，ｙｓ，ｚｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｚｓｄＢｓ。由于 ｇ满足（Ｈ１）知：

｜ｇ１（ｓ，ｙ，ｚ）｜＝｜ｇ（ｓ，ｙ１ｓ，ｚ１ｓ）－ｇ（ｓ，ｙ１ｓ－ｙ，ｚ１ｓ－ｚ）｜≤ Ｋ（｜ｙ｜＋｜ｚ｜），
从而：ｇ１（ｔ，ｙ，ｚ）≥－Ｋ（｜ｙ｜＋｜ｚ｜），根据比较定理得：ｙ１ｔ－ｙ２ｔ≥ ｙｔ，ａ．ｓ．。证毕。

下面给出一般 ｇ期望的一些性质。
定理 １ （１）保常数性：εｇ［ｃ］＝ｃ，ｃ∈Ｒ；
（２）单调性：若 Ｘ１，Ｘ２∈１（Ω，ＦＴ，Ｐ）且 Ｘ１≥ Ｘ２ａ．ｓ．，则有εｇ［Ｘ１］≥εｇ［Ｘ２］；
严格单调性：若 Ｘ１，Ｘ２∈１（Ω，ＦＴ，Ｐ），Ｘ１≥ Ｘ２ａ．ｓ．，且 Ｐ｛Ｘ１ ＞Ｘ２｝＞０，则εｇ［Ｘ１］＞εｇ［Ｘ２］；
（３）对Ｘ１，Ｘ２∈１（Ω，ＦＴ，Ｐ），存在常数 Ｃ和ｐ＞１且 Ｃ，ｐ与Ｘ１，Ｘ２无关，满足：

｜εｇ［Ｘ１］－εｇ［Ｘ２］｜≤ Ｃ‖Ｘ１－Ｘ２‖Ｌｐ，其中：‖Ｘ‖Ｌｐ：＝（Ｅ｜Ｘ｜ｐ）１?ｐ。
证明 （１）和（２）的单调性显然成立，（３）由文献［７］容易得到。下证（２）的严格单调性：

取｛Ｘｎ｝，｛Ｙｎ｝∈ Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ），使得ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｘｎ＝Ｘ２，ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｙｎ↑ ＝Ｘ１－Ｘ２，从而ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｘｎ＋Ｙｎ＝Ｘ１。因为 Ｐ｛Ｘ１＞

Ｘ２｝＞０，所以存在充分大的正整数 Ｍ，使得当 ｎ＞Ｍ时，Ｐ｛Ｙｎ＞０｝＞０，设（ｙ
ｎ
ｔ，ｚｎｔ）是下面倒向随机微分方

程的解：ｙｎｔ＝Ｙｎ－Ｋ∫
Ｔ

ｔ
［｜ｙｎｓ｜＋｜ｚｎｓ｜］ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｚｎｓｄＢｓ。根据比较定理得：ｙｎ０单调递增且 ｙｎ０＞０。设（ｙ１ｔ，ｚ１ｔ），（ｙ２ｔ，

ｚ２ｔ）分别是下面两个ＢＳＤＥｓ解：

ｙ１ｔ＝Ｘｎ＋Ｙｎ＋∫
Ｔ

ｔ
ｇ（ｓ，ｙ１ｓ，ｚ１ｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｚ１ｓｄＢｓ，ｙ２ｔ＝Ｘｎ＋∫

Ｔ

ｔ
ｇ（ｓ，ｙ２ｓ，ｚｓ２）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｚｓ２ｄＢｓ。

根据引理３得：εｇ［Ｘｎ＋Ｙｎ］－εｇ［Ｘｎ］≥ ｙｎ０，两边取极限得：εｇ［Ｘ１］－εｇ［Ｘ２］≥ ｌｉｍ
ｎ→∞
ｙｎ０ ＞０，即：εｇ［Ｘ１］＞

εｇ［Ｘ２］。证毕。
２２ 一般 ｇ期望的收敛定理

定理 ２（单调收敛定理） 设 ｇ满足（Ｈ１）与（Ｈ３），Ｘ，Ｘｎ∈１（Ω，ＦＴ，Ｐ），
（１）若 Ｘｎ↑Ｘ，ａ．ｓ．，则有ｌｉｍ

ｎ→∞
↑εｇ［Ｘｎ］＝εｇ［Ｘ］；（２）若 Ｘｎ↓Ｘ，ａ．ｓ．，则ｌｉｍ

ｎ→∞
↓εｇ［Ｘｎ］＝εｇ［Ｘ］。

证明 仅证（１），（２）可以类似证明。根据 Ｘｎ↑Ｘａ．ｓ．得：｜Ｘｎ｜≤｜Ｘ１｜＋｜Ｘ｜，从而存在 ｐ＞１，使得
Ｘｎ∈Ｌｐ（Ω，ＦＴ，Ｐ）。根据 Ｘｎ↑Ｘａ．ｓ．得：ｌｉｍ

ｎ→∞
｜Ｘ－Ｘｎ｜ｐ ＝０ａ．ｓ．，序列｛εｇ［Ｘｎ］｝∞ｎ＝１单调递增，又 ０≤

｜Ｘ－Ｘｎ｜ｐ≤ ｜Ｘ－Ｘ１ ｜ｐ≤ ２ｐ－１（｜Ｘ｜ｐ ＋｜Ｘ１ ｜ｐ）∈ Ｌ１（Ω，ＦＴ，Ｐ），由经典的控制收敛定理得：
ｌｉｍＥ
ｎ→∞

｜Ｘ－Ｘｎ｜ｐ＝０，再根据定理１得：｜εｇ［Ｘ］－εｇ［Ｘｎ］｜≤ Ｃ‖Ｘ－Ｘｎ‖Ｌｐ。两边取极限得：ｌｉｍ
ｎ→∞
εｇ［Ｘｎ］＝

εｇ［Ｘ］，从而：ｌｉｍ
ｎ→∞
↑εｇ［Ｘｎ］＝εｇ［Ｘ］。证毕。

定理 ３（Ｆａｔｏｕ引理） 设 ｇ满足（Ｈ１）与（Ｈ３），Ｘｎ，Ｙ，Ｚ∈１（Ω，ＦＴ，Ｐ），
（１）若 Ｘｎ≥ Ｚａ．ｓ．，且ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｘｎ∈１（Ω，ＦＴ，Ｐ），则有εｇ［ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｘｎ］≤ ｌｉｍ

ｎ→∞
εｇ［Ｘｎ］；

（２）若 Ｘｎ≤ Ｙａ．ｓ．，且ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｘｎ∈１（Ω，ＦＴ，Ｐ），则有εｇ［ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｘｎ］≥ ｌｉｍ

ｎ→∞
εｇ［Ｘｎ］。

证明 仅证（１），（２）可以类似证明。令：Ｙｎ＝ｉｎｆ
ｋ≥ｎ
Ｘｋ，则Ｚ≤Ｙｎ↑ ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｘｎ，由于ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｘｎ，Ｚ∈１（Ω，ＦＴ，Ｐ）

得：Ｙｎ∈１（Ω，ＦＴ，Ｐ）。由定理 １的一般 ｇ期望的单调性得：εｇ［Ｘｎ］≥εｇ［Ｙｎ］。根据定理 ２得：

εｇ［ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｘｎ］＝εｇ［ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｙｎ］＝ｌｉｍ

ｎ→∞
εｇ［Ｙｎ］≤ ｌｉｍ

ｎ→∞
εｇ［Ｘｎ］，即：εｇ［ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｘｎ］≤ ｌｉｍ

ｎ→∞
εｇ［Ｘｎ］。证毕。

定理 ４（控制收敛定理） 设 ｇ满足（Ｈ１）与（Ｈ３），Ｙ∈１（Ω，ＦＴ，Ｐ），｜Ｘｎ｜≤ Ｙａ．ｓ．，若ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｘｎ＝Ｘ，

ａ．ｓ．，则有ｌｉｍ
ｎ→∞
εｇ［Ｘｎ］＝εｇ［Ｘ］。

证明 由 ｜Ｘｎ｜≤ Ｙａ．ｓ．和ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｘｎ＝Ｘａ．ｓ．得：｜Ｘ｜≤ Ｙ。根据 Ｙ∈１（Ω，ＦＴ，Ｐ）得：Ｘｎ，Ｘ∈１（Ω，

ＦＴ，Ρ）。由 ｜Ｘｎ｜≤Ｙ得：－Ｙ≤Ｘｎ≤Ｙ，再根据定理３得：εｇ［Ｘ］＝εｇ［ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｘｎ］＝εｇ［ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｘｎ］≤ ｌｉｍ

ｎ→∞
εｇ［Ｘｎ］≤

ｌｉｍ
ｎ→∞
εｇ［Ｘｎ］≤εｇ［ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｘｎ］＝εｇ［Ｘ］，即：ｌｉｍ

ｎ→∞
εｇ［Ｘｎ］＝εｇ［Ｘ］。证毕。 （下转第３３页）
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注 ２：可以证明当 Ｔ＝∞或停时时，也有类似的收敛定理。
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