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ｉ

·ｅ
θ
１２[ ]π ２

·ｉｄ１＋ｄ２＋２－２ｉ

（１６Δ）ｄ１＋ｄ２＋１
＜

４πｅｉ·（ｄ１＋１）ｉ·（ｄ２＋１）ｉ

ｉ２ｉ－２· １６Δ( )ｉ
ｄ１＋ｄ２＋１－ｉ

，Ｌｅｔｄ１≥ ｄ２ ＝ｄ，ａｎｄｓｉｎｃｅ
ｆ（ｋ）＝４πｅ

ｉ（ｋ＋１）ｉ（ｄ＋１）ｉ

ｉ２ｉ－２· １６Δ( )ｉ
ｋ＋ｄ＋１－{ }ｉ （ｄ≤ ｋ≤Δ）ａｎｄ

ｈ（ｋ）＝４πｅ
ｋ＋１（ｋ＋１）３

１６Δ
ｋ( )＋１

{ }ｋ （７≤δ≤ｋ≤Δ）ａｒｅｄｅｃｒｅａｓｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎ
ｇ（ｋ）＝ ４πｅｋ（ｄ＋１）２ｋ

ｋ２ｋ－２· １６Δ( )ｋ
２ｄ＋１－{ }ｋ （１≤ｋ≤ｄ＋１），

ｉｓｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｆｕｎｃｔｉｏｎ，ｔｈｅｎ

Ｐｒ（Ｂｕ，ｗ）＝∑
ｄ＋１

ｉ＝１
Ｐｒ（Ｂｉ）＜∑

ｄ＋１

ｉ＝１

４πｅｉ·（ｄ１＋１）ｉ·（ｄ２＋１）ｉ

ｉ２ｉ－２· １６Δ( )ｉ
ｄ１＋ｄ２＋１－ｉ

＜∑
ｄ＋１

ｉ＝１

４πｅｉ·（ｄ＋１）２ｉ

ｉ２ｉ－２· １６Δ( )ｉ
２ｄ＋１－ｉ＜

第１０期 ＬＩＵＸｉｎｓｈｅｎｇ，ｅｔａｌ：ＡｎｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｏｎｔｈｅｖｅｒｔｅｘｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇＩＥｔｏｔａｌｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｏｆｇｒａｐｈｓ １５



∑
ｄ＋１

ｉ＝１

４πｅｄ＋１·（ｄ＋１）２

１６Δ
ｄ( )＋１

ｄ ＝４πｅ
ｄ＋１·（ｄ＋１）３

１６Δ
ｄ( )＋１

ｄ ＜４πｅ
８·８３

１６Δ( )８
７＜
２×１０５

Δ
７ ．

ＴｈｅｒｅｆｏｒｅＰｒ（Ｂｕ，ｗ）＜
２×１０５

Δ
７ ．

Ｉｎｔｈｉｓｐａｐｅｒ，ｅｖｅｎｔＸｉｓｉｎｃｉｄｅｎｔｔｏｅｖｅｎｔＹ，ｉｆＸａｎｄＹｃｏｎｔａｉｎａｔｌｅａｓｔｏｎｅｃｏｍｍｏｎｅｄｇｅｏｒｖｅｒｔｅｘ．Ｎｏｔｅｔｈａｔｆｏｒ
ｌｅｍｍａ２，ｉｆｗｅｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｅｖｅｎｔｓｏｆｅａｃｈｔｙｐｅｗｈｉｃｈａｒｅｉｎｃｉｄｅｎｔｔｏｏｎｅｇｉｖｅｎｅｖｅｎｔＡｉ，ｔｈｅｎｗｅｅａｓｉｌｙｏｂ
ｔａｉｎｔｈｅｖａｌｕｅｏｆＤｉ．Ｓｏｗｅｎｅｅｄｔｏｅｓｔｉｍａｔｅｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｅｖｅｎｔｓｏｆｅａｃｈｔｙｐｅｗｈｉｃｈａｒｅｉｎｃｉｄｅｎｔｔｏａｎｙｇｉｖｅｎｅｖｅｎｔ．
Ｌｅｍｍａ４ Ｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｗｏｓｔａｔｅｍｅｎｔｓｈｏｌｄ：
（１）Ｅａｃｈｅｖｅｎｔｏｆｔｙｐｅ１ｉｓｉｎｃｉｄｅｎｔｔｏａｔｍｏｓｔ２Δ ｅｖｅｎｔｓｏｆｔｙｐｅ１ｗｈｉｃｈｃｏｎｓｉｓｔｏｎｅｓｅｔＤ１１，２ｎ－２ｅｖｅｎｔｓｏｆｔｙｐｅ

２ｗｈｉｃｈｃｏｎｓｉｓｔｏｎｅｓｅｔＤ１２；
（２）Ｅａｃｈｅｖｅｎｔｏｆｔｙｐｅ２ｉｓｉｎｃｉｄｅｎｔｔｏａｔｍｏｓｔ２Δｅｖｅｎｔｓｏｆｔｙｐｅ１ｗｈｉｃｈｃｏｎｓｉｓｔｏｎｅｓｅｔＤ２１，（２Δ＋２）ｎ－（Δ＋１）

（２Δ＋３）ｅｖｅｎｔｓｏｆｔｙｐｅ２ｗｈｉｃｈｃｏｎｓｉｓｔｏｎｅｓｅｔＤ２２．
Ｐｒｏｏｆ （１）ＦｏｒｅａｃｈｅｖｅｎｔＡｅｏｆｔｙｐｅ１，ｆｏｒａｎｙｇｉｖｅｎｅｄｇｅｅ＝ｕｖ，ａｔｍｏｓｔ２Δｖｅｒｔｉｃｅｓａｒｅｉｎｃｉｄｅｎｔｔｏｕｏｒｖ．Ｂｅ

ｃａｕｓｅｅｖｅｎｔｓｏｆｔｙｐｅ１ｗｈｉｃｈｃｏｎｔａｉｎｏｎｅｖｅｒｔｅｘｕｏｒｖａｒｅａｔｍｏｓｔｎ－１，ｓｏｅａｃｈｅｖｅｎｔｏｆｔｙｐｅ１ｉｓｉｎｃｉｄｅｎｔｔｏａｔｍｏｓｔ
２ｎ－２ｅｖｅｎｔｓｏｆｔｙｐｅ２．
Ｔｈｅｐｒｏｏｆｏｆ（２）ｉｓｓｉｍｉｌａｒｔｏ（１）．
Ｎｅｘｔｗｅｍｕｓｔｄｅｔｅｒｍｉｎｅｔｈｅｒｅａｌｃｏｎｓｔａｎｔｘｉ（０＜ｘｉ＜１）ｆｏｒａｐｐｌｙｉｎｇｌｅｍｍａ２．Ｌｅｔ｛Ａ１，Ａ２，…，Ａｍ１｝ｂｅｔｈｅｓｅｔｏｆ

ｅｖｅｎｔｓｏｆｔｙｐｅ１ａｎｄ｛Ａｍ１＋１，Ａｍ１＋２，…，Ａｍ２｝ｂｅｔｈｅｓｅｔｏｆｅｖｅｎｔｓｏｆｔｙｐｅ２．Ｎｏｔｅｔｈａｔｔｙｐｅ１ａｎｄｔｙｐｅ２ｈａｖｅｎｏｃｏｍ

ｍｏｎｅｖｅｎｔ．Ｎｏｔｅｔｈａｔｔｙｐｅ１ａｎｄｔｙｐｅ２ｈａｖｅｎｏｃｏｍｍｏｎｅｖｅｎｔ．Ｆｏｒｌｅｍｍａ２，ε＝｛Ａ１，Ａ２，…，Ａｍ１，Ａｍ１＋１，Ａｍ１＋２，…，

Ａｍ２｝，ｔｈｅｎｅａｃｈＡｉ（１≤ｉ≤ｍ１）ｉｓｍｕｔｕａｌｌｙｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆε－ Ｄ１１∪Ｄ( )１２ ∪Ａ[ ]ｉ ，ａｎｄＡｊ（ｍ１＋１≤ｊ≤ｍ２）ｉｓ

ｍｕｔｕａｌｌｙｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｏｆε－ Ｄ２１∪Ｄ( )２２ ∪Ａ[ ]ｊ，ｗｈｅｒｅＤｉｊｉｓｄｅｆｉｎｅｄｉｎｌｅｍｍａ４．Ｌｅｔｘｉ＝
１
８Δ
（１≤ｉ≤ｍ１）ａｎｄ

ｘｊ＝
４×１０５

Δ
７ （ｍ１＋１≤ｊ≤ｍ２）．Ｕｓｉｎｇｌｅｍｍａ２，ｗｅｃｏｎｃｌｕｄｅｔｈａｔｗｉｔｈｐｏｓｉｔｉｖｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙｎｏｅｖｅｎｔｓｏｆｔｙｐｅ１ａｎｄｔｙｐｅ

２ｏｃｃｕｒ，ｐｒｏｖｉｄｅｄｔｈａｔ：
１
１６Δ≤

１
８Δ
１－１８( )
Δ

２Δ
· １－４×１０

５

Δ
( )７

２ｎ－２

≤
１
８Δ (· ∏

Ａｉ∈Ｄ１１
１－１８( ) )
Δ

(· ∏
Ａｊ∈Ｄ１２

１－４×１０
５

Δ
( ) )７ ； （１）

２×１０５

Δ
７ ≤

４×１０５

Δ
７ １－１８( )

Δ

２Δ
· １－４×１０

５

Δ
( )７

（２Δ＋２）ｎ－（Δ＋１）（２Δ＋３）

≤
４×１０５

Δ
７ (· ∏

Ａｉ∈Ｄ２１
１－１８( ) )
Δ

(· ∏
Ａｊ∈Ｄ２２

１－４×１０
５

Δ
( ) )７ ．

（２）

Ｓｉｎｃｅ １－１( )ｚ
ｚ

≥
１
４ｆｏｒａｌｌｒｅａｌｚ≥２，ａｎｄｎ≤

Δ
７

３２×１０５（Δ＋１）
＋１，ｗｅｃａｎｐｒｏｖｅｔｈａｔｔｈｅｉｎｅｑｕａｌｉｔｉｅｓ（１）ａｎｄ

（２）ａｒｅｔｒｕｅ．ＳｏＧｈａｓ（１６Δ）ＶＤＩＥＴｃｏｌｏｒｉｎｇ，ｗｈｅｎδ≥７ａｎｄ１６Δ≤ｎ≤ Δ
７

３２×１０５（Δ＋１）
＋１．Ｔｈｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｓｔｈｅ

ｐｒｏｏｆ．

Ｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ：

［１］ＺＨＡＮＧｇＺＦ，ＱＩＵＰＸ，ＸＵＢＧ，ｅｔａｌ．Ｖｅｒｔｅｘｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．ＡｒｓＣｏｍｂｉｎａｙｏｒｉａ，２００８，８７：３３４５．
［２］ＬＩＵＸＳ，ＤＥＮＧＫ，ＡｎｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｏｎｔｈｅｓｔａｒｃｈｒｏｍａｔｉｃｉｎｄｅｘｏｆｇｒａｐｈｓｗｉｔｈΔ≥７［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＬａｎｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉ
ｅｎｃｅ，２００８，４４（２）：８８８９．

［３］ＬＩＵＸＳ，ＡＮＭＱ，ＧＡＯＹ，Ａｎｕｐｐｅｒｂｏｕｎｄｏｆｔｈｅａｄｊａｃｅｎｔｖｅｒｔｅｘｄｉｓｔｉｎｇｕｉｓｈｉｎｇａｃｙｃｌｉｃｅｄｇｅｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｏｆａｇｒａｐｈ［Ｊ］．Ａｃｔａ
ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｅＳｉｎｉｃａ，２００９，２５（１）：１３７１４０．

［４］ＢＯＮＤＹＪＡ，ＭＡＲＴＹＵＳＲ．Ｇｒａｐｈｔｈｅｏｒｙｗｉｔｈａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＴｈｅＭａｃｍｉｌｌａｎＰｒｅｓｓＬｔｄ，１９７６．
［５］ＭＩＣＨＡＥＬＭ，ＢＲＵＣＥＲ．Ｇｒａｐｈｃｏｌｏｒｉｎｇａｎｄｔｈｅｐｒｏｂａｂｉｌｉｓｔｉｃｍｅｔｈｏｄ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＶｅｒｌａｇ，２００２．
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