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内生土地效用指数的城市经济增长优化配置模型
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摘要：通过将含环境因子的人口增长、土地效用指数与社会生产总量联系起来，引入含消费与土地效用指数的双

变量效用函数，提出社会效用最大化问题。求解优化问题得到描述模型的三维动力系统并证明了系统存在惟一

的双曲型平衡点。
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０ 引言

随着城市人口的增加和经济的发展，城市的建设用地需求量大幅度增加，同时城市化带动了城市居民

的住房和政府配套的基础设施的投入。土地稀缺性日益加剧，合理、高效地利用土地资源显得尤为重要［１５］。

本文运用许德林［６］的思想构造了包括资本，劳动力与土地资源的Ｃｏｂｂｄｏｕｇｌａｓ生产函数并与包含消费与
土地效用指数的效用函数联系起来提出了效用最大化问题。解优化问题得到描述模型的三维动力系统，证

明了系统存在惟一的双曲型平衡点且在平衡点附近存在二维稳定流形与一维不稳定流形。然后由在平衡

点附近的几何分析知优化问题存在惟一的最优增长路径，土地效用指数存在最优决策值。

１ 模型

１１ 生产函数

假定 ｔ时刻的资本，劳动力及用于生产过程的土地的份额分别为 Ｋ（ｔ），Ｌ（ｔ），１－Ｒ（ｔ），其中 Ｒ（ｔ）为土
地效用指数，且０≤Ｒ（ｔ）≤１生产函数为：
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Ｙ（ｔ）＝Ｆ（Ｋ（ｔ），Ｌ（ｔ），１－Ｒ（ｔ））＝ＡＫα（ｔ）Ｌβ（ｔ）［１－Ｒ（ｔ）］γ。
其中 Ａ为技术水平，０＜α，β，γ＜１，α＋β＋γ＝１。

设 ｔ时刻社会的总消费为Ｃ（ｔ），则 ｔ时刻社会的净资本积累为：
Ｋ′（ｔ）＝Ｙ（ｔ）－Ｃ（ｔ）－δＫ（ｔ）＝ＡＫα（ｔ）Ｌβ（ｔ）［１－Ｒ（ｔ）］γ－Ｃ（ｔ）－δＫ（ｔ），

其中δ为折旧率。

因受环境因素影响，假设劳动力满足Ｌｏｇｉｓｔｉｃ分配，即：
Ｌ′＝ａＬ－ｂＬ２，Ｌ（０）＝Ｌ０， （１）

其中 ａ＞０为增长率，ｂ＞０为拥挤系数。
由式（１），ｔ时刻劳动力为：

Ｌ（ｔ）＝ １
Ｌ ＋

１
Ｌ０
－１Ｌ( ) ｅ

－[ ]ａｔ －１

， （２）

其中，Ｌ ＝ａｂ。

１２ 效用函数

假定社会的总效用由消费与土地效用指数得到，其效用函数为强可加的对数函数形式，即：

Ｕ（Ｃ，Ｒ）＝θ１ｌｎＣ＋θ２ｌｎＲ，
其中，θｉ，ｉ＝１，２为正常数。

１３ 优化问题

假定居民生命是无限的，则无限水平下的效用最大化问题为：

ｍａｘ∫
∞

０
ｅ－ρｔ［θ１ｌｎＣ（ｔ）＋θ２ｌｎＲ（ｔ）］ｄｔ

ｓ．ｔ．Ｋ′（ｔ）＝ＡＫα（ｔ）Ｌβ（ｔ）［１－Ｒ（ｔ）］γ －Ｃ（ｔ）－δＫ（ｔ），
（３）

其中，０＜ρ ＜１为贴现率。
解优化问题（３）的现值Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数为：

Ｈ＝θ１ｌｎＣ＋θ２ｌｎＲ＋λ［ＡＫαＬβ（１－Ｒ）γ －Ｃ－δＫ］，
其一阶条件及横截性条件为：

Ｋ′＝Ｈλ ＝ＡＫαＬβ －Ｃ－δＫ， （４）

λ′＝ρλ－
Ｈ
Ｋ＝ρλ－λ

［αＡＫα－１Ｌβ（１－Ｒ）γ －δ］， （５）

０＝ＨＣ＝
θ１
Ｃ－λ， （６）

０＝ＨＲ＝
θ２
Ｒ－γλＡＫ

αＬβ（１－Ｒ）γ－１， （７）

ｌｉｍ
ｔ→∞
ｅ－ρｔλ（ｔ）Ｋ（ｔ）＝０。 （８）

引理 １ 一阶条件中（６），（７）两式确定土地效用指数 Ｒ为资本Ｋ，消费 Ｃ，人口 Ｌ的函数，即 Ｒ＝Ｒ（Ｋ，

Ｃ，Ｌ），且Ｒ
Ｋ＜

０，Ｒ
Ｃ＞

０，Ｒ
Ｌ＜

０。

证明 由（６），（７）消去λ得
（１－Ｒ）γ
Ｒ ＝γθ１

ＡＫαＬβ
θ２Ｃ

， （９）

令 Ｇ（Ｒ）＝（１－Ｒ）
１－γ

Ｒ ，由 Ｇ′（Ｒ）＝（１－Ｒ）
－γ（γＲ－１）
Ｒ２ ＜０，知 Ｇ（Ｒ）为严格单调减函数。又由（９）得

Ｒ＝Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ）＝Ｇ－１γθ１
ＡＫαＬβ
θ２

( )Ｃ ， （１０）

且 Ｒ
Ｋ＝

１
Ｇ′（Ｒ）

γθ１αＡＫα－１Ｌβ
θ２Ｃ

＜０，
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Ｒ
Ｃ＝－

１
Ｇ′（Ｒ）

γθ１ＡＫαＬβ

θ２Ｃ２
＞０，

Ｒ
Ｌ＝

１
Ｇ′（Ｒ）

γθ１βＡＫ
αＬβ－１

θ２Ｃ
＜０。

１４ 模型

由式（６），λ ＝
θ１
Ｃ，对 ｔ求导得λ′＝－

θ１Ｃ′
Ｃ２
，代入（４），（５）与（１），构成描述模型的三维动力系统：

Ｋ′＝ＡＫαＬβ［１－Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ）］γ －Ｃ－δＫ， （１１）
Ｃ′＝Ｃ｛αＡＫα－１Ｌβ［１－Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ）］γ －ρ－δ｝， （１２）

Ｌ′＝ａＬ－ｂＬ２， （１３）
其中，（Ｋ，Ｌ，Ｃ）∈Ｒ３＋。

２ 主要结果

引理 ２ 令ｆ１（Ｋ，Ｃ）＝ＡＫαＬβ［１－Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ）］γ －Ｃ－δＫ，

ｆ２（Ｋ，Ｃ）＝αＡＫα－１Ｌβ［１－Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ）］γ －ρ－δ，

其中 Ｌ ＝ ａｂ，则在 Ｋ，Ｃ平面的正象限上，ｆ１（Ｋ，Ｃ）＝０与 ｆ２（Ｋ，Ｃ）＝０有惟一的非零交点。

证明 由 ｆ１（Ｋ，Ｃ）＝０，ｆ２（Ｋ，Ｃ）＝０联立可得：Ｃ＝ ρ
＋δ
α

－( )δ Ｋ将其代入ｆ２（Ｋ，Ｃ）＝０得
αＡＫα－１Ｌβ １－Ｒ Ｋ，ρ＋δ

α
－( )δ Ｋ，Ｌ[ ]{ }

γ

＝ρ＋δ。 （１４）

下证存在惟一的 Ｋ 使（１４）成立。

令ｈ（Ｋ）＝αＡＫα－１Ｌβ １－Ｒ Ｋ，ρ＋δ
α

－( )δ Ｋ，Ｌ[ ]{ }
γ

－ρ－δ，则

ｈ′（Ｋ）＝α（α－１）ＡＫα－２Ｌβ １－Ｒ Ｋ，ρ＋δ
α

－( )δ Ｋ，Ｌ[ ]{ }
γ

－

αγＡＫα－１Ｌβ １－Ｒ Ｋ，ρ＋δ
α

－( )δ Ｋ，Ｌ[ ]{ }
γ－１Ｒ
Ｋ＋

Ｒ
Ｃ
ρ＋δ
α

－( )[ ]δ 。

由引理１知Ｒ
Ｋ＋α

Ｒ
Ｃ

Ｃ
Ｋ＝０，即

Ｒ
Ｋ＋

Ｒ
Ｃ
ρ＋δ
α

－( )δ ＞０，故 ｈ′（Ｋ）＜０。

再由（１０）知
１－Ｒ Ｋ，ρ＋δ

α
－( )δ Ｋ，Ｌ[ ]{ }

１－γ

Ｒ Ｋ，ρ＋δ
α

－( )δ Ｋ，Ｌ[ ] ＝ γθ１
ＡＫα－１Ｌβ

ρ＋δ
α

－( )δθ２
，

则ｌｉｍ
Ｋ→０

＋
Ｒ Ｋ，ρ＋δ

α
－( )δ Ｋ，Ｌ[ ] ＝０，ｌｉｍ

Ｋ→∞
Ｒ Ｋ，ρ＋δ

α
－( )δ Ｋ，Ｌ[ ] ＝１，

从而ｌｉｍ
Ｋ→０

＋
ｈ（Ｋ）＝＋∞，ｌｉｍ

Ｋ→∞
ｈ（Ｋ）＝－ρ－δ ＜０。

综上，存在惟一的 Ｋ 使（１４）成立，从而 ｆ１（Ｋ，Ｃ）＝０与 ｆ２（Ｋ，Ｃ）＝０有惟一的非零交点（Ｋ，Ｃ）其

中 Ｃ ＝ ρ＋δ
α

－( )δ Ｋ 且 Ｋ ＞０。
定理 １ 三维动力系统（１１），（１２），（１３）存在惟一的非零平衡点。

证明 由（１）Ｌ′＝０，可得 Ｌ ＝０或 Ｌ ＝ ａｂ。

若 Ｌ ＝０则代入 Ｋ′＝０，Ｃ′＝０知 Ｋ ＝０，Ｃ ＝０。

若 Ｌ ＝ ａｂ，则由引理２知存在惟一的非零点 Ｐ
 ＝（Ｋ，Ｃ，Ｌ）为模型的平衡点。

引理 ３ 由模型动力系统与引理１可知在平衡点 Ｐ 处有
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Ｋ′
Ｋ＋

Ｃ′
( )Ｃ Ｐ

＝ρ，
Ｋ′
Ｋ
Ｃ′
Ｃ－

Ｋ′
Ｃ
Ｃ′
( )Ｋ Ｐ

＜０。

证明 Ｋ′
Ｋ ＝α

Ａｋα－１Ｌβ［１－Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ）］γ －δ－γＡＫαＬβ［１－Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ）］γ－１
Ｒ
Ｋ
，

Ｃ′
Ｃ ＝－αγ

Ａｋα－１Ｌβ［１－Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ）］γ－１ＲＣ
Ｃ，

Ｋ′
Ｃ ＝－γ

ＡｋαＬβ［１－Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ）］γ－１ＲＣ－
１，

Ｃ′
Ｋ ＝

Ｃα（α－１）Ａｋα－２Ｌβ［１－Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ）］γ －αγＡＫα－１Ｌβ［１－Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ）］γ
Ｒ
{ }Ｋ 。

由引理１知Ｒ
Ｋ＋α

Ｒ
Ｃ

Ｃ
Ｋ＝０，从而

Ｋ′
Ｋ＋

Ｃ′
( )Ｃ Ｐ

＝ρ，

Ｋ′
Ｋ
Ｃ′
Ｃ－

Ｋ′
Ｃ
Ｃ′
( )Ｋ Ｐ

＝－（１－α）（ρ＋δ）ρ
＋δ
α

－( )δ －

α－１
α
（ρ＋δ）＋δ－[ ]αδ

γＡＫαＬβ
（１－Ｒ）１－γ

Ｒ
Ｋ Ｐ

＜０。

由ＨａｒｔｍａｎＧｒｏｂｍａｎ定理和稳定流形定理，可得：
引理４ 动力系统（１１）～（１３）的惟一非零平衡点Ｐ ＝（Ｋ，Ｃ，Ｌ）为鞍点，且平衡点的稳定流形与

不稳定流形分别为二维与一维。

证明 令

ａ１１ ＝
Ｋ′
Ｋ Ｐ

，ａ１２ ＝
Ｋ′
Ｃ Ｐ

，ａ１３ ＝
Ｋ′
Ｌ Ｐ

，

ａ２１ ＝
Ｃ′
Ｋ Ｐ

，ａ２２ ＝
Ｃ′
Ｃ Ｐ

，ａ２３ ＝
Ｃ′
Ｌ Ｐ

，

则三维动力系统（１１）～（１３）在平衡点 Ｐ 处的线性化方程的矩阵为

Ａ＝

ａ１１ ａ１２ ａ１３
ａ２１ ａ２２ ａ２３
０ ０ －









ａ

。

特征多项式为 ｜λＩ－Ａ｜＝０。特征根为：

λ１ ＝
－ｔｒＡ１＋ ｔｒ２Ａ１－４｜Ａ１槡 ｜

２ ，

λ２ ＝
－ｔｒＡ１－ ｔｒ２Ａ１－４｜Ａ１槡 ｜

２ ，

λ３ ＝－ａ，

其中，Ａ１ ＝
ａ１１ ａ１２
ａ２１ ａ( )

２２

，ｔｒＡ１与 ｜Ａ１｜分别为矩阵 Ａ１的迹与行列式。

由引理２知，ｔｒＡ１ ＝ａ１１＋ａ２２ ＞０，｜Ａ１｜＝ａ１１ａ２２－ａ２１ａ１２ ＜０。故λ１为正实根，λ２为负实根，λ３为负
实根，由此得结论成立。

由此，得到下面的结论：

定理 ２ 当 ａ≠λ１时，优化问题（３）在局部存在惟一解。

证明 设对应于特征值λ３的特征向量为 ｖ３ ＝（ｖ３１，ｖ３２，ｖ３３）Ｔ，则ｖ３３≠０。否则，λ３为矩阵 Ａ的二重根，
矛盾。

对应于特征值λ２的特征向量 ｖ２ ＝（ｖ２１，ｖ２２，ｖ２３）Ｔ，满足（λ２－ａ１１）ｖ２１－ａ１２ｖ２２ ＝０，ｖ２３ ＝０。因而，ｕ２ ＝

１，λ２－
ａ１１

ａ１２
，( )０Ｔ

为对应于特征值λ２的一个特征向量。动力系统（１１）～（１３）在平衡点处的线性化系统的稳
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定子空间为 ＥＳ ＝ ｓｐａｎ｛ｖ３，ｕ２｝，它为三维空间的一个平面，该平面的一个法向量为 ｎ ＝

λ２－ａ１１
ａ１２

ｖ３３，－ｖ３３，－
λ２－ａ１１
ａ１２

ｖ３１＋ｖ( )３２ Ｔ

。空间直线 Ｋ＝Ｋ０，Ｌ＝Ｌ０与平面存在惟一的交点。

由稳定流形定理，动力系统（１１）～（１３）的稳定流形ＷＳ与ＥＳ在平衡点处相切。对于充分接近 Ｋ，Ｌ 的
初值 Ｋ０，Ｌ０，直线 Ｋ＝Ｋ０，Ｌ＝Ｌ０与稳定流形 ＷＳ存在惟一的交点，即存在惟一的 Ｃ０使（Ｋ０，Ｃ０，Ｌ０）∈ ＷＳ。
因此，优化问题（３）局部地存在最优解。

定理 ３ 土地效用指数存在惟一最优决策值

Ｒ ＝Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ）＝ θ２（ρ＋δ－αδ）
θ２（ρ＋δ－αδ）＋（ρ＋δ）γθ１

。

证明 由式（１２）知：［１－Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ）］γ ＝ ρ＋δ
αＡＫα－１Ｌβ

，

代入式（９），有［１－Ｒ（Ｋ
，Ｃ，Ｌ）］１－γ

Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ） ＝γθ１
ＡＫαＬβ
Ｃθ２

，

由此得 Ｒ ＝Ｒ（Ｋ，Ｃ，Ｌ）＝ θ２（ρ＋δ－αδ）
θ２（ρ＋δ－αδ）＋（ρ＋δ）γθ１

。

３ 讨论与分析

由定理３知模型存在最优的经济增长路径。随着经济增长，城市的土地效用指数最终达到一个稳定水
平：

Ｒ ＝ θ２（ρ＋δ－αδ）
θ２（ρ＋δ－αδ）＋（ρ＋δ）γθ１

＝１－
（ρ＋δ）γθ１

θ２（ρ＋δ－αδ）＋（ρ＋δ）γθ１
。

且由社会居民对消费和土地效用指数的偏好系数（θ１与θ２）资本折旧率（δ），贴现率（ρ）以及生产过程

中，资本与土地所占份额（α与γ）这六个参数确定且 Ｒ 与ρ，θ２正相关与γ，θ１，α，δ负相关。在假定其他参
数不变前提下，若社会居民对土地效用指数更加偏好（即有相对较大的θ２）或贴现率ρ较大时，则社会的土

地效用指数将达到一个较高的稳定水平。

反之，在假定其他参数不变的前提下，若社会居民更加偏好于消费（即有相对较大的θ１）或生产过程中

资本与土地所占份额比较大（即有相对较大的α与γ）或资本的折旧率比较大（即有相对较大的δ）时，社会

的土地效用指数将为一个比较低的水平，大量的土地资源将被投入到了生产中。这些结果与现实世界的发

展是非常一致的。对于发展中国家，居民追求更高的消费水平，并且大量的资本与土地资源被投入到了经济

的发展中，从而，稳定状态下的土地效用指数是比较低的。而对于发达国家，居民更倾向于追求舒适的生活

环境，从而稳定状态下的土地效用指数比较高。
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