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某些 ５连通图中最长圈上的可收缩边
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（山东大学数学学院，山东 济南 ２５０１００）

摘要：给出某些５连通图中某些最长圈上的可收缩边的分布情况，得到如下结果：某些５连通图的某些最长圈上
至少有两条可收缩边。
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０ 引言

本文考虑的都是有限简单图，所采用的符号和术语均与文献［１］一致。
Ｇ是５连通图，Ｖ（Ｇ）和 Ｅ（Ｇ）分别表示 Ｇ的顶点集和边集，若 ｘ∈Ｖ（Ｇ），ｄ（ｘ；Ｇ）表示 ｘ在Ｇ中的度，

一般在不引起歧义的情况下，用 ｄ（ｘ）代替 ｄ（ｘ；Ｇ）。ｅ∈Ｅ（Ｇ），如果收缩 ｅ后，Ｇ仍是５连通的，则 ｅ是Ｇ
的可收缩边，显然，若 ｅ是Ｇ的不可收缩边，则 Ｇ中存在一个包含ｅ的两个端点的５点割。Ｇ的所有可收缩
边记为 ＥＣ（Ｇ）。

设 Ａ，ＢＶ（Ｇ），Ａ∩Ｂ＝，Ａ≠≠Ｂ，定义〈Ａ，Ｂ〉＝｛ｘｙ∈Ｅ（Ｇ）：ｘ∈Ａ，ｙ∈Ｂ｝。用 Ｎ表示 Ｖ（Ｇ）的非
空子集，则 Ｎ在 Ｇ中的导出子图用［Ｎ］表示。Ｇ中两点 ｘ与 ｙ之间的路记为（ｘ，ｙ）路。

若 ｅ＝ｘｙ∈Ｅ（Ｇ），且 ｘｙＥＣ（Ｇ）。则易知 Ｇ中存在包含 ｘ和 ｙ的５点割 Ｔ，称 Ｇ－Ｔ的各个连通分支

为断片。设Ｅ０Ｅ（Ｇ）－ＥＣ（Ｇ），ｘｙ∈Ｅ０，Ｔ是包含 ｘ，ｙ的５点割，则 Ｔ称为 Ｅ０点割，称 Ｇ－Ｔ的各个连
通分支为 Ｅ０断片。如果 Ｅ０断片不包含其他 Ｅ０断片作为它的真子集，则称它为 Ｅ０端片。特别地，若 Ａ
是一个断片，且｜Ａ｜＝２，则称 Ａ为２断片。

１９９９年尹建华［２］给出了４连通图的可去边的定义，同时证明了４连通图不存在可去边的充要条件。收
缩边运算和可去边运算不仅是连通图构造的有力工具，在使用归纳法证明连通图的一些性质中也起到重要

作用。近年来，连通图中可去边与可收缩边的存在性及其分布的情况成为人们十分关注的课题。２００３年吴
吉昌等给出某些４连通图中圈上的可收缩边和可去边的分布情况［３］。２００４年徐丽琼给出４连通图上存在
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至少两条可去边的充分条件［４］。而对于５连通图中可去边与可收缩边的分布情况的研究，几乎还是空白。
本文考虑５连通图中某些最长圈上的可收缩边的分布情况。

１ 主要结果

本文的主要结果以及其证明。

引理 １ 设 Ｐ：ｘ＝ｘ１ｘ２…ｘｎ＝ｙ是５连通图Ｇ的一条最长（ｘ，ｙ）路。若 ｘｉｘｉ＋１是一条不可收缩边，且
Ｓ＝｛ｘｉ，ｘｉ＋１，ｕ１，ｕ２，ｕ３｝是其相应的５点割，则 Ｇ－Ｓ的每一个断片至少包含Ｐ上的一个点。

证明 反证法。设 Ａ是Ｇ－Ｓ的一个断片，且 Ａ∩Ｖ（Ｐ）＝。既然〈｛ｘｉ｝，Ａ〉≠，〈｛ｘｉ＋１｝，Ａ〉≠，从而
存在 ｘｉｖ１∈〈｛ｘｉ｝，Ａ〉，ｘｉ＋１ｖ２∈〈｛ｘｉ＋１｝，Ａ〉。既然 Ａ是Ｇ－Ｓ的断片，则有 Ｐ１：ｖ１＝ｙ１ｙ２…ｙｔ＝ｖ２是 Ａ中的
一条（ｖ１，ｖ２）路，（包含 ｖ１＝ｖ２的情形），则 Ｐ′＝Ｐ－ｘｉｘｉ＋１∪ｘｉｖ１∪Ｐ１∪ｘｉ＋１ｖ２是 Ｇ中比Ｐ更长的（ｘ，ｙ）
路，矛盾。故 Ｇ－Ｓ的各个片断至少包含Ｐ上的一个顶点。

引理 ２ 设 Ｇ是５连通图且Ｇ不包含２断片。Ｐ：ｘ＝ｘ１ｘ２…ｘｎ＝ｙ是Ｇ的一条最长（ｘ，ｙ）路。若路
Ｐ上任一顶点ｘｉ都满足以下条件之一，则 Ｐ至少包含一条可收缩边。
（１）ｄ（ｘｉ）≥６；
（２）ｄ（ｘｉ）＝５，则［Ｖ（Ｐ）］中无３圈包含它。
证明 反证法。假设 Ｐ上的边都是不可收缩边。设 Ｅ０＝Ｅ（Ｐ），则对于每一条边 ｘｉｘｉ＋１，都有相应的

Ｅ０点割Ｓ＝｛ｘｉ，ｘｉ＋１，ｕ１，ｕ２，ｕ３｝包含它，且对于 Ｇ－Ｓ的每一个连通分支都是Ｅ０断片。设 Ａ是Ｇ－Ｓ的一
个 Ｅ０断片，易知每一个 Ｅ０断片都包含一个Ｅ０端片作为它的子集，不失一般性，可设 Ａ是一个Ｅ０端片，

而 Ｂ＝Ｇ－Ａ－Ｓ是其他Ｅ０断片之和。由引理１可知 Ｅ（Ｐ）∩〈Ａ，Ｓ〉≠，设 ｕｖ１∈Ｅ（Ｐ）∩〈Ａ，Ｓ〉，其中ｕ∈
｛ｘｉ，ｘｉ＋１，ｕ１，ｕ２，ｕ３｝，ｖ１∈Ａ。既然 ｕｖ１∈Ｅ０是不可收缩边，设其对应的 Ｅ０点割为Ｔ＝｛ｕ，ｖ１，ｗ，ｓ，ｔ｝，令

Ｇ－Ｔ＝Ｃ∪Ｄ，其中 Ｃ≠≠Ｄ，注意到 Ｃ和 Ｄ不一定是连通的。易知 ｕ∈Ｓ∩Ｔ，ｖ１∈Ａ∩Ｔ。设

Ｘ１＝ Ｃ∩( )Ｓ∪ Ｓ∩( )Ｔ∪ Ａ∩( )Ｔ，

Ｘ２＝ Ｄ∩( )Ｓ∪ Ｓ∩( )Ｔ∪ Ａ∩( )Ｔ，

Ｘ３＝ Ｄ∩( )Ｓ∪ Ｓ∩( )Ｔ∪ Ｂ∩( )Ｔ，

Ｘ４＝ Ｃ∩( )Ｓ∪ Ｓ∩( )Ｔ∪ Ｂ∩( )Ｔ。
分以下几种情形讨论：

（１）Ａ∩Ｃ≠。
此时，Ｘ１是 Ｇ的一个点割。此时必有｜Ｘ１｜≥６成立，否则，有｜Ｘ１｜＝５成立。既然 ｕｖ１∈Ｅ０∩Ｅ（［Ｘ１］），

则 Ｘ１是 Ｇ的Ｅ０点割，Ａ∩Ｃ是Ｇ－Ｘ１的 Ｅ０断片（或 Ｅ０断片的和），与 Ａ是Ｇ的Ｅ０端片相矛盾。故
｜Ｘ１｜≥６。注意到｜Ｓ｜＋｜Ｔ｜＝｜Ｘ１｜＋｜Ｘ３｜＝１０，故｜Ｘ３｜≤４，由 Ｇ是５连通图可知Ｂ∩Ｄ＝我们说 Ｄ∩
Ｓ≠，否则，有 Ｄ＝Ｄ∩Ａ，则 Ｄ是包含在 Ａ中的 Ｅ０端片，与 Ａ是 Ｇ的 Ｅ０端片相矛盾。故 Ｄ∩Ｓ≠。此
时又分以下几种情况：

（１１）若 Ｂ∩Ｔ≠，易知只有｜Ｂ∩Ｔ｜＝１或２成立。
（１１．１）若｜Ｂ∩Ｔ｜＝１，｜Ｘ３｜≤４，此时｜Ｓ∩Ｔ｜＝１或２。
若｜Ｓ∩Ｔ｜＝２，则｜Ａ∩Ｔ｜＝２，且因为｜Ｘ３｜≤４，有｜Ｓ∩Ｄ｜＝１，从而｜Ｓ∩Ｃ｜＝２。此时｜Ｘ２｜＝５，则 Ａ∩

Ｄ＝，否则 Ａ∩Ｄ≠，注意到 ｕｖ１∈Ｅ（［Ｘ２］），因而 Ｘ２是 Ｇ的 Ｅ０点割，Ａ∩Ｄ是 Ｇ－Ｘ２的 Ｅ０断片（或
Ｅ０断片的和），与 Ａ是 Ｇ的 Ｅ０端片相矛盾。故 Ａ∩Ｄ＝。｜Ｄ｜＝Ｓ∩Ｄ｜＝１，设 Ｄ＝｛ｖ｝，则 ｖｕｖ１ｖ是 Ｇ
的３圈。既然 Ｐ是 Ｇ的一条最长（ｘ，ｙ）路，易知 ｖ∈Ｖ（Ｐ），ｄ（ｖ）＝５，与题设相矛盾。

若｜Ｓ∩Ｔ｜＝１，则｜Ａ∩Ｔ｜＝３，｜Ｘ１｜≥６，则｜Ｓ∩Ｃ｜≥２，｜Ｄ∩Ｓ｜≤２，此时又分两种情况：
若｜Ｓ∩Ｃ｜＝２，｜Ｄ∩Ｓ｜＝２，则｜Ｘ４｜＝４，｜Ｘ３｜＝４，故 Ｂ∩Ｃ＝，Ｂ∩Ｄ＝，否则，Ｘ３，Ｘ４是 Ｇ的 ４点

割，与 Ｇ是５连通图矛盾。故 Ｂ＝Ｂ∩Ｔ＝｛ｖ｝，ｄ（ｖ）＝５且有３圈包含它，矛盾。
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若｜Ｓ∩Ｃ｜＝３，｜Ｄ∩Ｓ｜＝｜Ｓ∩Ｔ｜＝１，则｜Ｘ２｜＝５，Ａ∩Ｄ＝，若 Ａ∩Ｄ≠，类似前面所证可得矛盾。故

｜Ｄ｜＝１，设 Ｄ＝｛ｖ｝，ｄ（ｖ）＝５且有３圈包含它，矛盾。
（１１２）若｜Ｂ∩Ｔ｜＝２，此时｜Ｓ∩Ｔ｜＝１或２。若｜Ｓ∩Ｔ｜＝１，则｜Ａ∩Ｔ｜＝２，｜Ｓ∩Ｄ｜＝１，｜Ｓ∩Ｃ｜＝３，

｜Ｘ２｜＝４，Ａ∩Ｄ＝，得｜Ｄ｜＝｜Ｓ∩Ｄ｜＝１，类似前面所证可得矛盾。若｜Ｓ∩Ｔ｜＝２，则｜Ａ∩Ｔ｜＝１，

｜Ｓ∩Ｃ｜＝３，Ｓ∩Ｄ＝，矛盾。

（１２）若 Ｂ∩Ｔ＝，则 Ｂ＝Ｂ∩Ｃ≠，｜Ｘ４｜≥５，｜Ｓ｜＝５，所以 Ｄ∩Ｓ＝，但 Ｄ∩Ｓ≠，矛盾。
所以 Ａ∩Ｃ＝，同理可证 Ａ∩Ｄ＝。

（２）Ａ∩Ｃ＝＝Ａ∩Ｄ。此时有 Ａ＝Ａ∩Ｔ≠。若｜Ａ∩Ｔ｜＝１，则可知 Ａ∩Ｔ＝｛ｖ１｝，ｄ（ｖ１）＝５且有３
圈包含它，矛盾。故｜Ａ∩Ｔ｜≥２，ｕ∈Ｓ∩Ｔ，｜Ｂ∩Ｔ｜≤２。

（２１）若｜Ｂ∩Ｔ｜＝２。则｜Ｓ∩Ｔ｜＝１，｜Ａ｜＝｜Ａ∩Ｔ｜＝２与题设 Ｇ不包含２断片矛盾。
（２２）若｜Ｂ∩Ｔ｜＝１。则｜Ｓ∩Ｔ｜＝１或２。若｜Ｓ∩Ｔ｜＝１，｜Ｓ｜＝５，由 Ｓ∩Ｃ与Ｓ∩Ｄ的对称性，只需讨

论｜Ｓ∩Ｃ｜＝２或 １，则同（１１．１）所证可得矛盾。若｜Ｓ∩Ｔ｜＝２，则｜Ｓ∩Ｃ｜＝１或 ２，由对称性，可设
｜Ｓ∩Ｃ｜＝１，类似前面所证可得矛盾。
（２３）若｜Ｂ∩Ｔ｜＝０。ｕ∈Ｓ∩Ｔ，｜Ｓ∩Ｔ｜≥１，由 Ｓ∩Ｃ与Ｓ∩Ｄ的对称性，可知总有｜Ｘ３｜≤４或｜Ｘ４｜≤

４成立，故 Ｂ∩Ｃ＝或 Ｂ∩Ｄ＝。不妨设 Ｂ＝Ｂ∩Ｃ≠，｜Ｘ４｜≥５，此时只有｜Ｘ４｜＝５成立，此时 Ｄ∩Ｓ＝
，Ｂ∩Ｄ＝，故 Ｄ＝，矛盾。
由以上讨论可知原命题成立。

定理 １ 设 Ｇ是５连通图且Ｇ不包含２断片，Ｃ＝ｘ１ｘ２…ｘｎｘ１是 Ｇ的任意最长圈，若 Ｃ上的任意顶点
ｘｉ都满足以下条件之一，则 Ｇ至少包含两条可收缩边。

（１）ｄ（ｘｉ）≥６；
（２）ｄ（ｘｉ）＝５，则［Ｖ（Ｃ）］中无３圈包含它。
证明 设 ｘ′ｙ′是Ｃ上的一条边，显然 Ｐ＝Ｃ－ｘ′ｙ′是Ｇ中一条最长（ｘ′，ｙ′）路。由引理２可知，Ｐ至少

包含一条可收缩边，设为 ｕｖ，则 Ｐ′＝Ｃ－ｕｖ是Ｇ中一条最长（ｕ，ｖ）路，由引理２可知 Ｐ′包含一条可收缩
边，设为 ｘｙ。因而 ｘｙ≠ｕｖ是Ｃ上两条可收缩边。
定理得证。
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