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含相邻三角形的平面图的列表边和列表全染色

董爱君，李国君，邹青松
（山东大学数学学院，山东 济南 ２５０１００）

摘要：给定一个平面图 Ｇ，χ′ｌ（Ｇ）和χ″ｌ（Ｇ）分别表示图 Ｇ的列表边色数和列表全色数。证明了：如果一个平面图

Ｇ满足Δ（Ｇ）≥７，并且任何一个三角形至多和一个其他的三角形相邻，则有χ′ｌ（Ｇ）≤Δ（Ｇ）＋１和χ″ｌ（Ｇ）≤

Δ（Ｇ）＋２成立。
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０ 引言

本文仅考虑简单平面图。未定义的术语和符号请参阅［１］。本文用 Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ），δ（Ｇ）和Δ（Ｇ）分别表
示图 Ｇ的顶点集合，边集合，图的最小度数和最大度数。用 ｄＧ（ｖ）表示点 ｖ在图Ｇ中的度。度数至少为 ｋ的
点，记为 ｋ＋点。三角形即长为 ３的圈。已嵌入到平面中的图 Ｇ的面ｆ的集合记为Ｆ（Ｇ）；面 ｆ的度记为
ｄ（ｆ）；与面 ｆ相关联的点的最小度记为δ（ｆ）。度数至少为 ｋ的面记为ｋ＋面；当且仅当两个圈有一条公共边
称两个圈相邻。长为 ｋ的路称ｋ路。

设 ｃ：Ｅ（Ｇ）∪Ｖ（Ｇ）→｛１，２，…，ｋ｝是从 Ｇ的边集和 顶点集构成的集合Ｅ（Ｇ）∪Ｖ（Ｇ）到自然数集的一个
映射，如果对于任意 相邻或相关联的两个元素 ｘ，ｙ∈Ｅ（Ｇ）∪Ｖ（Ｇ），均有 ｃ（ｘ）≠ｃ（ｙ），则称 ｃ是Ｇ的一个
正常全染色。列表全染色是全染色的推广，对图 Ｇ的每个元素ｘ∈Ｅ（Ｇ）∪Ｖ（Ｇ）给定一个颜色集合记为
Ｌ（ｘ），得列表 Ｌ＝ Ｌ（ｘ）｜ｘ∈Ｅ（Ｇ）∪Ｖ（Ｇ{ }）。若图 Ｇ存在正常全染色ｃ使得对于任意的元素ｘ∈Ｅ（Ｇ）∪
Ｖ（Ｇ），都有 ｃ（ｘ）∈Ｌ（ｘ），则称 Ｇ是全Ｌ可染的。令 ｆ：Ｅ（Ｇ）∪Ｖ（Ｇ）→Ｎ是从Ｇ的边集和顶点集所构成的
集合到自然数集的正整数函数，若对任意的颜色列表 Ｌ满足：对任意的元素 ｘ∈Ｅ（Ｇ）∪Ｖ（Ｇ）都有 ｆ（ｘ）＝
｜Ｌ（ｘ）｜，则称 Ｇ是全ｆ可选择的。使图 Ｇ存在全ｋ可选择的最小正整数ｋ称为Ｇ的列表全色数，记为

χ″ｌ（Ｇ）。列表边色数的定义类似于列表全色数的定义，所不同的是仅考虑对图Ｇ的边进行染色，这里不再
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重述。

关于图 Ｇ的列表边染色和列表全染色的重要猜想如下：
猜想 １［２］ 如果 Ｇ是一个多重图，则χ′ｌ（Ｇ）＝χ′（Ｇ）。
这就是著名的列表染色猜想。对于二部重图［３］，外平面图［４］，Δ（Ｇ）≥１２且可嵌入非负特征曲面上的

图［５］以及不含某些短圈的平面图［６９］等已经验证了猜想１是成立的。但对于大多数图类，猜想１还没有得到
验证。Ｖｉｚｉｎｇ提出了以下弱化的列表边染色猜想［１０］：

猜想 ２ 每个简单图 Ｇ是边（Δ（Ｇ）＋１）可选择的。
对于Δ（Ｇ）≥９的平面图［１１］，不含 ｋ圈的平面图（３≤ｋ≤６）［１２１５］等，猜想２已经得到了证明。
猜想 ３［５］ 如果 Ｇ是一个多重图，则

χ″ｌ（Ｇ）＝χ″（Ｇ）。
这就是著名的列表全染色猜想。对于外平面图［４］，Δ（Ｇ）≥１２且可嵌入非负特征曲面上的图［５］以及不含某些

短圈的平面图［７８，１６］等已经验证了猜想３是成立的。本文运用欧拉公式和赋权分配的方法，对含有相邻三角
形的平面图进行了研究。

１ 主要定理及证明

定理 １ 给定平面图 Ｇ，如果Δ（Ｇ）≥７，并且任何一个三角形至多和一个其他的三角形相邻，则

χ′ｌ（Ｇ）≤Δ（Ｇ）＋１且χ″ｌ（Ｇ）≤Δ（Ｇ）＋２。
证明 不妨设图 Ｇ已被嵌入到平面中，且是满足定理假设的一个极小反例。如果 Ｇ不是边（Δ（Ｇ）＋

１）可选择的，则存在一个满足条件“对于任意的边 ｅ∈Ｅ（Ｇ），｜Ｌ（ｅ）｜＝Δ（Ｇ）＋１”的边列表 Ｌ，使得 Ｇ不是
边Ｌ可染的；如果 Ｇ不是全（Δ（Ｇ）＋２）可选择的，则存在一个满足条件“对于任意的元素 ｘ∈Ｅ（Ｇ）∪
Ｖ（Ｇ），｜Ｌ′（ｘ）｜＝Δ（Ｇ）＋２”的全列表 Ｌ′，使得 Ｇ不是全Ｌ′可染的。又由图 Ｇ的极小性可得如下结论：
（ａ）图 Ｇ是连通的。

（ｂ）图 Ｇ的任何点ｖ∈Ｖ（Ｇ），至多与?
２ｄ（ｖ）
３ 」个３面相关联。

（ｃ）图 Ｇ不包含满足条件ｄ（ｕ）＋ｄ（ｖ）≤Δ（Ｇ）＋２并且 ｍｉｎ｛ｄ（ｕ），ｄ（ｖ）｝≤?Δ
（Ｇ）＋１
２ 」的边 ｕｖ∈

Ｅ（Ｇ）。
（ｄ）令 Ｇ３是由图 Ｇ中所有与３度点相关联的边所导出的子图，则 Ｇ３是森林。
（ｅ）Ｇ３是具有二分类（Ｖ１，Ｖ２）的二部图，则 Ｇ３包含一个二部子图 Ｇ′＝（Ｖ′１，Ｖ′２）满足 Ｖ１＝Ｖ′１，且对任

意的点 ｖ∈Ｖ′１，ｕ∈Ｖ′２满足 ｄＧ（ｖ）＝３，ｄＧ′（ｖ）＝２；ｄＧ（ｕ）＝Δ（Ｇ），ｄＧ′（ｕ）＝１。
结论（ａ），（ｂ）是显然的。结论（ｃ），（ｄ），（ｅ）的证明思想来源于文献［１６］，为了 文章的完整性，特给出证

明。下证（ｃ）：若图 Ｇ包含边ｅ＝ｕｖ满足条件ｄ（ｕ）＋ｄ（ｖ）≤Δ（Ｇ）＋２且 ｍｉｎ｛ｄ（ｕ），ｄ（ｖ）｝≤?Δ
（Ｇ）＋１
２ 」，

令 Ｇ１＝Ｇ－｛ｅ｝，由 Ｇ的极小性可得Ｇ１是边（Δ（Ｇ）＋１）可选择的，或者 Ｇ１是全（Δ（Ｇ）＋２）可选择的。
如果 Ｇ１是边（Δ（Ｇ）＋１）可选择的，从而 Ｇ１是边Ｌ可染的，因为 ｄＧ１（ｕ）＋ｄＧ１（ｖ）≤Δ（Ｇ）＋２－２＝Δ（Ｇ），

所以边 ｅ最多与Δ（Ｇ）条已染色边相邻，Ｌ（ｅ）中至少有一种颜色可用，从而 ｅ可以用它的颜色列表中的颜色
正常染色，从而 Ｇ是边Ｌ可染的，这与 Ｇ是反例相矛盾。如果 Ｇ１是全（Δ（Ｇ）＋２）可选择的，从而 Ｇ１是全

Ｌ′可染的，下证 Ｇ也是全Ｌ′可染的。不妨设 ｄ（ｕ）≤ｄ（ｖ），有条件可得 ｄ（ｕ）≤?Δ
（Ｇ）＋１
２ 」。首先擦掉点 ｕ

上的颜色，因为边 ｅ最多与Δ（Ｇ）条已染色边相邻，与一个已染色的点相关联，从而 Ｌ′（ｅ）中至少有一种颜

色可用，从而 ｅ可以用它的颜色列表中的颜色正常染色。因为点 ｕ最多分别与?Δ（Ｇ）＋１２ 」个已染色的点相

邻，与?Δ
（Ｇ）＋１
２ 」个已染色的边相关联，Ｌ′（ｕ）中至少有一种颜色可用，从而 ｕ可以用它的颜色列表中的颜

色正常染色，从而 Ｇ是全Ｌ′可染的，这与 Ｇ是反例相矛盾。至此（ｃ）得证。
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由（ｃ）显然 Ｇ３不包含奇圈。下证 Ｇ３也不包含偶圈：假设 Ｇ３包含一个偶圈 Ｃ＝ｖ１ｖ２…ｖ２ｔｖ１，其中ｄ（ｖ１）＝
ｄ（ｖ３）＝…＝ｄ（ｖ２ｔ－１）＝３。令 Ｇ１＝Ｇ－Ｅ（Ｃ），由 Ｇ的极小性可得Ｇ１是边（Δ（Ｇ）＋１）可选择的，或者 Ｇ１
是全（Δ（Ｇ）＋２）可选择的。如果 Ｇ１是边（Δ（Ｇ）＋１）可选择的，从而 Ｇ１是边Ｌ可染的。对于任意的边

ｅ∈Ｅ（Ｃ），ｅ与Δ（Ｇ）１条已染色的边相邻，所以 Ｌ（ｅ）中至少有两种颜色可用。显然圈 Ｃ的边可以用它的
颜色列表中的颜色进行染色，这与 Ｇ是反例相矛盾。如果 Ｇ１是全（Δ（Ｇ）＋２）可选择的，从而 Ｇ１是全
Ｌ′可染的，下证 Ｇ也是全Ｌ′可染的。首先擦掉点 ｖ１，ｖ３，…，ｖ２ｔ－１上的颜色，对于任意的边 ｅ∈Ｅ（Ｃ），ｅ分
别与Δ（Ｇ）１条已染色的边相邻，与一个已染色的点相关联。从而 Ｌ′（ｅ）中至少有一种颜色可用，从而 ｅ可
以用它的颜色列表中的颜色正常染色。下面我们给点 ｖ１，ｖ３，…，ｖ２ｔ－１染色：对于任意的点 ｖ∈｛ｖ１，ｖ３，…，

ｖ２ｔ－１｝，点 ｖ分别与三个已染色的点相邻和三条已染色的边相关联。所以 Ｌ′（ｖ）中至少有一种颜色可用，从
而 ｖ可以用它的颜色列表中的颜色正常染色，从而 Ｇ是全Ｌ′可染的，这与 Ｇ是反例相矛盾。至此（ｄ）
得证。

由于 Ｇ３是森林，显然 Ｇ３是一个二部图，不妨设 Ｇ３是具有二分类（Ｖ１，Ｖ２）的二部图，满足任意的 ｖ∈
Ｖ１有 ｄＧ（ｖ）＝３，任意的点 ｖ∈Ｖ２有 ｄＧ（ｖ）＝Δ（Ｇ）。对 Ｇ３的任意一个连通分支树，选择一个３度点做为树
的根。显然自树叶至树根的距离（即以树叶和树根为端点的路的长度）为奇数。为叙述方便我们称以与树根

的距离分别为 ｉ，ｉ＋１的点为端点的边为树的“ｉ层边”（ｉ＝０，１，…）。在“偶数层边”中选择适当的边，可得
到一条满足条件 ｄＧ（ｖ）＝３的３路ｖ１ｖｖ２。取所有的３路，可得到满足条件 Ｖ′１＝Ｖ１的 Ｇ３的二部子图 Ｇ′＝
（Ｖ′１，Ｖ′２），并且任意的点 ｖ∈Ｖ′１，有 ｄＧ′（ｖ）＝２；任意的点 ｖ∈Ｖ′２，有 ｄＧ′（ｖ）＝１。从而（ｅ）得证。对于任意
的边 ｕｖ∈Ｅ（Ｇ′），ｕ∈Ｖ′２，称 ｕ是ｖ的３主点。不难看出，每一个度数为３的点有两个３主点，每个度数为

Δ（Ｇ）的点最多可能为一个３度点的３主点。
由欧拉公式｜Ｖ｜－｜Ｅ｜＋｜Ｆ｜＝２和∑

ｖ∈Ｖ
ｄ（ｖ）＝∑

ｆ∈Ｆ
ｄ（ｆ）＝２｜Ｅ｜易得

∑
ｖ∈Ｖ
（ｄ（ｖ）－４）＋∑

ｆ∈Ｆ
（ｄ（ｆ）－４）＝－４（｜Ｖ｜－｜Ｅ｜＋｜Ｆ｜）＝－８＜０。

现在给图 Ｇ的任意一个元素ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）赋权记为 Ｗ（ｘ）＝ｄ（ｘ）－４。显然 ∑
ｘ∈Ｖ∪Ｆ

Ｗ（ｘ）＝－８。下

面对图 Ｇ的点及面上的权进行转移分配，使每个元素 ｘ∈Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）具有新权，记为 Ｗ′（ｘ），如果能证明

∑
ｘ∈Ｖ∪Ｆ

Ｗ′（ｘ）≥０，则可得矛盾。

定义权转移规则如下：

Ｄ１每个５度点向它关联的３面转移权１３。

Ｄ２每个６＋点向它关联的３面转移权１２。

Ｄ３每个３度点从它的每个３主点得到权１２。

对任意的面 ｆ∈Ｆ（Ｇ）。当 ｄ（ｆ）≥４时，显然有 Ｗ′（ｆ）＝Ｗ（ｆ）＝ｄ（ｆ）－４≥０。当 ｄ（ｆ）＝３时，下面分两

种情况讨论：（１）当δ（ｆ）≤４时，由（ｃ）可知面 ｆ与两个６＋点相关联，由Ｄ２可得 Ｗ′（ｆ）＝Ｗ（ｆ）＋２×
１
２＝０；

（２）当δ（ｆ）≥５时，由Ｄ１，Ｄ２可得 Ｗ′（ｆ）≥Ｗ（ｆ）＋３×
１
３＝０。对任意的点 ｖ∈Ｖ（Ｇ）。当 ｄ（ｖ）＝３时，由Ｄ３

可得 Ｗ′（ｖ）＝Ｗ（ｖ）＋２×１２＝０。当 ｄ（ｖ）＝４时，则 Ｗ′（ｖ）＝Ｗ（ｖ）＝０。当 ｄ（ｖ）＝５时，点 ｖ至多与３个

３面相关联，由Ｄ１得 Ｗ′（ｖ）≥Ｗ（ｖ）－３×
１
３＝０。当 ｄ（ｖ）＝６时，点 ｖ至多与 ４个 ３面相关联，由 Ｄ２得

Ｗ′（ｖ）≥Ｗ（ｖ）－４×
１
２＝０。当 ｄ（ｆ）≥７时，点 ｖ最多是一个３度点的３主点，此外点 ｖ至多与?

２ｄ（ｖ）
３ 」个

３面相关联，由 Ｄ２，Ｄ３可得 Ｗ′（ｖ）≥Ｗ（ｖ）－
１
２－?

２ｄ（ｖ）
３ 」×１２≥０。由以上讨论知对于任意元素 ｘ∈

Ｖ（Ｇ）∪Ｆ（Ｇ）都有 Ｗ′（ｘ）≥０，从而 ∑
ｘ∈Ｖ∪Ｆ

Ｗ′（ｘ）≥０成立，得到矛盾。定理得证。
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７１７８．

［５］ＢＯＲＯＤＩＮＯ，ＫＯＳＴＯＣＨＫＡＡ，ＷＯＯＤＡＬＬＤ．Ｌｉｓｔｅｄｇｅａｎｄｌｉｓｔｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｍｕｌｔｉｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．ＪＣｏｍｂｉｎＴｈｅｏｒｙＳｅｒＢ，１９９７，７１：
１８４２０４．

［６］ＨＯＵＪ，ＬＩＵＧ，ＣＡＩＪ．Ｅｄｇｅｃｈｏｏｓａｂｉｌｉｔｙｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｏｕｔａｄｊａｃｅｎｔｔｒｉａｎｇｌｅｓｏｒｗｉｔｈｏｕｔ７ｃｙｃｌｅ［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ，２００９，
３０９：７７８４．

［７］ＨＯＵＪ，ＬＩＵＧ，ＣＡＩＪ．Ｌｉｓｔｅｄｇｅａｎｄｌｉｓｔｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｓｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｏｕｔ４ｃｙｃｌｅｓ［Ｊ］．ＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，２００６，
３６９：２５０２５５．

［８］ＬＩＵＢ，ＨＯＵＪ，ＬＩＵＧ．Ｌｉｓｔｅｄｇｅａｎｄｌｉｓｔｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｓｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｏｕｔｓｈｏｒｔｃｙｃｌｅｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＬｅｔｔｅｒｓ，２００８，
１０８：３４７３５１．

［９］ＣＡＩＪ，ＨＯＵＪ，ＺＨＡＮＧＸ，ｅｔａｌ．Ｅｄｇｅｃｈｏｏｓａｂｉｌｉｔｙｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｏｕｔｎｏｎｉｎｄｕｃｅｄ５ｃｙｃｌｅｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＬｅｔｔｅｒｓ，
２００９，１０９（７）：３４３３４６．

［１０］ＫＯＳＴＯＣＨＫＡＡ．Ｌｉｓｔｅｄｇｅｃｈｒｏｍａｔｉｃｎｕｍｂｅｒｏｆｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｌａｒｇｅｇｉｒｔｈ［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈ，１９９２，１０１：１８９２０１．
［１１］ＢＯＲＯＤＩＮＯ．ＡｎｅｘｔｅｎｓｉｏｎｏｆＫｏｔｚｉｇ’ｓｔｈｅｏｒｅｍａｎｄｔｈｅｌｉｓｔｅｄｇｅｃｏｌｏｒｉｎｇｏｆｐｌａｎｅｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．Ｍａｔｚａｍｅｔｋｉ，１９９０，４８（１）：２２２８．
［１２］ＺＨＡＮＧＬ，ＷＵＢ．Ｅｄｇｅｃｈｏｏｓａｂｉｌｉｔｙｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｏｕｔｓｍａｌｌｃｙｃｌｅｓ［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈ，２００４，２８３：２８９２９３．
［１３］ＷＡＮＧＷ，ＬＩＨＫ．Ｃｈｏｏｓａｂｉｌｉｔｙａｎｄｅｄｇｅｃｈｏｏｓａｂｉｌｉｔｙｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｏｕｔｆｉｖｅｃｙｃｌｅｓ［Ｊ］．ＡｐｐｌＭａｔｈＬｅｔｔ，２００２，１５：５６１５６５．
［１４］ＷＡＮＧＷ，ＬＩＨＫ．Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓａｎｄｅｄｇｅｃｈｏｏｓａｂｉｌｉｔｙｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓｗｉｔｈｏｕｔ６ｃｙｃｌｅｓ［Ｊ］．ＣｏｍｂｉｎＰｒｏｂａｂＣｏｍｐｕｔ，２００１，１０：
２６７２７６．

［１５］王维凡．没有短圈的平面图的边选择性［Ｊ］．中国科学：Ａ辑，２００５，３５（９）：１０２８１０４３．
［１６］ＨＯＵＪ，ＬＩＵＧ，ＷＵＪ．Ｓｏｍｅｒｅｓｕｌｔｓｏｎｌｉｓｔｔｏｔａｌｃｏｌｏｒｉｎｇｓｏｆｐｌａｎａｒｇｒａｐｈｓ［Ｊ］．ＬｅｃｔｕｒｅＮｏｔｅｉｎＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉｅｎｃｅ，２００７，４４８９：３２０３２８．
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