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关于图的广义 Ｍｙｃｉｅｌｓｋｉ图的邻点可区别关联着色
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摘要：邻点可区别关联着色是使得相邻顶点的颜色集不同的关联着色。主要研究了路，圈 Ｃ３ｍ，Ｃ４ｍ与完全图的广

义Ｍｙｃｉｅｌｓｋｉ图的邻点可区别关联色数，拓展了图着色的领域，便于更好的研究图的结构。
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０ 引言

图的染色问题是图论研究的经典领域，在网络问题，组合分析和实际生活中有着广泛的应用，是图论的

主要研究内容之一。

本文首先在关联着色的基础上，进一步研究了图的邻点可区别关联着色，刻画了路，圈 Ｃ３ｍ，Ｃ４ｍ与完全
图的广义Ｍｙｃｉｅｌｓｋｉ图的邻点可区别关联色数。文中用 Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ）分别表示图 Ｇ的顶点集和边集，Δ（Ｇ）
表示图 Ｇ的最大度，珔Ｃ（ｕ）表示顶点 ｕ在全体颜色集合Ｃ中的补集，其它未说明的术语和记号参见文献［１
３］。

定义 １［４，５］ 设 Ｇ＝（Ｖ，Ｅ）是一个图，设 Ｉ（Ｇ）＝｛（ｖ，ｅ）｜ｖ∈Ｖ，ｅ∈Ｅ，ｖ与ｅ相关联｝是 Ｇ的关联集。Ｇ
的两个关联对（ｖ，ｅ）和（ｗ，ｆ）是相邻的满足下列三个条件之一：（ⅰ）ｖ＝ｗ；（ⅱ）ｅ＝ｆ；（ⅲ）ｖｗ＝ｅ或ｖｗ＝
ｆ。图 Ｇ的关联着色是从Ｉ（Ｇ）到颜色集合 Ｃ的一个映射σ，使得 Ｇ中任何两个相邻关联具有不同的象，若

σ：Ｉ（Ｇ）→Ｃ是Ｇ的一个关联着色且｜Ｃ｜＝ｋ，ｋ是一个正整数，则称 Ｇ是 ｋ关联着色的，并称χｉ（Ｇ）＝
ｍｉｎ｛ｋ｜存在 Ｇ的ｋ关联着色｝为 Ｇ的关联色数。记 Ｉｖ＝｛（ｖ，ｖｕ）｜ｕ∈Ｎ（ｖ）｝为 ｖ的近关联集，Ａｖ＝｛（ｕ，
ｕｖ）｜ｕ∈Ｎ（ｖ）｝为 ｖ的远关联集，分别用 ＣＡｖ，ＣＩｖ表示着在Ａｖ，Ｉｖ上的色集。将两种色的有序对（σ（ｕ，ｕｖ），

σ（ｖ，ｖｕ））简记为σ（ｕｖ）。
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定义 ２［１］对图 Ｇ，设 Ｑｕ＝｛（ｕ，ｕｕ′）｜ｕ′∈Ｎ（ｕ）｝∪｛（ｕ′，ｕ′ｕ）｜ｕ′∈Ｎ（ｕ）｝，σ：Ｉ（Ｇ）→Ｃ为图Ｇ的ｋ关

联着色，Ｃｕ表示着在Ｑｕ上的色集。若对任意 ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）满足Ｃｕ≠Ｃｖ，则称σ为 Ｇ的 ｋ邻点可区别关联着
色，并称χａｉ（Ｇ）＝ｍｉｎ｛ｋ｜存在 Ｇ的 ｋ邻点可区别关联着色｝为 Ｇ的邻点可区别关联色数。

定义 ３［６］ 对简单图 Ｇ，Ｖ（Ｇ）＝｛ｖ０ｉ｜ｉ＝１，２，…，ｐ｝，Ｍｎ（Ｇ）称为 Ｇ的广义Ｍｙｃｉｅｌｓｋｉ图，其中
Ｖ（Ｍｎ（Ｇ））＝｛ｖ０１，ｖ０２，…，ｖ０ｐ；ｖ１１，ｖ１２，…，ｖ１ｐ；…；ｖｎ１，ｖｎ２，…，ｖｎｐ｝，

Ｅ（Ｍｎ（Ｇ））＝Ｅ（Ｇ）∪｛ｖｉｊｖ（ｉ＋１）ｋ｜ｖ０ｊｖ０ｋ∈Ｅ（Ｇ），１≤ｊ，ｋ≤ｐ，ｉ＝０，１，…，ｎ－１｝。
引理 １［１］ 对具有最大度Δ的图Ｇ，有χａｉ（Ｇ）≥χｉ（Ｇ）≥Δ＋１。

引理 ２［１］ 简单连通图 Ｇ，｜Ｖ（Ｇ）｜≥３，ＶΔ ＝｛ｕ｜ｄ（ｕ）＝Δ（Ｇ）｝，若 Ｅ（Ｇ［ＶΔ］）≠，则

χａｉ（Ｇ）≥Δ＋２。
引理 ３［１］ 设 Ｐｎ为ｎ（ｎ≥３）阶路，则

χａｉ（Ｐｎ）＝
３， ｎ＝３；
４， ｎ≥４{ 。

１ 主要结果及其证明

定理 １ 设 Ｍｎ（Ｐｍ）是路 Ｐｍ的广义Ｍｙｃｉｅｌｓｋｉ图，其中 ｍ≥２，ｎ≥１，则

χａｉ（Ｍｎ（Ｐｍ））＝
４， ｍ＝２；
５， ｍ＝３；
６， ｍ≥４

{
。

证明 （１）当 ｍ＝２时，Ｍｎ（Ｐ２）即为路 Ｐ２（ｎ＋１），且２（ｎ＋１）≥４。由引理３知，χ（ａｉ）（Ｍｎ（Ｐ２））＝４。
（２）当 ｍ＝３时，Δ（Ｍｎ（Ｐ３））＝４，由引理１。１知，χａｉ（Ｍｎ（Ｐ３））≥Δ（Ｍｎ（Ｐ３））＋１＝５。
为证明χａｉ（Ｍｎ（Ｐ３））＝５，仅需给出 Ｍｎ（Ｐ３）的一个 ５邻点可区别关联着色。对于任意的顶点 ｖｉｊ（１≤

ｊ≤３），分两种情况进行关联着色：
当 ｉ＝０时，令

σ（ｖ０１ｖ０２）＝（４，３），σ（ｖ０２ｖ０３）＝（１，４），σ（ｖ０１ｖ１２）＝（２，５），

σ（ｖ０２ｖ１１）＝（２，４），σ（ｖ０２ｖ１３）＝（５，４），σ（ｖ０３ｖ１２）＝（２，３）。

当 ｉ≠０时，令

σ（ｖｉ１ｖ（ｉ＋１）２）＝
（１，５）， ｉ≡１（ｍｏｄ３）；
（３，１）， ｉ≡２（ｍｏｄ３）；
（２，５）， ｉ≡０（ｍｏｄ３

{
）。

σ（ｖｉ２ｖ（ｉ＋１）１）＝
（１，２）， ｉ≡１（ｍｏｄ３）；
（４，１）， ｉ≡２（ｍｏｄ３）；
（２，３）， ｉ≡０（ｍｏｄ３

{
）。

σ（ｖｉ２ｖ（ｉ＋１）３）＝
（４，２）， ｉ≡１（ｍｏｄ３）；
（３，１）， ｉ≡２（ｍｏｄ３）；
（５，３）， ｉ≡０（ｍｏｄ３

{
）。

σ（ｖｉ３ｖ（ｉ＋１）２）＝
（１，２）， ｉ≡１（ｍｏｄ３）；
（３，４）， ｉ≡２（ｍｏｄ３）；
（２，３）， ｉ≡０（ｍｏｄ３

{
）。

显然，此着色是 Ｍｎ（Ｐ３）的关联着色，又因为在 Ｍｎ（Ｐ３）的关联着色中，对 Ｍｎ（Ｐ３）中任意的１度顶点 ｕ，
２度顶点 ｖ和４度顶点 ｗ，显然有｜Ｃｕ｜＝２，３≤｜Ｃｖ｜≤４，｜Ｃｗ｜＝５。所以，色集 Ｃｕ，Ｃｖ，Ｃｗ各不相同，而且在
Ｍｎ（Ｐ３）中度相同的顶点互不相邻，因此，σ为Ｍｎ（Ｐ３）的一个５邻点可区别关联着色。
所以，χ（ａｉ）（Ｍｎ（Ｐ３））＝５。

（３）当 ｍ≥４时，由于 Ｅ（Ｍｎ（Ｐｍ）［ＶΔ］）≠，Δ（Ｍｎ（Ｐｍ））＝４，由引理２知，χａｉ（Ｍｎ（Ｐｍ））≥４＋２＝６。
为证明χａｉ（Ｍｎ（Ｐｍ））＝６，仅需给出 Ｍｎ（Ｐｍ）的一个６邻点可区别关联着色法：

对于 ｒ＝０，１，２…， ｎ－１
２ ；ｓ＝０，１，２，…， ｎ

４ ；ｔ＝０，１，２，…， ｎ－２
４ ；ｉ＝１，２，…，ｍ。令：

ＣＡｖ
（２ｒ＋１）ｉ

＝
｛（ｉ＋３）（ｍｏｄ６）｝， 当顶点 ｖ（２ｒ＋１）ｉ与ｖ（２ｒ）（ｉ－１）或 ｖ（２ｒ）（ｉ＋１）相邻时；
｛ｉ（ｍｏｄ６）｝， 当顶点 ｖ（２ｒ＋１）ｉ与ｖ（２ｒ＋２）（ｉ－１）或 ｖ（２ｒ＋２）（ｉ＋１）{ 相邻时，

ＣＡｖ
（４ｓ）ｉ
＝｛ｉ（ｍｏｄ６）｝，ＣＡｖ

（４ｔ＋２）ｉ
＝｛（ｉ＋３）（ｍｏｄ６）｝。
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显然，此着色方法是 Ｍｎ（Ｐｍ）的关联着色，下面研究它是否是邻点可区别的。
在 Ｍｎ（Ｐｍ）中的顶点，按照度数分为三种：１度顶点 ｕ，２度顶点 ｖ和 ４度顶点 ｗ。有｜Ｃｕ｜＝２，３≤

｜Ｃｖ｜≤４，｜Ｃｗ｜＝５或｜Ｃｗ｜＝６。下面按照顶点的度数分析相邻的顶点的颜色集是否相同：
（１）与１度顶点相邻的全为４度顶点，显然色集不同；
（２）与２度顶点相邻的为４度顶点或２度顶点，显然仅分析相邻的全为２度的顶点的情况即可。这种相

邻顶点只有 ２对：ｖｎ２与 ｖ（ｎ－１）１；ｖｎ（ｍ－１）与 ｖ（ｎ－１）ｍ。对于顶点 ｖｎ２与 ｖ（ｎ－１）１，只要看σ（ｖｎ２，ｖｎ２ｖ（ｎ－１）３）与

σ（ｖ（ｎ－１）１，ｖ（ｎ－１）１ｖ（ｎ－２）２）是否相同。进而分析 ＣＡｖ
（ｎ－２）２

与 ＣＡｖ
（ｎ－１）３

，由上述着色法，若 ｎ－２为奇数，则

ＣＡｖ
（ｎ－２）２

＝｛２｝，ＣＡｖ
（ｎ－１）３

＝｛３｝或｛０｝；若 ｎ－２为偶数，则 ＣＡｖ
（ｎ－２）２

＝｛５｝或｛２｝，ＣＡｖ
（ｎ－１）３

＝｛３｝。显然顶点 ｖｎ２与

ｖ（ｎ－１）１的颜色集不同，同理可得顶点 ｖｎ（ｍ－１）与 ｖ（ｎ－１）ｍ的颜色集不同。
（３）与４度顶点相邻的为４度顶点或２度顶点，显然仅分析相邻的全为４度的顶点的情况即可。对于上

面的着色法我们发现相邻的４度顶点中颜色集元素个数不同，所以其颜色集不同。
因此，σ为Ｍｎ（Ｐｍ）的一个６邻点可区别关联着色。
定理得证。

定理 ２ 设 Ｍｎ（Ｋｍ）是完全图 Ｋｍ的广义Ｍｙｃｉｅｌｓｋｉ图，其中 ｍ≥１，ｎ≥２，则

χａｉ（Ｍｎ（Ｋｍ））＝２ｍ。

证明 由于 Ｅ（Ｍｎ（Ｋｍ）［ＶΔ］）≠，Δ（Ｍｎ（Ｋｍ））＝２Δ（Ｋｍ）＝２（ｍ－１）＝２ｍ－２。
由引理２知，χａｉ（Ｍｎ（Ｋｍ））≥Δ＋２＝２ｍ。
现仅需给出 Ｍｎ（Ｋｍ）的一个２ｍ邻点可区别关联着色法：对 ｉ＝０，１，…，ｎ；ｊ＝１，２，…，ｍ，令

ＣＡｖｉｊ
＝
｛ｊ＋ｍ｝， ｉ≡１（ｍｏｄ４），２（ｍｏｄ４）；
｛ｊ｝， ｉ≡０（ｍｏｄ４），３（ｍｏｄ４

{ ）。

显然，上述着色方法是 Ｍｎ（Ｋｍ）的关联着色，且有

珔Ｃ（ｖｉｊ）＝
｛ｊ＋ｍ｝， ｉ≡０（ｍｏｄ４），３（ｍｏｄ４）；
｛ｊ｝ ｉ≡１（ｍｏｄ４），２（ｍｏｄ４

{ ）。

容易验证，在上述着色中，Ｍｎ（Ｋｍ）任意相邻顶点的颜色集互不相同。所以，该着色是 Ｍｎ（Ｋｍ）的一个

２ｍ邻点可区别关联着色。因此，χａｉ（Ｍｎ（Ｋｍ））＝２ｍ。
定理 ３ 设 Ｃｋｍ为ｋｍ阶圈，其中 ｋ＝３，４，ｍ≥１，则χａｉ（Ｍｎ（Ｃｋｍ））＝６。

证明 因为 Ｅ（Ｍｎ（Ｃｋｍ）［ＶΔ］）≠，Δ（Ｍｎ（Ｃｋｍ））＝４，由引理２知，χ（ａｉ）（Ｍｎ（Ｃｋｍ））≥４＋２＝６。
现在仅需给出 Ｍｎ（Ｃｋｍ）的一个６邻点可区别关联着色法，下面分两种情况分析。

情况 １ ｋ＝３。对 ｉ＝０，１，…，ｎ和ｊ＝１，２，…，３ｍ，令

ＣＡｖｉｊ
＝

｛ｊ（ｍｏｄ３）｝， ｉ≡０（ｍｏｄ４），３（ｍｏｄ４）；
｛ｊ（ｍｏｄ３）＋３｝， ｉ≡１（ｍｏｄ４），２（ｍｏｄ４

{ ）。

显然，上述着色是 Ｍｎ（Ｃ３ｍ）的关联着色，且有

珔Ｃ（ｖｉｊ）＝
｛ｊ（ｍｏｄ３）｝， ｉ≡１（ｍｏｄ４），２（ｍｏｄ４）；
｛ｊ（ｍｏｄ３）＋３｝， ｉ≡０（ｍｏｄ４），３（ｍｏｄ４

{ ）。

容易验证，在上述着色中，Ｍｎ（Ｃ３ｍ）的任意相邻顶点的颜色集不同，所以上述着色是 Ｍｎ（Ｃ３ｍ）的一个６
邻点可区别关联着色法。

情况 ２ ｋ＝４。对 ｉ＝０，１，…，ｎ和ｊ＝１，２，…，４ｍ，令

ＣＡｖｉｊ
＝

｛ｊ（ｍｏｄ４）｝， ｉ≡０（ｍｏｄ６），５（ｍｏｄ６）；
｛（ｊ＋１）（ｍｏｄ４）｝， ｉ≡２（ｍｏｄ６），３（ｍｏｄ６）；

｛４｝， ｉ≡１（ｍｏｄ６），４（ｍｏｄ６），ｊ≡１（ｍｏｄ４），０（ｍｏｄ４）；
｛５｝， ｉ≡１（ｍｏｄ６），４（ｍｏｄ６），ｊ≡２（ｍｏｄ４），３（ｍｏｄ４










）。
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显然，上述着色是 Ｍｎ（Ｃ４ｍ）的关联着色，且有

珔Ｃ（ｖｉｊ）＝
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）。

容易验证，在上述着色中，Ｍｎ（Ｃ４ｍ）的任意相邻顶点的颜色集不同，所以上述着色是 Ｍｎ（Ｃ４ｍ）的一个６
邻点可区别关联着色法。

综上所述，定理得证。
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