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不含 ４，５，６圈的平面图的均匀染色
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摘要：设是图Ｇ的一个正常的顶点染色，若的任何两种不同颜色所染的顶点数目至多相差１，称是Ｇ的一
个均匀染色。对于不含４，５，６圈的平面图，且最大度Δ≥９，那么 Ｇ存在均匀Δ染色。
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０ 引言

本论文所考虑的图均为简单的有限的无向图。设 Ｇ是一个图，用 Ｖ（Ｇ），｜Ｇ｜，Ｅ（Ｇ），ｅ（Ｇ），Δ（Ｇ），

δ（Ｇ）和 ｇ（Ｇ）分别表示 Ｇ的项点集合，阶（顶点数），边集合，边数，最大度，最小度和围长。在不引起混淆
的情况下，Δ（Ｇ），δ（Ｇ）和 ｇ（Ｇ）可分别简记为Δ，δ和ｇ。图 Ｇ的一个ｋ顶点染色是指ｋ种颜色１，２，…，ｋ
对于 Ｇ的各个顶点的一个分配；如果任意两个相邻顶点都分配到不同的颜色，称染色是正常的。是图Ｇ
的一个正常的顶点染色，若的任何两种不同颜色所染的顶点数目至多相差１，称是Ｇ的一个均匀染色。
如果是图Ｇ的一个均匀ｋ顶点染色，称是Ｇ的一个均匀ｋ染色。图 Ｇ可进行均匀ｋ染色的最小整数ｋ
称 为Ｇ的均匀色数，记为χｅ（Ｇ）。

Ｈａｊｎａｌ和Ｓｚｅｍｅｒ证明了［１］：任意图 Ｇ，对于任意的整数 ｋ≥Δ（Ｇ）＋１，都存在均匀 ｋ染色。Ｗ．Ｍｅｙｅｒ在
［２］中提出了以下猜想：对于任意一个既不是完全图也不是奇圈的连通图 Ｇ，有χｅ（Ｇ）≤Δ（Ｇ）。１９９４年，

Ｃｈｅｎ，Ｌｉｈ和Ｗｕ证明了［３］：如果图 Ｇ是一个连通图，且既不是完全图，奇圈又不是完全二部图 Ｋ２ｍ＋１，２ｍ＋１，

Δ（Ｇ）＝Δ≥
｜Ｇ｜
２，那么 Ｇ存在均匀Δ染色。基于这一结果，Ｃｈｅｎ，Ｌｉｈ和Ｗｕ提出了以下猜想：

猜想 １ 如果 Ｇ是一个连通图，且既不是完全图，奇圈又不是完全二部图 Ｋ２ｍ＋１，２ｍ＋１，Δ（Ｇ）＝Δ，那么

Ｇ存在均匀Δ染色。
在平面图方面，Ｙａｐ和Ｚｈａｎｇ在［４］中首先证明了：如果图 Ｇ是一个连通的外平面图，Δ≥３，那么图 Ｇ存

在均匀Δ染色，在［５］中证明了任意平面图Ｇ，Δ（Ｇ）≥１３，对任意整数ｍ≥Δ（Ｇ），都存在均匀ｍ染色。
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文献［６］考虑了围长比较大时的平面图的均匀染色问题。本论文证明了：最大度Δ≥９，且不含４，５，６圈的平
面图 Ｇ存在均匀Δ染色。

１ 主要结果及其证明

设 Ｇ是一个图，若 ＵＶ（Ｇ），用 Ｇ［Ｕ］表示由 Ｕ导出的 Ｇ的子图。若 ｕ∈Ｖ（Ｇ），用 Ｇ－ｕ表示由 Ｇ中
删去顶点 ｕ及与其关联的边所得到的子图。设 ｘｙ是Ｇ的一条边，用 Ｇ－ｘｙ表示由Ｇ中删去边ｘｙ得到的子
图。对于 ｖ∈Ｖ（Ｇ），ｖ在Ｇ中的度用ｄＧ（ｖ）表 示；ｖ的邻域ＮＧ（ｖ）是 Ｖ（Ｇ）中所有与 ｖ相邻的顶点的集合。

在不引起混淆的情况下，ｄＧ（ｖ），ＮＧ（ｖ）可分别简记为 ｄ（ｖ），Ｎ（ｖ）。对于任意的 ＵＶ（Ｇ），ＷＶ（Ｇ），用

ｅ（Ｕ，Ｗ）表示两端点分别在 Ｕ与Ｗ中的所有边的数目。特别的，用 ｅ（ｕ，Ｗ）表示 ｅ（｛ｕ｝，Ｗ）。
在平面图 Ｇ中，分别用 ｆ，ｒ（ｆ），Ｆ，记Ｇ的一个面，与面相关联的边的个数，面的集合，面的个数。其

他未注明的符号按文献［７］中的定义。

引理 １１ 设 Ｇ是不含４，５，６圈的平面图，｜Ｇ｜＝ｎ，则 ｅ（Ｇ）≤
２１
１１（ｎ－２），且δ≤３。

证明 设 Ｇ的度数为ｉ的面的个数为ｒｉ，那么有３ｒ３＋７ｒ７＋…＋ｎｒｎ＝∑
ｆ∈Ｆ
ｒ（ｆ）。因为 Ｇ不含４圈，所以

任意两个三角形不共边，因此有３ｒ３≤ｅ。这样有２ｅ＝∑
ｆ∈Ｆ
ｒ（ｆ）≥７－４ｒ３≥７－

４
３ｅ，因此有≤

１０
２１ｅ。由欧拉

公式有２＝ｖ－ｅ＋≤ｖ－ｅ＋
１０
２１ｅ≤ｖ－

１１
２１ｅ，ｅ≤

２１
１１（ｖ－２），因此有∑ｖ∈Ｖｄ

（ｖ）＝２ｅ≤
４２
１１（ｖ－２）。由∑ｖ∈Ｖ

（ｄ（ｖ）－

４２
１１）≤０知，δ≤３。

引理 １２［５］ 设 ｍ≥４，ｔ≥１，且均为整数。对于图 Ｈ，｜Ｈ｜＝ｍｔ，χ（Ｈ）≤ｍ。如果 ｅ（Ｈ）≤（ｍ－１）ｔ，那
么 Ｈ存在均匀ｍ染色。

引理 １３［５］ 设 ｍ，ｓ是正整数，Ｇ是一个平面图，Δ（Ｇ）≤ｍ。如果 Ｇ存在一个独立ｓ集Ｖ′，且存在

ＡＶ（Ｇ）＼Ｖ′，满足｜Ａ｜＞ｓ（ｍ＋３）２ ，并且对于任意的点 ｖ∈Ａ有 ｅ（ｖ，Ｖ′）≥１，那么 Ａ中存在不相邻的两点

α，β，它们相邻于 Ｖ′中的同一点γ，且只相邻于 Ｖ′中的γ点。
引理 １４［５］ 设 ｍ，ｔ是整数，且 ｍ≥７，ｔ≥１。Ｈ是一个平面图，Δ（Ｈ）＝Δ，｜Ｈ｜＝ｍｔ。如果 ｅ（Ｈ）≤

（２ｍ－３）ｔ－ｍａｘ｛Δ－３，ｔ｝，那么 Ｈ存在均匀ｍ染色。
定理 １１ 设 Ｇ是一个不含４，５，６圈的平面图，Δ≥９，那么 Ｇ存在均匀Δ染色。
证明 首先证明当顶点数 ｎ＝Δｔ时定理成立，对 ｅ（Ｇ）用归纳法。由引理１１，Ｇ存在一条边ｘｙ，其中

ｄ（ｘ）≤３。不失一般性，由归纳假设，Ｇ－ｘｙ存在一个均匀Δ染色ψ，设其颜色类分别为 Ｖ１，Ｖ２，…，ＶΔ，其中
｜Ｖｉ｜＝ｔ，ｉ＝１，…，Δ。当 ｘ，ｙ分别属于不同的颜色类时，定理显然成立。因此只需考虑 ｘ，ｙ∈Ｖ１的情况。

设 Ｖ′１＝Ｖ１＼｛ｘ｝，Ｎ（ｘ）Ｖ１∪Ｖ２∪Ｖ３。
假设对于某 ｉ≥４，存在点 ｚ∈Ｖｉ，使得 ｅ（ｚ，Ｖ′１）＝０。又因为 ｅ（ｘ，Ｖｉ＼｛ｚ｝）＝０，现将 ｚ加入Ｖ′１，ｘ加入

Ｖｉ＼｛ｚ｝，就得到 Ｇ的一个均匀Δ染色。因此，对于任意的点 ｚ∈∪
Δ

ｉ＝４
Ｖｉ，可以假设 ｅ（ｚ，Ｖ′１）≥１。因此有

ｅ（∪
Δ

ｉ＝４
Ｖｉ，Ｖ′１）≥（Δ－３）ｔ。 （１）

假设存在点 ｗ∈Ｖ２，使得 ｅ（ｗ，Ｖ′１）＝０。令 Ｖ′２＝Ｖ２＼｛ｗ｝，假设对于某 ｉ≥４，存在点 ｚ∈Ｖｉ，使得 ｅ（ｚ，
Ｖ′２）＝０，又因为 ｅ（ｘ，Ｖｉ）＝０，现将 ｚ加入Ｖ′２，ｗ加入Ｖ′１，ｘ加入Ｖｉ＼｛ｚ｝，这样就得到 Ｇ的一个均匀Δ染

色。因此，对于任意的点 ｚ∈∪
Δ

ｉ＝４
Ｖｉ，可以假设 ｅ（ｚ，Ｖ′２）≥１。因此有

ｅ（∪
Δ

ｉ＝４
Ｖｉ，Ｖ２＼ｗ）≥（Δ－３）ｔ。 （２）

假设存在点 ｖ∈Ｖ３，有 ｅ（ｖ，Ｖ′２）＝０。现将 ｖ加入Ｖ′２，ｗ加入Ｖ′１，令 Ｖ′３＝Ｖ３＼｛ｖ｝，那么 Ｖ′３相当于
Ｖ′１。这样，类似于（１）的讨论，可以假设对任意的点 ｚ∈Ｖｉ，ｉ≥４，有 ｅ（ｚ，Ｖ′３）≥１。因此有
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ｅ（∪
Δ

ｉ＝４
Ｖｉ，Ｖ′３）≥（Δ－３）ｔ。 （３）

显然只有当 Ｖ′１ 中的所有点均为最大度点时与其关联的边最多，这样根据 （１），得到

ｅ∪
Δ

ｉ＝４
Ｖｉ∪｛ｘ｝，Ｖ′( )１ ≤Δ（ｔ－１）。因此，（Δ－３）ｔ＋１≤Δ（ｔ－１），有 ｔ≥Δ

＋１
３ ，这样 ｔ≥４。

情况 １ 对于每个 ｊ＝２，３，存在点 ｖｊ∈Ｖｊ，使得 ｅ（ｖｊ，Ｖ′１）＝０。
令 Ｖ′ｊ＝Ｖｊ＼｛ｖｊ｝，ｊ＝２，３。由（１），（２）有，

ｅ（∪
Δ

ｉ＝４
Ｖｉ，∪

３

ｊ＝１
Ｖ′ｊ）≥３（Δ－３）ｔ， （４）

因此有３（Δ－３）ｔ＋１≤ｅ（Ｇ）≤
２１
１１（ｎ－２）＝

２１
１１（Δｔ－２）。因为Δ≥９，这是不可能的。

情况 ２ 存在点 ｖ２∈Ｖ２，使得 ｅ（ｖ２，Ｖ′１）＝０。对于 Ｖ３中的任意一点 ｖ有ｅ（ｖ，Ｖ′１）≥１。

令 Ｖ′２＝Ｖ２＼｛ｖ２｝，因为 ｅ（ｖ２，Ｖ′１）＝０，由（１），（２）有 ｅ（∪
ｍ

ｉ＝４
Ｖｉ，∪

２

ｊ＝１
Ｖ′ｊ）≥２（ｍ－３）ｔ，假设存在点 ｖ３∈Ｖ３

使得 ｅ（ｖ３，Ｖ′２）＝０，由（３）有 ｅ（∪
Δ

ｉ＝４
Ｖｉ，Ｖ′３）≥（Δ－３）ｔ，其中 Ｖ′３＝Ｖ３＼｛ｖ３｝。这样式（４）成立，这已经证明是

错误的。因此对于 Ｖ３中的任意一点 ｖ有ｅ（ｖ，Ｖ′２）≥１，这样有 ｅ（Ｖ３，Ｖ′２）≥ｔ。因此有 ｅ（∪
Δ

ｉ＝３
Ｖｉ，∪

２

ｊ＝１
Ｖ′ｊ）≥

２（Δ－３）ｔ＋ｔ。

令 Ａ＝∪
Δ

ｉ＝３
Ｖｉ∪｛ｘ｝，则由上面的讨论有 ｅＡ，Ｖ′１∪Ｖ( )２ ≥２（Δ－３）ｔ＋ｔ＋１，因此有 ｅ（Ｇ［Ａ］）≤ｅ（Ｇ）－

ｅＡ，Ｖ′１∪Ｖ( )２ ≤ ５－１１１( )Δ ｔ－５３１１。因为｜Ａ｜＝（Δ－２）ｔ＋１＞
（Δ＋３）（ｔ－１）

２ ，由引理１３，Ａ中存在不相邻的

两点α，β，它们同时相邻于 Ｖ′１中的一点γ，且只相邻于 Ｖ′１中的γ点。

令 Ｇ１＝Ｇ Ｖ′１＼｛γ｝∪｛α，β( )｝∪Ｖ[ ]２ ，Ｇ２＝Ｇ（Ａ＼｛α，β｝）∪｛γ[ ]｝。

显然有 ｅ（Ｇ２）≤ｅ（Ｇ［Ａ］）＋Δ－２≤ ５－１１１( )Δ ｔ＋Δ－
７５
１１≤（Δ－３）ｔ。根据五色定理，平面图 Ｇ２是５可

染色的，因此有χ（Ｇ２）＜Δ－２。又因为｜Ｇ２｜＝（Δ－２）ｔ，由引理１２，Ｇ２存在均匀（Δ－２）染色，因此 Ｇ存
在均匀Δ染色。

情况 ３ 对任意点 ｚ∈Ｖ２∪Ｖ３，有 ｅ（ｚ，Ｖ′１）≥１。

在这种情况下，有 ｅＶ２∪Ｖ３，Ｖ′( )１ ≥２ｔ。由（１）有 ｅ（∪
Δ

ｉ＝２
Ｖｉ，Ｖ′１）≥（Δ－３）ｔ＋２ｔ。现令 Ｉ＝∪

Δ

ｉ＝２
Ｖｉ∪｛ｘ｝，有

Δ（ｔ－１）≥ｅ（Ｉ，Ｖ′１）≥（Δ－３）ｔ＋２ｔ＋１。因此，ｔ≥Δ＋１≥１０。同时有 ｅ（Ｇ［Ｉ］）≤ｅ（Ｇ）－ｅ（Ｉ，Ｖ′１）≤
１０
１１Δｔ＋ｔ－

５３
１１。因为｜Ｉ｜＝（Δ－１）ｔ＋１＞

（Δ＋３）（ｔ－１）
２ ，由引理１３，Ｉ中存在不相邻的两点α，β，它们同时

相邻于 Ｖ′１中的一点γ，且只相邻 Ｖ′１中的γ点。
令 Ｇ１＝Ｇ Ｖ′１＼｛γ｝∪｛α，β( )[ ]｝ ，Ｇ２＝Ｇ（Ｉ＼｛α，β｝）∪｛γ[ ]｝。

通过上面的讨论有 ｅ（Ｇ２）≤ｅ（Ｇ［Ｉ］）＋Δ－２≤
１０
１１Δｔ＋ｔ＋Δ－

７５
１１。

现对 ｅ（Ｇ２）用归纳法来证明 Ｇ２存在均匀（Δ－１）染色。由引理１１，Ｇ２中存在一条边 ｕｖ，其中ｄ（ｕ）≤
３。由归纳假设，Ｇ２－ｕｖ存在一个均匀（Δ－１）染色φ，设其颜色类为 Ｙ１，Ｙ２，…，ＹΔ－１，其中｜Ｙｉ｜＝ｔ，ｉ＝１，

…，Δ－１。不失一般性，现假设 ｕ，ｖ∈Ｙ１，Ｎ（ｕ）Ｙ１∪Ｙ２∪Ｙ３。令 Ｙ′１＝Ｙ１ ＼｛ｕ｝，由（１）有，ｅ（∪
Δ－１

ｉ＝４
Ｙｉ，

Ｙ′１）≥（Δ－４）ｔ。
子情况 ３１ 存在点 ｙ２∈Ｙ２，使得 ｅ（ｙ２，Ｙ′１）＝０。

令 Ｙ′２＝Ｙ２＼｛ｙ２｝，由（１），（２）有 ｅ∪
Δ－１

ｉ＝４
Ｙｉ，Ｙ′１∪Ｙ′( )２ ≥２（Δ－４）ｔ，

假设存在点 ｙ３∈Ｙ３，使得 ｅ（ｙ３，Ｙ′２）＝０。由（３）有，ｅ（∪
Δ－１

ｉ＝４
Ｙｉ，Ｙ３＼｛ｙ３｝）≥（Δ－４）ｔ＞ｔ。否则，对于 Ｙ３

中的任意一点 ｙ有ｅ（ｙ，Ｙ′２）≥１，这样 ｅ（Ｙ３，Ｙ′２）≥ｔ。因此有
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ｅ（Ｇ２）≥２（Δ－４）ｔ＋ｔ＋１＞
１０
１１Δｔ＋ｔ＋Δ－

７５
１１≥ｅ（Ｇ２），矛盾。

子情况 ３２ 对任意点 ｗ∈Ｙ２∪Ｙ３，有 ｅ（ｗ，Ｙ′１）≥１。

在这种情况下有 ｅＹ２∪Ｙ３，Ｙ′( )１ ≥２ｔ。令 Ｌ＝∪
Δ－１

ｉ＝２
Ｙｉ∪｛ｕ｝，由（１）有 ｅ（Ｌ，Ｙ′１）≥（Δ－４）ｔ＋２ｔ＋１。因

此有 ｅ（Ｇ２［Ｌ］）≤ｅ（Ｇ２）－ｅ（Ｌ，Ｙ′１）≤ ３－１１１( )Δ ｔ＋Δ－
８６
１１。｜Ｌ｜＝（Δ－２）ｔ＋１＞

（Δ＋３）（ｔ－１）
２ ，由引理

１３，Ｌ中存在不相邻的两点α１，β１，同时相邻于 Ｙ′１中的一点γ１，且只相邻 Ｙ′１中的γ１点。

令 Ｇ３＝Ｇ (２ Ｙ′１＼｛γ１｝∪｛α１，β１[ ]｝， Ｇ４＝Ｇ２ Ｌ＼｛α１，β１｝∪｛γ１( ]｝[ 。

由上面的讨论有 ｅ（Ｇ４）≤ｅ（Ｇ２［Ｌ］）＋Δ－２≤ ３－１１１( )Δ ｔ＋２Δ－
１０８
１１≤（２（Δ－２）－３）ｔ－ｍａｘ｛Δ－３，ｔ｝。

由引理１４，Ｇ４存在均匀（Δ－２）染色。因此 Ｇ２存在均匀（Δ－１）染色，Ｇ存在均匀Δ染色。
若 ｎ≠Δｔ，不妨假设 ｎ＝Δ（ｔ＋１）－ｊ，其中０＜ｊ＜Δ，对 ｎ用归纳法。由引理１１，Ｇ存在一个度数至多

是３的点 ｕ。由归纳假设，平面图 Ｇ－ｕ存在均匀Δ染色，设其颜色类为 Ｖ１，Ｖ２，…，ＶΔ，其中｜Ｖｉ｜＝ｔ或

ｔ＋１，ｉ＝１，２，…，Δ。因为 ｄ（ｕ）≤３，假设 Ｎ（ｕ）Ｖ１∪Ｖ２∪Ｖ３。如果存在某 ｉ≥４有｜Ｖｉ｜＝ｔ，那么把 ｕ加
入 Ｖｉ，将得到 Ｇ的一个均匀Δ染色。因此，对于所有的 ｉ≥４有｜Ｖｉ｜＝ｔ＋１。若 ｎ＝Δ（ｔ＋１）－１，则在 Ｇ中
添加一悬挂点，此点与 Ｇ的任意一个 非最大度点相邻；若 ｎ＝Δ（ｔ＋１）－２，则在 Ｇ中添加路 ｖ１ｖ２ｖ３，其中 ｖ１
是 Ｇ的任意一个非最大度点。设这样得到的新的平面图为 Ｇ′，那么｜Ｇ′｜＝Δ（ｔ＋１），Ｇ′不含４，５，６圈，由前
部分证明可知 Ｇ′存在均匀Δ染色，那么 Ｇ也存在均匀Δ染色。
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