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摘要：给出了ＷＣ倾斜模的概念，是对经典倾斜模和 Ｗａｋａｍａｔｓｕ倾斜模概念的推广。给出了 ＷＣ倾斜模存在的
条件，并研究了ＷＣ倾斜模的性质。
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１ 引言及预备知识

ＷａｋａｍａｔｓｕＴ在文献［１］中研究了 Ａｒｔｉｎ代数上投射维数无限的倾斜模（现在称为 Ｗａｋａｍａｔｓｕ倾斜模）。
ＭｉｙａｓｈｉｔａＹ在文献［２］中给出了Ａｒｔｉｎ代数上倾斜对的概念，它是倾斜模的一个推广。最近，魏加群和惠昌常
在文献［３］和［４］中继续研究了倾斜对，给出了许多它的性质。很自然地，作者给出相对自正交模 Ｃ的 Ｗａｋａ
ｍａｔｓｕ倾斜模的定义，并且研究了它的性质。

设 Ａ是Ａｒｔｉｎ代数，Ａｍｏｄ表示所有有限生成的左 Ａ模构成的范畴。本文只考虑有限生成的左 Ａ模，范
畴均指关于同构封闭的 Ａｍｏｄ的满子范畴。

任意模 Ｍ∈Ａｍｏｄ，ａｄｄＭ表示同构于Ｍ的有限直和的直和项组成的子范畴。模 Ｍ称为自正交的，如
果ＥｘｔｉＡ（Ｍ，Ｍ）＝０，ｉ≥１。Ｍ⊥表示所有满足ＥｘｔｉＡ（Ｍ，Ｘ）＝０（任意 ｉ≥１）的模 Ｘ构成的子范畴。对自正交

模 Ｍ，定义子范畴ＭＸ＝｛Ｎ∈Ａｍｏｄ｜存在正合列…→
ｆ２
Ｍ１→

ｆ１
Ｍ０→

ｆ０
Ｎ→０，其中任意 ｉ≥０，Ｍｉ∈ａｄｄＭ，Ｉｍｆｉ∈

Ｍ⊥｝。因此ＭＸＭ⊥。对偶地，定义⊥Ｍ和ＸＭ。
设Ｃ是 Ａｍｏｄ的子范畴。定义子范畴∞ｐｒｅｓ（Ｃ）＝｛Ｍ∈Ａｍｏｄ｜存在正合列…→Ｃｎ→…→Ｃ１→Ｃ０→

Ｍ→０，其中任意 ｉ≥０，Ｃｉ∈Ｃ｝。如果Ｃ＝ａｄｄＴ，则简记为∞ｐｒｅｓ（Ｔ）。
设Ｃ是 Ａｍｏｄ的子范畴，定义 Ｃ^＝｛Ｍ∈Ａｍｏｄ｜存在正合列０→Ｃｍ→…→Ｃ０→Ｍ→０，其中任意０≤ｉ≤

ｍ，Ｃｉ∈Ｃ｝。任意 Ｍ∈Ｃ^，定义ｄｉｍＣ（Ｍ）＝ｉｎｆ｛ｍ｜存在正合列０→Ｃｍ→…→Ｃ０→Ｍ→０，其中任意０≤ｉ≤ｍ，
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Ｃｉ∈Ｃ｝，（Ｃ）ｎ＝｛Ｍ∈Ｃ^｜ｄｉｍＣ（Ｍ）≤ｎ｝。对偶地，定义 Ｃ̌，ｃｏｄｉｍＣ（Ｍ）和（Ｃ）ｎ。
设Ｃ是 Ａｍｏｄ的子范畴。Ｉ∈Ｃ称为Ｃ的相对余生成子，如果任意 Ｍ∈Ｃ，有正合列 ０→Ｍ→Ｉ′→Ｎ→０，

其中 Ｉ′∈ａｄｄＩ，Ｎ∈Ｃ。如果 Ｉ还满足对任意ｉ≥１，任意 Ｘ∈Ｃ，有ＥｘｔｉＡ（Ｘ，Ｉ）＝０，则称 Ｉ是Ｃ的相对内射余生
成子。对偶地，定义Ｃ的相对生成子和相对投射生成子。本文中所涉及到的其它定义和符号参考文献［１
４］。
引理 １１［３］ 设 Ｍ是自正交的。则
（１）ＭＸ在扩张，单同态的余核和直和项下是封闭的。
（２）Ｅｘｔｉ≥１Ａ （Ｕ，Ｖ）＝０，任意 Ｕ∈⊥Ｍ，Ｖ∈ａｄ^ｄＭ。
（３）（ａｄ^ｄＭ）ｎ＝｛Ｘ∈ＭＸ｜Ｅｘｔｎ＋１Ａ （Ｘ，Ｙ）＝０，任意 Ｙ∈Ｍ⊥｝＝｛Ｘ∈ＭＸ｜Ｅｘｔｎ＋１Ａ （Ｘ，Ｙ）＝０，任意 Ｙ∈ＭＸ｝。
（４）（ａｄ^ｄＭ）ｎ（ａｄ^ｄＭ）在扩张和直和项（单态射的余核）下封闭的。
（５）任意正合列０→Ｕ→Ｖ→Ｗ→０，如果 Ｖ，Ｗ∈ＭＸ（（ａｄ^ｄＭ）ｎ）和Ｅｘｔ１Ａ（Ｍ，Ｕ）＝０，则 Ｕ∈ＭＸ（（ａｄ^ｄＭ）ｎ）。

引理 １２［３］ 设ＹＡｍｏｄ有自正交的相对生成子 Ｍ且在扩张，有限直和和直和项下封闭的。设 Ｘ∈
Ａｍｏｄ且有正合列０→Ｘ→Ｎｍ→…→Ｎ１→Ｚ→０对某个整数 ｍ≥１和 Ｚ，其中 Ｎｉ∈Ｙ（（ａｄ^ｄＭ）ｎ）。则
（１）存在正合列０→Ｕｍ→Ｖｍ→Ｘ→０满足 Ｕｍ∈Ｙ（（ａｄ^ｄＭ）ｎ－１）和 Ｖｍ使得０→Ｖｍ→Ｍｍ→…→Ｍ１→Ｚ→

０，其中 Ｍｉ∈ａｄｄＭ，任意１≤ｉ≤ｍ。
（２）而且，如果 Ｚ∈Ｙ（（ａｄ^ｄＭ）ｎ＋１），则存在正合列０→Ｕ→Ｖ→Ｘ→０满足 Ｕ∈Ｙ（对应（ａｄ^ｄＭ）ｎ－１）和

Ｖ∈（ａｄ̌ｄＭ）ｍ。
（３）存在正合列０→Ｘ→Ｕ→Ｖ→０满足 Ｕ∈Ｙ（（ａｄ^ｄＭ）ｎ）和 Ｖ使得０→Ｖ→Ｍｍ－１→…→Ｍ１→Ｚ→０，其

中任意１≤ｉ≤ｍ－１，Ｍｉ∈ａｄｄＭ。而且，如果 Ｚ∈Ｙ（（ａｄ^ｄＭ）ｎ＋１），则 Ｖ可取到（ａｄ̌ｄＭ）ｍ－１中。

２ 主要结果

定义 ２１［３］ 设 Ｃ是自正交左Ａ模。左 Ａ模Ｔ称为Ｃ倾斜模，如果满足下列条件：（１）ＥｘｔｉＡ（Ｔ，Ｔ）＝０；
（２）Ｔ∈ａｄ^ｄＣ；（３）Ｃ∈ａｄ̌ｄＴ。

定义２２ 设 Ｃ是自正交左Ａ模。左 Ａ模Ｔ称为ＷＣ倾斜模，如果满足下列条件：（１）ＥｘｔｉＡ（Ｔ，Ｔ）＝０；
（２）Ｔ∈ＣＸ；（３）Ｃ∈ＸＴ。

注 ２１ Ｃ倾斜模一定是ＷＣ倾斜模；当 Ｃ＝Ａ时，ＷＣ倾斜模就是 Ｗａｋａｍａｔｓｕ倾斜模。
引理 ２１ 设 Ｃ是自正交模，ＣＸ有相对内射余生成子 Ｉ。
（１）设 ０→Ｃ→Ｗ→Ｃ１→０是 Ａｍｏｄ中正合列，Ｘ∈ＣＸ。如果Ｅｘｔ１Ａ（Ｃ１，Ｘ）＝０，则 Ｘ∈ｇｅｎＷ。
（２）设０→Ｉ１→Ｔ→Ｉ→０是 Ａｍｏｄ中正合列，Ｙ∈ＣＸ。如果Ｅｘｔ１Ａ（Ｙ，Ｉ１）＝０，则 Ｙ∈ｃｏｇｅｎＴ。
证明 证明类似［５，Ｌｅｍｍａ２１］，所以在此省略。
定理 ２１ 设∞ｐｒｅｓ（Ｔ）＝Ｔ⊥∩ＣＸ。如果ＣＸ有相对内射余生成子，则 Ｔ是ＷＣ倾斜模。
证明 设 Ｉ是ＣＸ的极小相对内射余生成子。因为 Ｔ∈∞ｐｒｅｓ（Ｔ）和∞ｐｒｅｓ（Ｔ）＝Ｔ⊥ ∩ＣＸ，所以

ＥｘｔｉＡ（Ｔ，Ｔ）＝０和 Ｔ∈ＣＸ。
只需证 Ｃ∈ＸＴ。因为 Ｉ∈Ｔ⊥∩ＣＸ，所以 Ｉ∈∞ｐｒｅｓ（Ｔ），从而有正合列

…→Ｔ１→
ｆ１
Ｔ０→

ｆ０
Ｉ→０，

其中每个 Ｔｉ∈ａｄｄＴ。令 Ｋｉ＝Ｋｅｒｆｉ－１，ｉ≥１。由此可得每个 Ｋｉ∈∞ｐｒｅｓ（Ｔ），即 Ｋｉ∈Ｔ⊥∩ＣＸ。特别地，

Ｅｘｔ１Ａ（Ｃ，Ｋ１）＝０，由引理２１，得 Ｃ∈ｃｏｇｅｎＴ。从而有正合列

０→Ｃ→Ｔ０→Ｃ１→０， （０）

其中 Ｃ→Ｔ０是 Ｃ的极小左ａｄｄＴ逼近。由此可知 Ｃ１∈⊥Ｔ。注意到 Ｋ２∈Ｔ⊥∩ＣＸ。用函子 ＨｏｍＡ（Ｃ１，－）
和ＨｏｍＡ（－，Ｋ２）分别作用正合列０→Ｋ２→Ｔ１→Ｋ１→０和正合列（０），由维数转移，得到

Ｅｘｔ１Ａ（Ｃ１，Ｋ１）Ｅｘｔ２Ａ（Ｃ１，Ｋ２）Ｅｘｔ１Ａ（Ｃ，Ｋ２）＝０，
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由引理２１知 Ｃ１∈ｃｏｇｅｎＴ。从而有正合列

０→Ｃ１→Ｔ１→Ｃ２→０， （１）

其中 Ｃ１→Ｔ１是 Ｃ１的极小左 ａｄｄＴ逼近，Ｃ２∈⊥Ｔ。对 Ｃ２重复 Ｃ１的过程，如此继续下去，得到无限多的正
合列（ｉ）。将这些正合列连接在一起，得到正合列

０→Ｃ→Ｔ０→Ｔ１→…，
即 Ｃ∈ＸＴ。

定理 ２２ 设 Ｃ是自正交模，Ｔ∈ＣＸ且∞ｐｒｅｓ（Ｔ）Ｃ⊥。则∞ｐｒｅｓ（Ｔ）ＣＸ。
证明 任意取 Ｍ∈∞ｐｒｅｓ（Ｔ）。从而有正合列

０→Ｍ１→Ｔ０→Ｍ→０， （＃０）
其中 Ｔ０∈ａｄｄＴ，Ｍ１∈∞ｐｒｅｓ（Ｔ）。因为 Ｔ∈ＣＸ，所以对正合列（＃０）和Ｙ＝ＣＸ用引理 １２，得到正合列０→
Ｕ０→Ｖ０→Ｍ１→０，对某个 Ｕ０∈ＣＸ和 Ｖ０满足正合列

０→Ｖ０→Ｃ０→Ｍ→０， （＃０）

其中 Ｃ０∈ａｄｄＣ。因为 Ｕ０∈Ｃ⊥和 Ｍ１∈∞ｐｒｅｓ（Ｔ）Ｃ⊥，所以 Ｖ０∈Ｃ⊥。考虑下列ｐｕｌｌｂａｃｋ图：

０ ０
↓ ↓
Ｍ２ ＝ Ｍ２
↓ ↓

０ → Ｕ０ → Ｘ → Ｔ１ → ０

‖ ↓ ↓
０ → Ｕ０ → Ｖ０ → Ｍ１ → ０，

↓ ↓
０ ０

其中 Ｔ１∈ａｄｄＴ，Ｍ２∈∞ｐｒｅｓ（Ｔ）。注意到 Ｕ０∈ＣＸ和 Ｔ１∈ＣＸ。由ＣＸ关于扩张封闭，从而 Ｘ∈ＣＸ。对正
合列

０→Ｍ２→Ｘ→Ｖ０→０ （＃１）
重复（＃０）的过程，如此继续下去，得到无限多的正合列（＃ｉ）。再将它们连在一起得到

…→Ｃ１→
ｆ１
Ｃ０→

ｆ０
Ｍ→０，

其中任意 ｉ≥０，Ｃｉ∈ａｄｄＣ，Ｋｅｒｆｉ∈Ｃ⊥。因此 Ｍ∈ＣＸ。
下面给出满足ｄｉｍａｄｄＣ（Ｔ）＜∞的ＷＣ倾斜模Ｔ是Ｃ倾斜模的一个充分条件。
定理 ２３ 设 Ｔ是ＷＣ倾斜模且Ｔ∈ａｄ^ｄＣ。
（１）如果ｓｕｐ｛ｄｉｍａｄｄＣ（Ｍ）｜Ｍ∈ａｄ^ｄＣ｝＝ｎ＜∞，则 Ｔ是Ｃ倾斜模。
（２）如果 ｉｄＡＣ＜∞，则 Ｔ是Ｃ倾斜模。
证明 （１）因为 Ｃ∈ＸＴ，所以有正合列

０→Ｃ→
ｆ０
Ｔ０→

ｆ１
Ｔ１→…，

其中任意 ｉ≥０，Ｔｉ∈ａｄｄＴ，Ｋｉ＝Ｃｏｋｅｒｆｉ∈⊥Ｔ。由维数转移得

Ｅｘｔ１Ａ（Ｋｎ，Ｋｎ－１）Ｅｘｔ２Ａ（Ｋｎ，Ｋｎ－２）…Ｅｘｔｎ＋１Ａ （Ｋｎ，Ｃ），
因为 Ｔ∈ａｄ^ｄＣ，由引理１１（４）得 Ｋｉ∈ａｄ^ｄＣ。由题设知道 Ｋｉ∈（ａｄ^ｄＣ）ｎ，所以由引理１１（３）得Ｅｘｔｎ＋１Ａ （Ｋｎ，Ｃ）＝
０，从而Ｅｘｔ１Ａ（Ｋｎ，Ｋｎ－１）＝０。因此正合列

０→Ｋｎ－１→Ｔｎ→Ｋｎ→０
可裂，得 Ｋｎ∈ａｄｄＴ，从而 Ｃ∈ａｄ̌ｄＴ。所以 Ｔ是Ｃ倾斜模。

（２）证明类似（１）。
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下面给出一个是ＷＣ倾斜模但不是Ｃ倾斜模的左Ａ模。
例 ２１ 设 Ａ是由下面箭图和关系给出的Ａｒｔｉｎ代数：
箭图：１· ２·→３·→４· ５·关系：（ｒａｄＡ）２＝０。

Ａ的ＡｕｓｌａｎｄｅｒＲｅｉｔｅｎ箭图如下：
１
２

 

２ １
２
３

  
２
１３

２

  
５
４

３
２
１

  

５ ４
３５
４

    
４
５

３
４

５ 。

其中这些模都是用Ｌｏｅｗｙｓｅｒｉｅｓ来表示。注意到不可分解模２和５出现了两次。

取 Ｃ＝
１
２

２
１３
３

３５
４

４
５
，Ｔ＝Ｄ（ＡＡ）＝

１
２

２
１

２
３

３５
４

４
５
，则 Ｔ是ＷＣ倾斜模，但不是 Ｃ倾斜模。
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