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摘要：Ｇ的一个子图集合称为相互独立的或顶点不相交的，如果它们中的任何两个子图在 Ｇ中没有公共顶点。对
于二部图，给出了 ｋ个含指定顶点的独立４圈的最小度条件。
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０ 引言

本文只考虑简单无向有限图。文中未提到的术语及概念请参考文献［１］。给定图 Ｇ，分别用 Ｖ（Ｇ）和
Ｅ（Ｇ）表示图 Ｇ的顶点集和边集，用 ｄＧ（ｖ）和δ（Ｇ）分别表示顶点 ｖ在Ｇ中的度数和 Ｇ的最小度。对于

Ｖ（Ｇ）的子集 Ｕ，〈Ｕ〉表示由 Ｕ导出的Ｇ的子图。Ｇ的一个子图集合称为相互独立的或顶点不相交的，如果
它们中的任何元素在 Ｇ中没有公共顶点。若存在 Ｖ（Ｇ）的两个不交子集 Ｖ１、Ｖ２，使得 Ｖ（Ｇ）＝Ｖ１∪Ｖ２，且 Ｇ
的所有边均有一个端点在 Ｖ１内，另一个端点在 Ｖ２内，则称 Ｇ为二部图。记为 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２；Ｅ（Ｇ）），简记为

Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２）。如果｜Ｖ１｜＝｜Ｖ２｜，则称 Ｇ为均衡二部图。并定义σ１，１（Ｇ）＝ｍｉｎ｛ｄＧ（ｘ）＋ｄＧ（ｙ）｜ｘ∈Ｖ１，ｙ∈

Ｖ２，ｘｙＥ（Ｇ）｝。
本文主要讨论了二部图中含指定顶点的独立圈问题。如无特殊说明，图 Ｇ均是指均衡二部图。长为４

的圈称为４圈。对于一个二部图来说，４圈是最小的圈，它在图的圈理论中有着重要的地位。
ＨａｊｉｍｅＭａｔｓｕｍｕｒａ在［２］中给出了二部图中含指定边的独立４圈的两个度条件：
定理 １［２］ 设 ｋ≥１，１≤ｓ≤ｋ，ｎ≥２ｋ，如果

σ１，１（Ｇ）≥ｍａｘ「
４ｎ＋２ｓ－１

３ ?，「
２ｎ－１
３ ?＋２{ }ｋ，
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那么对任意给定的 ｋ条独立边ｅ１，ｅ２，…，ｅｋ，Ｇ含ｋ个独立圈Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｋ使得ｅｉ∈Ｅ（Ｃｉ），｜Ｃｉ｜≤６，且
｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｋ｝中至少含有 ｓ个４圈。

定理 ２［２］ 设 ｋ≥１，０≤ｓ≤ｋ，ｎ≥２ｋ。如果

δ（Ｇ）≥ｍａｘ「
２ｎ＋２ｋ＋ｓ

４ ?，「
２ｎ＋４ｋ
５{ }?，

那么对任意给定的 ｋ条独立边ｅ１，ｅ２，…，ｅｋ，Ｇ含ｋ个独立圈Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｋ使得ｅｉ∈Ｅ（Ｃｉ），｜Ｃｉ｜＝４（１≤ｉ≤
ｓ），｜Ｃｉ｜≤６（ｓ＋１≤ｉ≤ｋ）。
文献［２］中，作者还分别给出了例子说明定理１和定理２中的度条件是最好的。关于二部图有２因子含

长为４或６的圈覆盖给定边集或点集的结果请见文献［３６］。
本文主要证明了下面的定理：

定理 ３ 设 ｋ≥２，１≤ｓ≤ｋ，ｎ≥２ｋ＋１。如果

σ１，１（Ｇ）≥ｍａｘ「
４ｎ＋ｓ＋１
３ ?，ｎ＋{ }ｋ，

那么对任给的 ｋ个顶点ｖ１，ｖ２，…，ｖｋ，Ｇ含ｋ个独立圈Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｋ使得：ｖｉ∈Ｖ（Ｃｉ），｜Ｃｉ｜≤６，且｛Ｃ１，Ｃ２，
…，Ｃｋ｝中至少有 ｓ个４圈。

１ 定理３的证明

下面的证明过程中还会用到一个概念 Ｃ［ｕ，ｖ］。给圈 Ｃ指定一个方向，则 Ｃ［ｕ，ｖ］表示圈 Ｃ上从ｕ到ｖ
的一部分（含 ｕ，ｖ两点）。Ｃ［ｕ，ｖ）＝Ｃ［ｕ，ｖ］－｛ｖ｝，Ｃ（ｕ，ｖ）＝Ｃ［ｕ，ｖ］－｛ｕ，ｖ｝。

设 Ｔ＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｋ｝是 Ｇ的一个顶点集合，圈 Ｃ称为Ｇ的点可容纳圈，如果｜Ｖ（Ｃ）∩Ｔ｜＝１且｜Ｃ｜≤
６。一个独立圈集｛Ｃ１，…，Ｃｒ｝（ｒ≤ｋ）称为点可容纳的，如果每个 Ｃｉ都是点可容纳的。

证明定理３之前先给出一个引理：
引理 １ 设 Ｃ是均衡二部图Ｇ中的一个圈，ｘ∈Ｖ（Ｃ），ｕ∈Ｖ（Ｇ－Ｃ）∩Ｖ１，ｖ∈Ｖ（Ｇ－Ｃ）∩Ｖ２。如果

ｄＣ（ｕ）＋ｄＣ（ｖ）≥
｜Ｃ｜
２ ＋２，那么：〈Ｖ（Ｃ）∪｛ｖ｝〉含过 ｘ且比Ｃ短的圈，或者存在 ｗ∈ＮＣ（ｕ）使得〈Ｖ（Ｃ）∪

｛ｖ｝－｛ｗ｝〉含一个过 ｘ的圈。

证明 假设 ｄＣ（ｖ）≥３。不妨设｛ａ，ｂ，ｃ｝ＮＣ（ｖ）。则圈 Ｃ可分为３段 Ｃ［ａ，ｂ］，Ｃ（ｂ，ｃ］，Ｃ（ｃ，ａ），且

ｘ必然属于这３段之一。不失一般性，设 ｘ∈Ｃ［ａ，ｂ］，则〈Ｃ［ａ，ｂ］∪｛ｖ｝〉可形成一个过 ｘ且比 Ｃ短的圈。

所以 ｄＣ（ｖ）≤２。因为 ｄＣ（ｕ）＋ｄＣ（ｖ）≥
｜Ｃ｜
２ ＋２，所以有 ｄＣ（ｖ）＝２，ｄＣ（ｕ）＝

｜Ｃ｜
２。这说明 ＮＣ（ｕ）＝Ｖ（Ｃ）∩

Ｖ２。设 ＮＣ（ｖ）＝｛ａ，ｂ｝，且 ｘ∈Ｖ（Ｃ［ｂ，ａ］）。任取 ｗ∈ＮＣ（ｕ）∩Ｃ（ａ，ｂ），则〈Ｖ（Ｃ）∪｛ｖ｝－｛ｗ｝〉含一个过 ｘ
且与 Ｃ等长的圈。引理１得证。

定理３的证明 设 Ｇ是满足定理３条件但不符合其结论的含极大边的一个均衡二部图。设 ｖｉ∈Ｖ（Ｇ）
（１≤ｉ≤ｋ）是 Ｇ中任意ｋ个顶点。显然，Ｇ不是完全二部图。则在 Ｇ中必然存在两个不相交的点ｘ∈Ｖ１，

ｙ∈Ｖ２。设 Ｇ′是由Ｇ加上一条新边ｘｙ而得到。则 Ｇ′含ｋ个点可容纳圈 ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｋ｝，且｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｋ｝
中至少有 ｓ个４圈。不失一般性，设 ｘｙ∈Ｅ（Ｃｋ）。那么 Ｇ含ｋ－１个点可容纳圈｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｋ－１｝，且｛Ｃ１，

Ｃ２，…，Ｃｋ－１｝中至少有 ｓ－１个 ４圈。选择满足上述条件的圈｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｋ－１｝使∑
ｋ－１

ｉ＝１
｜Ｃｉ｜尽可能小，并设

ｖｉ∈Ｖ（Ｃｉ）（１≤ｉ≤ｋ－１）。
令 Ｌ＝〈∪ｋ－１

ｉ＝１Ｖ（Ｃｉ）〉，Ｍ＝Ｇ－Ｌ，｜Ｍ｜＝２ｍ。显然 ｄＭ（ｖｋ）＞０。任取 ｖ′ｋ∈ＮＭ（ｖｋ），令 Ｄ＝Ｍ－｛ｖｋ，
ｖ′ｋ｝，则｜Ｄ｜≥２。不失一般性，设 ｖｋ∈Ｖ１。
根据｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｋ－１｝中４圈的个数，分两种情况来讨论。
情况 １ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｋ－１｝中至少含 ｓ个４圈。
命题 １ ｄＤ（ｖｋ）＞０，ｄＤ（ｖ′ｋ）＞０。
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证明 假设 ｄＤ（ｖｋ）＝０。任取 ｚ∈Ｖ（Ｄ）∩Ｖ２，则 ｄＭ（ｖｋ）＋ｄＭ（ｚ）≤１＋（ｍ－１）＝ｍ。因为σ１，１（Ｇ）＞

ｍａｘ「４ｎ＋ｓ＋１３ ?，ｎ＋{ }ｋ，所以：当 ｎ≥３ｋ时，
ｄＬ（ｖｋ）＋ｄＬ（ｚ）≥

４ｎ＋ｓ＋１
３ －ｍ＝（ｎ－ｍ）＋（ｋ－１）＋ｎ３－ｋ＋

４＋ｓ
３ ＝

∑
ｋ－１

ｉ＝１
（
｜Ｃｉ｜
２ ＋１）＋ｎ３－ｋ＋

４＋ｓ
３ ＞∑

ｋ－１

ｉ＝１
（
｜Ｃｉ｜
２ ＋１）。

当 ｎ≤３ｋ时，

ｄＬ（ｖｋ）＋ｄＬ（ｚ）≥（ｎ＋ｋ）－ｍ＝（ｎ－ｍ）＋（ｋ－１）＋１＞∑
ｋ－１

ｉ＝１
（
｜Ｃｉ｜
２ ＋１）。

所以一定存在 Ｃｉ（１≤ｉ≤ｋ－１）使得：ｄＬ（ｖｋ）＋ｄＬ（ｚ）≥
｜Ｃｉ｜
２ ＋２。根据引理 １，一定存在 ｗ∈ＮＣｉ（ｖｋ）使得

〈Ｖ（Ｃｉ）∪｛ｚ｝－｛ｗ｝〉含一个过点 ｖｉ的圈。所以假设不成立，从而 ｄＤ（ｖｋ）＞０。同理可证，ｄＤ（ｖ′ｋ）＞０。命题

１得证。

任取两点 ｚ∈ＮＤ（ｖｋ），ｚ′∈ＮＤ（ｖ′ｋ）。显然 ｚｚ′Ｅ（Ｇ）。下面根据｜Ｄ｜的范围分两种情况来讨论。
情况 １１ ｜Ｄ｜≥４。
命题 ２ ｄＤ（ｚ）＞０，ｄＤ（ｚ′）＞０。
证明 假设 ＮＤ（ｚ）＝。任取 ｗ∈Ｖ（Ｄ）∩Ｖ１－｛ｚ′｝，则：

ｄＭ（ｚ）＋ｄＭ（ｗ）≤１＋（ｍ－１）＝ｍ。
其余证明与命题１相似。命题２得证。

任取 ｗ∈ＮＤ（ｚ），ｗ′∈ＮＤ（ｚ′），令：

Ｄ１＝ＮＤ（ｖ′ｋ）∩ＮＤ（ｗ′）－｛ｚ′｝，Ｄ２＝ＮＤ（ｖｋ）∩ＮＤ（ｗ）－｛ｚ｝。
显然，｜Ｄｉ｜≤ｍ－３，ｉ＝１，２。

命题 ３ ｜Ｄ１｜＋｜Ｄ２｜≤ｍ－３。
证明 假设｜Ｄ１｜＋｜Ｄ２｜≥ｍ－２，则 Ｄ１≠，Ｄ２≠。否则可以找到满足定理３的圈 Ｃｋ。任取 ｕ∈Ｄ２，

ｕ′∈Ｄ１。因为 ＮＤ１（ｕ）＝，ＮＤ２（ｕ′）＝，所以：

ｄＭ（ｕ）＋ｄＭ（ｕ′）≤（ｍ－｜Ｄ１｜－１）＋（ｍ－｜Ｄ２｜－１）＝２ｍ－（｜Ｄ１｜＋｜Ｄ２｜）－２≤２ｍ－（ｍ－２）－２＝ｍ。

类似于命题１的证明可知：一定存在 Ｃｉ（１≤ｉ≤ｋ－１）使得：ｄＣｉ（ｕ）＋ｄＣｉ（ｕ′）≥
｜Ｃｉ｜
２ ＋２。根据引理１，

可以通过边的替换找到新的圈 Ｃ′ｉ而使｜Ｄ１｜＋｜Ｄ２｜减小。命题３得证。

令 Ｓ＝｛ｖｋ，ｖ′ｋ，ｚ，ｚ′，ｗ，ｗ′｝，因为 ＮＤ（ｖｋ）∪ＮＤ（ｗ( )）∩ＮＤ（ｚ′）＝， ＮＤ（ｖ′ｋ）∪ＮＤ（ｗ′( )）∩ＮＤ（ｚ）＝
，所以：

ｄＭ（Ｓ）＝２｜Ｅ（Ｇ）∩｛ｖｋｖ′ｋ，ｖｋｚ，ｖ′ｋｚ′，ｚ′ｗ′，ｗｚ｝｜＋｜Ｅ（Ｓ，Ｍ－Ｓ）｜＝
１０＋｜Ｅ（Ｓ，Ｍ－Ｓ）｜≤１０＋｜Ｍ－Ｓ｜＋｜Ｄ１｜＋｜Ｄ２｜≤
１０＋２（ｍ－３）＋（ｍ－３）＝３ｍ＋１。

于是得到：

ｄＬ（Ｓ）≥３（ｎ＋ｋ）－（３ｍ＋１）＝３（ｎ－ｍ）＋３（ｋ－１）＋２＝∑
ｋ－１

ｉ＝１
（
３
２｜Ｃｉ｜＋３）＋２＞∑

ｋ－１

ｉ＝１
（
３
２｜Ｃｉ｜＋３）。

这说明一定存在 Ｃｉ（１≤ｉ≤ｋ－１）使得：ｄＣｉ（Ｓ）≥
３
２｜Ｃｉ｜＋４。先假设 ｖｉ∈Ｖ１。

（１）假设 Ｃｉ＝ｖｉｖ′ｉａａ′ｖｉ，则有 ｄＣｉ（Ｓ）≥１０。

若｛ｗａ′，ｖ′ｋａ，ｖｉｗ′，ｚ′ｖｉ｝Ｅ（Ｇ），则〈Ｓ∪Ｖ（Ｃｉ）〉包含两个点可容纳圈 ｖｋｖ′ｋａａ′ｗｚｖｋ和 ｖｉｖ′ｉｚ′ｗ′ｖｉ。所以

｜Ｅ（Ｇ）∩｛ｗａ′，ｖ′ｋａ，ｖｉｗ′，ｚ′ｖｉ｝｜≤３。同理可证 ｜Ｅ（Ｇ）∩｛ｗ′ａ，ｖｋａ′，ｖ′ｉｗ，ｚｖｉ｝｜≤３。于是｛ｖｋｖ′ｉ，ｖ′ｋｖｉ，ｚａ，

ｚ′ａ′｝Ｅ（Ｇ），这样又可以在〈Ｓ∪Ｖ（Ｃｉ）〉中找到两个点可容纳圈：ｖｋｖ′ｋｚ′ａ′ｗｚｖｋ和 ｖｉｖ′ｉａｗ′ｖｉ。
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（２）假设 Ｃｉ＝ｖｉｖ′ｉａ′ｂｂ′ａｖｉ，则有 ｄＣｉ（Ｓ）≥１３。

由｜Ｌ｜的极小性知，对任意 ｘ∈Ｓ－｛ｖｋ｝都有：ｄＣｉ（ｘ）≤２。所以 ｄＣｉ（Ｓ）＝１３。从而对任意 ｘ∈Ｓ－｛ｖｋ｝都

有：ｄＣｉ（ｘ）＝２，且 ｄＣｉ（ｖｋ）＝３。则 ＮＣｉ（ｖｋ）∩ＮＣｉ（ｚ′( )）∩｛ａ，ｂ｝≠。不妨设 ａ∈ ＮＣｉ（ｖｋ）∩ＮＣｉ（ｚ′( )），则
ｖｋｖ′ｋｚ′ａｖｋ是一个比Ｃｉ短的点可容纳圈。
因为上述证明中所找到的新的点可容纳圈中，点 ｖｉ和ｖ′ｉ都属于同一个圈，所以由 ｖｉ和ｖ′ｉ的对称性，对

于 ｖｉ∈Ｖ２的情况也得到了证明。
情况 １２ ｜Ｄ｜＝２。
命题 ４ 存在４圈Ｃｉ（１≤ｉ≤ｋ－１）使得：ｄＣｉ（ｚ）＝ｄＣｉ（ｚ′）＝２。

证明 因为 ｄＭ（ｚ）＝ｄＭ（ｚ′）＝１，所以：

ｄＬ（ｚ）＋ｄＬ（ｚ′）≥（ｎ＋ｋ）－２＝（ｎ－２）＋（ｋ－１）＋１＞∑
ｋ－１

ｉ＝１
（
｜Ｃｉ｜
２ ＋１）。

这说明一定存在 Ｃｉ（１≤ ｉ≤ｋ－１）使得：ｄＣｉ（｛ｚ，ｚ′｝）≥
｜Ｃｉ｜
２ ＋２。另一方面，又由 ｜Ｌ｜的极小性知，

ｄＣｉ（｛ｚ，ｚ′｝）≤４。所以｜Ｃｉ｜＝４，且 ｄＣｉ（ｚ）＝ｄＣｉ（ｚ′）＝２。从而证明了命题４。

不失一般性，设 ｄＣ１（ｚ）＝ｄＣ１（ｚ′）＝２，且 Ｃ１＝ｖ１ｖ′１ｗｗ′ｖ１。令 Ｌ′＝Ｌ－Ｃ１，Ｍ′＝Ｇ－Ｌ′，Ｓ＝｛ｖｋ，ｖ′ｋ，ｚ′，

ｚ，ｗ，ｗ′｝。因为 Ｍ′中不存在两个分别过 ｖｋ，ｖ１的点可容纳圈，所以 ｖｋｗ′，ｖ′ｋｗ，ｚ′ｚＥ（Ｇ），故ｄＧ（Ｓ）≥
３（ｎ＋ｋ）＝３ｎ＋３ｋ。由｜Ｌ｜的极小性知，对任意的 ｘ∈Ｓ，ｄＭ′（ｘ）≤３。所以 ｄＭ′（Ｓ）≤１８。从而：

ｄＬ′（Ｓ）＞３ｎ＋３ｋ－１８＝（２ｎ－８）＋（５ｋ－１０）＋（ｎ－２ｋ）＞∑
ｋ－１

ｉ＝２
（｜Ｃｉ｜＋５）。

这说明一定存在 Ｃｉ（２≤ｉ≤ｋ－１）使得：ｄＣｉ（Ｓ）≥｜Ｃｉ｜＋６。

（１）如果 Ｃｉ＝ｖｉｖ′ｉａ′ａｖｉ，则 ｄＣｉ（Ｓ）≥１０。

先假设 ｖ１∈Ｖ１，ｖｉ∈Ｖ１。
首先设 ｄＣｉ（｛ｖ′ｋ，ｚ，ｗ′｝）＝６。若 ｄＣｉ（ｖｋ）＝０，则必有 ｄＣｉ（｛ｚ′，ｗ｝）＝４，从而可以找到３个点可容纳圈：

ｖｋｖ′ｋａ′ｚｖｋ，ｖ１ｖ′１ｗｗ′ｖ１和 ｖｉｖ′ｉｚ′ａｖｉ。如果 ｖｋａ∈Ｅ（Ｇ），那么可找到３个点可容纳圈：ｖｋｖ′ｋａ′ａｖｋ，ｖ１ｖ′１ｚ′ｗ′ｖ１和

ｖｉｖ′ｉｗｚｖｉ。所以 ｖｋａＥ（Ｇ），从而有 ｄＣｉ（｛ｚ′，ｗ｝）≥３。由 ｚ′与 ｗ的对称性，不妨设 ｄＣｉ（ｗ）＝２，于是又可找

到３个点可容纳圈：ｖｋｖ′ｋａ′ｚｖｋ，ｖｉｖ′ｉｗａｖｉ和 ｖ１ｖ′１ｚ′ｗ′ｖ１。
如果 ｄＣｉ（｛ｖｋ，ｚ′，ｗ｝）＝６，则 ｄＣｉ（｛ｖ′ｋ，ｚ，ｗ′｝）≥４，如果 ｄＣｉ（ｖ′ｋ）≤１，由 ｗ′和 ｚ的对称性，不妨设

ｄＣｉ（ｗ′）＝２，于是可以找到３个点可容纳圈：ｖｋｖ′ｋｚ′ａｖｋ，ｖｉｖ′ｉａ′ｗ′ｖｉ和 ｖ１ｖ′１ｗｚｖ１。所以 ｄＣｉ（ｖ′ｋ）＝２，于是可以

找到３个点可容纳圈：ｖｋｚｗａｖｋ，ｖｉｖ′ｉａ′ｖ′ｋｖｉ和ｖ１ｖ′１ｚ′ｗ′ｖ１。
因为上面所找到的点可容纳圈中，点 ｖ１和 ｖ′１都包含于同一个圈中，点 ｖｉ和ｖ′ｉ也都包含于同一个圈

中，所以 ｖ１和 ｖ′１具有对称性，ｖｉ和ｖ′ｉ也具有对称性，所以不管 ｖ１和 ｖｉ属于二部图中的哪一分支，都可以
得到要证的结论。

下面假设 ｄＣｉ（｛ｖｋ，ｚ′，ｗ｝）＝ｄＣｉ（｛ｖ′ｋ，ｚ，ｗ′｝）＝５。显然 ＮＣｉ（ｖｋ）∩ＮＣｉ（ｚ′( )）≠。不失一般性，设 ｖ′ｉ∈
ＮＣｉ（ｖｋ）∩ＮＣｉ（ｚ′( )）。又由 ｗ′与ｚ的对称性，不妨设 ｄＣｉ（ｚ）＝２，于是可以找到３个点可容纳圈：ｖ１ｖ′１ｗｗ′ｖ１，
ｖｋｖ′ｋｚ′ｖ′ｉｖｋ，ｖｉｚａ′ａｖｉ。
因为上面所找到的点可容纳圈中，点 ｖ１和 ｖ′１都包含于同一个圈中，所以 ｖ１和 ｖ′１具有对称性，所以对

于 ｖ１∈Ｖ２，ｖｉ∈Ｖ１的情况也得到了证明。下面假设 ｖ１∈Ｖ１，ｖｉ∈Ｖ２。
如果 ｖｋｖｉ∈Ｅ（Ｇ）。又设 ｖ′ｋａ∈Ｅ（Ｇ），由 ｗ′和ｚ的对称性，不妨设 ｄＣｉ（ｚ）＝２，于是可以找到３个点可容

纳圈：ｖｋｖ′ｋａｚｖｋ，ｖｉｖ′ｉａ′ｚ′ｖｉ和ｖ１ｖ′１ｗｗ′ｖ１。若 ｖ′ｋａＥ（Ｇ），则 ｖ′ｋｖ′ｉ∈Ｅ（Ｇ），同样可以找到３个点可容纳圈。
所以 ｖｋｖ′ｉＥ（Ｇ）。假设 ｖ′ｋａ∈Ｅ（Ｇ），那么可以找到点可容纳圈：ｖｋｖ′ｋａｚｖｋ，ｖｉｖ′ｉａ′ｚ′ｖｉ和 ｖ１ｖ′１ｗ′ｗｖ１。所以
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ｖ′ｋａＥ（Ｇ），从而 ｖｋｖｉ∈Ｅ（Ｇ），这样同样可以得到３个点可容纳圈。
下设 ｖ１∈Ｖ２，ｖｉ∈Ｖ２。
如果 ｖｋａ′∈Ｅ（Ｇ），不妨设 ｄＣｉ（ｚ′）＝２。又知 ｄＣｉ（ｖ′ｋ）≥１，不妨设 ｖ′ｋｖ′ｉ∈Ｅ（Ｇ）。由 ｗ和ｚ的对称性，不

妨设 ｄＣｉ（ｗ）＝２，于是〈Ｖ（Ｃ１）∪Ｖ（Ｃｉ）∪Ｓ〉包含 ３个点可容纳圈：ｖｋｖ′ｋｚ′ａ′ｖｋ，ｖｉｖ′ｉｗａｖｉ和ｖ１ｖ′１ｚｗ′ｖ１。所以

ｖｋａ′Ｅ（Ｇ），从而 ｖｋｖｉ∈Ｅ（Ｇ）。因为 ｄＣｉ（｛ｗ，ｖ′ｋ，ｚ｝）＝５，所以 ＮＣｉ（ｖ′ｋ）∩ＮＣｉ（ｚ）≠。不妨设｛ｖ′ｋｖ′ｉ，

ｚｖ′ｉ｝Ｅ（Ｇ），则可找到３个点可容纳圈：ｖｋｖ′ｋｖ′ｉｚｖｋ，ｖｉａａ′ｚ′ｖｉ和 ｖ１ｖ′１ｗｗ′ｖ１。
（２）如果 Ｃｉ＝ｖｉｖ′ｉａ′ａｂｂ′ｖｉ，且 ｄＣｉ（Ｓ）≥１２。

先设 ｖ１∈Ｖ１，ｖｉ∈Ｖ１，对于其它情况可类似地证明。
显然 ｄＣｉ（｛ｖｋ，ｖ′ｋ，ｚ′，ｚ｝）≥１２－ｄＣｉ（｛ｗ，ｗ′｝）≥１２－６＝６。如果 ｚｖｉ∈Ｅ（Ｇ），那么｜Ｅ（Ｇ）∩｛ｚａ′，ｚｂ｝｜＝

０，否则可以找到过点 ｖｉ且比Ｃｉ短的点可容纳圈。同理，若 ｖｋｖｉ∈Ｅ（Ｇ），则｜Ｅ（Ｇ）∩｛ｖ′ｋａ′，ｖ′ｋｂ｝｜＝０。同

时，如果存在 ｘ∈｛ａ′，ｂ｝使得｛ｖ′ｋｘ，ｚｘ｝Ｅ（Ｇ），那么可以找到过 ｖｋ且比 Ｃｉ短的点可容纳圈：ｖｋｖ′ｋｘｚｖｋ。所

以 ｄＣｉ（｛ｖ′ｋ，ｚ｝）≤３，且此不等式取等号时有两种可能：｛ｖ′ｋｖｉ，ｚａ′，ｚｂ｝Ｅ（Ｇ）或｛ｖ′ｋａ′，ｖ′ｋｂ，ｚｖｉ｝Ｅ（Ｇ）。

所以 ｄＣｉ（｛ｖｋ，ｚ′｝）≥３。若存在 ｙ∈｛ｖ′ｉ，ａ，ｂ′｝，使得｛ｖｋｙ，ｚ′ｙ｝Ｅ（Ｇ），则可找到比 Ｃｉ短的点可容纳圈：

ｖｋｙｚ′ｖ′ｋｖｋ。所以 ｄＣｉ（｛ｖｋ，ｚ′｝）＝ｄＣｉ（｛ｖ′ｋ，ｚ｝）＝３。不失一般性，设｛ｖ′ｋａ′，ｖ′ｋｂ，ｚｖｉ｝Ｅ（Ｇ）。显然，ｄＣｉ（ｚ′）≤

２且 ｄＣｉ（ｖｋ）≤２，否则可找到比 Ｃｉ短的点可容纳圈。假设 ｖｋｖ′ｉＥ（Ｇ）。若｛ｖｋａ，ｖｋｂ′｝Ｅ（Ｇ），则圈

ｖｋａｂｂ′ｖｋ比 Ｃｉ短。不妨设 ｖｋａ∈Ｅ（Ｇ），则｛ｚ′ｖ′ｉ，ｚ′ｂ′｝Ｅ（Ｇ），那么圈 ｖｉｖ′ｉｚ′ｂ′ｖｉ也比 Ｃｉ短。所以 ｖｋｖ′ｉ∈Ｅ
（Ｇ），从而可以找到比 Ｃｉ短的点可容纳圈：ｖｋｖ′ｋａ′ｖ′ｉｖｋ。

这样就完成了情况１的证明。
情况 ２ ｛Ｃ１，…，Ｃｋ－１｝中恰好有 ｓ－１个４圈。
假设｜Ｃｉ｜＝４（１≤ｉ≤ｓ－１），｜Ｃｉ｜＝６（ｓ≤ｉ≤ｋ－１）。这样就有：｜Ｌ｜＝４（ｓ－１）＋６（ｋ－ｓ）＝６ｋ－２ｓ－４，

｜Ｍ｜＝２ｍ＝２ｎ－６ｋ＋２ｓ＋４。显然，ｄＭ（ｖｋ）＞０。任取 ｖ′ｋ∈ＮＭ（ｖｋ）。

命题 ５ ｄＭ（ｖｋ）≥
ｎ－３ｋ＋ｓ＋５

３ ，ｄＭ（ｖ′ｋ）≥
ｎ－３ｋ＋ｓ＋５

３ 。

证明 假设 ｄＭ（ｖｋ）≤
ｎ－３ｋ＋ｓ＋４

３ 。因为 ｍ＝ｎ－３ｋ＋ｓ＋２，所以：

ｍ－ｄＭ（ｖｋ）≥（ｎ－３ｋ＋ｓ＋２）－
ｎ－３ｋ＋ｓ＋４

３ ＝２ｎ－６ｋ＋２ｓ＋２３ ＝２ｍ－２３ ＞０。

从而 Ｖ（Ｄ）∩Ｖ２－ＮＧ（ｖｋ）≠。任取 ｚ∈Ｖ（Ｄ）∩Ｖ２－ＮＧ（ｖｋ），则有：

ｄＭ（ｖｋ）＋ｄＭ（ｚ）≤
ｎ－３ｋ＋ｓ＋５

３ ＋（ｍ－１）＝ｎ－３ｋ＋ｓ＋２３ ＋ｍ。

故 ｄＬ（ｖｋ）＋ｄＬ（ｚ）≥
４ｎ＋ｓ＋１
３ －ｎ－３ｋ＋ｓ＋２３ －ｍ＝ｎ＋ｋ－１３－ｍ＝

（ｎ－ｍ）＋（ｋ－１）＋２３＞∑
ｋ－１

ｉ＝１
（
｜Ｃｉ｜
２ ＋１）。

所以一定存在 Ｃｉ（１≤ｉ≤ｋ－１）使得：ｄＣｉ（｛ｖｋ，ｚ｝）≥
｜Ｃｉ｜
２ ＋２。根据引理１，可以通过顶点的替换而使 ｄＭ（ｖｋ）

增大。

同理可证，ｄＭ（ｖ′ｋ）≥
ｎ－３ｋ＋ｓ＋５

３ 。这样就完成了命题５的证明。

任取 ｚ∈ＮＭ（ｖｋ），ｚ′∈ＮＭ（ｖ′ｋ）。
命题 ６ 存在 Ｃｉ（１≤ｉ≤ｋ－１），使得｜Ｃｉ｜＝４，且 ｄＣｉ（｛ｚ，ｚ′｝）＝４。

证明 由命题５知
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ｄＭ（ｚ）＋ｄＭ（ｚ′）≤（ｍ－ｄＭ（ｖ′ｋ）＋１）＋（ｍ－ｄＭ（ｖｋ）＋１）≤２ｍ－
２（ｎ－３ｋ＋ｓ＋５）

３ ＋２＝

２ｍ－２ｎ－６ｋ＋２ｓ＋４３ ＝４ｍ３。

从而 ｄＬ（ｚ）＋ｄＬ（ｚ′）≥
４ｎ＋ｓ＋１
３ －４ｍ３＝

２
３（２ｎ－２ｍ）＋

ｓ＋１
３ ＝２３（６ｋ－２ｓ－４）＋

ｓ＋１
３ ＝

（４ｋ－ｓ－３）＋２３＝３（ｓ－１）＋４（ｋ－ｓ）＋
２
３＝

∑
ｓ－１

ｉ＝１
（
｜Ｃｉ｜
２ ＋１）＋∑

ｋ－１

ｉ＝ｓ
（
｜Ｃｉ｜
２ ＋１）。

这说明一定存在 Ｃｉ（１≤ｉ≤ｋ－１），使得 ｄＣｉ（ｚ）＋ｄＣｉ（ｚ′）≥
｜Ｃｉ｜
２ ＋２。另一方面，由｜Ｌ｜的极小性知，ｄＣｉ（｛ｚ，

ｚ′｝）≤４。所以｜Ｃｉ｜＝４，且 ｄＣｉ（ｚ）＝ｄＣｉ（ｚ′）＝２。这样就完成了命题６的证明。

不失一般性，设 ｄＣ１（｛ｚ，ｚ′｝）＝４，且 Ｃ１＝ｖ１ｖ′１ｗ′ｗｖ１。令 Ｌ′＝Ｌ－Ｃ１，Ｍ′＝Ｇ－Ｌ′，Ｓ＝｛ｖｋ，ｖ′ｋ，ｚ，ｚ′，ｗ，

ｗ′｝，Ｄ′＝Ｍ′－Ｓ－｛ｖ１，ｖ′１｝。
命题 ７ 存在 Ｃｉ（２≤ｉ≤ｋ－１），使得 ｄＣｉ（Ｓ）≥｜Ｃｉ｜＋６。

证明 因为 ｄＭ′（Ｓ）≤１８＋２｜Ｄ′｜＝１８＋２（２ｎ－６ｋ＋２ｓ）＝４ｎ－１２ｋ＋４ｓ＋１８。所以：

ｄＬ′（Ｓ）＞３×
４ｎ＋ｓ＋１
３ －（４ｎ－１２ｋ＋４ｓ＋１８）＝１２ｋ－３ｓ－１７＝（１１ｋ－２ｓ－１８）＋（ｋ－ｓ＋１）＞１１ｋ－２ｓ－１８。

另一方面，

∑
ｋ－１

ｉ＝２
（｜Ｃｉ｜＋５）＝｜Ｌ′｜＋５（ｋ－２）＝（６ｋ－２ｓ－８）＋５ｋ－１０＝１１ｋ－２ｓ－１８。

所以，ｄＬ′（Ｓ）＞∑
ｋ－１

ｉ＝２
（｜Ｃｉ＋５｜）。这说明一定存在 Ｃｉ（２≤ｉ≤ｋ－１），使得 ｄＣｉ（Ｓ）≥｜Ｃｉ｜＋６。

剩余部分的证明与情况１２的证明类似，这里不再赘述。
至此完成了定理３的证明。

参考文献：

［１］ＢＯＮＤＹＪＡ，ＭＵＲＴＹＵＳＲ．Ｇｒａｐｈｔｈｅｏｒｙｗｉｔｈａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ［Ｍ］．Ｌｏｎｄｏｎ：Ｍａｃｍｉｌｌａｎ，１９７６．
［２］ＨａｊｉｍｅＭａｔｓｕｍｕｒａ．Ｖｅｒｔｅｘｄｉｓｊｉｏｎｔ４ｃｙｃｌｅｓｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｓｐｅｃｉｆｉｅｄｅｄｇｅｓｉｎｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈ［Ｊ］．ＤｉｓｃｒｅｔｅＭａｔｈ，２００５，２９７：７８９０．
［３］ＷＡＮＧＨ．Ｐｒｏｏｆｏｆａｃｏｎｊｅｃｔｕｒｅｏｎｃｙｃｌｅｓｉｎａｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈ［Ｊ］．Ｊ．ＧｒａｐｈＴｈｅｏｒｙ，１９９９，３１：３３３３４３．
［４］ＹＡＮＪ，ＬＩＵＧＺ．Ｏｎ２ｆａｃｔｏｒｓｗｉｔｈｐｒｅｓｃｒｉｂｅｄｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓｉｎａｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈ［Ｊ］．ＡｃｔａＭａｔｈｅｍａｔｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００６，２２（４）：１１１５１１２０．
［５］ＹＡＮＪ，ＬＩＵＧＺ．Ｏｎ２ｆａｃｔｏｒｓｗｉｔｈｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌｓｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｓｐｅｃｉｆｉｅｄｖｅｒｔｉｃｅｓｏｆａｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈ［Ｊ］．ＡｒｓＣｏｍｂｉｎ，２００７，８２：１３３１４４．
［６］ＹＡＮＪ，ＬＩＵＧＺ．Ｖｅｒｔｅｘｄｉｓｊｏｉｎｔｑｕａｄｒｉｌａｔｅｒａｌｓｃｏｎｔａｉｎｉｎｇｓｐｅｃｉｆｉｅｄｅｄｇｅｓｉｎａｂｉｐａｒｔｉｔｅｇｒａｐｈ［Ｊ／ＯＬ］．［２００７１１３０］．ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｓｐｒｉ
ｎｇｅｒｌｉｎｋ．ｃｏｍ／ｃｏｎｔｅｎｔ／ｖ２ｐ５ｘ３６１ｊ４５２０６２７／ｆｕｌｌｔｅｘｔ．ｐｄｆ．

（编辑：李晓红）

６ 山 东 大 学 学 报 （理 学 版） 第４３卷


