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凸单叶调和映射的 Fr6chet可微泛函的极值问题 

王晓瑛 

(西北大学 数学系，陕西 西安 ?10069) 

摘要：惜助一种变分方法，研究了凸单叶调和映射上具有Fr~chet可微泛函的极值问题 ，得到极值 

函数的必要条件 。 
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1 凸单叶调和映射 2 Fr~chet可微泛函 

若 ， 是 区域 Dc C(有限复平面)内的实词和 

函数 ，则祢 f一“+iv是 D内的复词和函数 ，口不 

一 定互为共轭，即 ，不一定解析)。若 D是单连通区 

域，则 f可 以表 示 为 f— h+ ，这 里 h，g ∈ 

H(D)(H(D)指 D 上全体解析函数构成的集台)。 

又若 ，是双方单值 ，，(D)是一个 凸域，则称 ，是凸 

单叶调和映射。 

设 U一 { ：l l< 1}，aU— T，△是有限复平面 

上的凸域，△的边界 r是一条约当曲线，且 0∈△，r 

的极坐标方程为 W —R( )e ，0≤ 0≤ 2Ⅱ。 丁一 r 

是一个保向的单词边界函数，且至少有 3个非共线 

值，从而 可表示为 

e )一 R( (f))e| 。 

其 中0：Eo，2Ⅱ]一 R是单词增加左连续函数 ，且 (2Ⅱ 

一 。)一 (O)≤ 2Ⅱ，我们称这样的函数 0为圆周映 

射，用 表示全体圆周映射构成的集合。 

令 ，(2)一 1 一 

删 ∽ (1) 2 j 
0 Ie 一 I ⋯ ⋯ ⋯ ’ ⋯  

则由文献[1]知，是u到△上的凸单叶保向调和映 

射 。用 F(△)表示所有 由式(1)确定的U到 △上的调 

和映射全体 ，由 Helly选择定理，F(△)是一个 紧的 

正规族，从而 F(△)上的实值连续泛函可以达到最 

大值 。 

设 为F(△)上的复值连续泛函，如果对某 ，∈ 

F(△)以及 ，的任意变分 

一 f+ge+ D(e)， e一 0， 

存在 F(△)上的线性连续泛涵L—L(f·)使得 

( )一 (，)+ eL(，·g)+ D(e)，e 0。 

称 在 ，相对于 F(△)为 Fr~ehet可导，工祢为 在 

，的 Fr&het导数。 ’ 

3 极值函数的必要条件 

定 理 设 △是由约当曲线 r孱成的凸域 ，0∈ 

△，r的极坐标方程为W—R( )e ，0≤0≤2 ，其中 

R具有连续的二阶导数， 是 F(△)上的复值连续泛 

函，且 ReJ(力 一 maxRe{J(g)}，J在 ，关于 F(△) 

具有 Fr~ehet导数 L，0表示 ，对应的圆周映射 ，从而 

f(z)一 1 删 ∽ Ⅶ
。 

令 G0)一l(t)e 。[R ( ( ))+iR( 0))]， 

=  [ ]， 
则极值函数 ，对应的圆周映射0满足以下条件：① 

当 Re{G}在某 区间上符号不变时，0在此区间上为 

常数}②Re{G)在 0的任何两个跳跃点之间积分值 

为零 。 

证 明 因为 F(△)是 一个紧 的正规族 ， 是 

F(△)上的复值连续泛函， 所 以在 F(△)上可达到 
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Re{‘，)的最 大值。设 ，∈ F( )，且 ReJ(力 一 

maxRe{‘，(g))，，对应的圆周映射为 O)，其中0≤ 

0< 2 ，所 以 

㈤一去 删∽ 
现在我们假设构造0的一个变分族 0 ∈K。 

0’一 0+ e + O( )。 (2) 

其中 I eI是充分小的实数，对应于0 的调和函数为 

f )一去 R(0 ))eie"(Odtf eie"(Odt。 ．( 一去J。 ．( ) 。 
因为 R( )具有连续的二阶导数，所 以 

R(O’(f))一 R(O(t))+ cR ( (f)) + O(e )， 

e =e Le r-1+ic?+o(c。)]。 

于是 )一几)+去 
t-R ( (f))+iR(0(t))] dt+o(c。)， 

Jq‘、一 J‘n 七 

el“f)[ ( O))+iR(O(t))] 0)e dt+o(c )， 

‘，(， )=‘，(，)+el G(f) (f)出+0(e )。 (3) 

如果式(2)中的E既可取正值又可取负值 ，结台 

ReJ(，‘)≤ ReJ(，)由式 (3)可得 

I Re{G(f)} (f)df一0， (4) 

这样就得到扳值的必要条件。 

下面我们构造0的变分，0的变分分两种情况。 

1)跳跃变分。设圆周映射 (t)∈K， (f)在d，b 

两点不连续 ，即d，b是跳跃点 ，0≤ a<6< 2 ，Z(f) 

为(d，6]上特征函数，剐对于充分小的 l eI，定义 0’ 

为 

参考文献： 

0’一 0+ eZ， 

从而 0‘仍为圆周映射。 

(5) 

2)普通变分。设 口，b是 (f)的跳跃点，z(f)为 

(d，6)上特征函数 ，如果 O(t)在(d，6)内不为常数 ， 

定义 

0 (f)一z(f)SO(b)一 (f)]≥ o； 

0—0)一z(f)[ (d)一 O)]≤ 0。 

因为0在(d，6)内不为常数，所以在d的附近 0 (f) 

> 0；在 b的附近 0一(f)<0。对于 0≤ E≤ 1，可证明 

一 0+ c0 ， (6) 

：一 0+ c0一， (7) 

都是圆周映射。 

现设 Re{J}在 ，上取得最大值 ，Re{‘，(，)}一 

maxRe{J(g))，，对应 的圆周映射为0．如果 O(t)在 
fe 【 ) 

d，b两点不连续 ，则由跳跃变分式 (5)和式(4)得 

l Re{G0)}dt=0， 
J0 

即在 的任两个跳跃点之间RefG(f)}积分值为零。 

如果 (f)在 ，6)内不为常数且Re{G}> 0，由 

普通变分法式(6)和式(3)得 

J(f‘)一‘，(，)+el G0) (f)dr+0(e。)。 (8) 
J0 

因为 0 非负且在 n附近的区间上 > 0，对充分小 

e>0，式(8)成立，则Re{J(f ))≥Re{J(力 }与已 

知矛盾。如果0在(d，6)内不为常数且 Re{G)< 0，用 

类似方法可得出矛盾，故当 Re{G)在某区间上符号 

不变时，0在此区间上为常数。 
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The extremal problem of Fr6chet differential functionals 

for convex univalent harmonic mappings 
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Abstract：By a variational method，studing the extremal problem of Fr6chet differential functionals for 

convex univalent harmonic mappings，the necessary condit~n are obtained for the extremal functions． 
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