
第 30 卷第 1 期               温 州 大 学 学 报·自 然 科 学 版               2009 年 2 月 
Vol 30, No 1                   Journal of Wenzhou University · Natural Sciences                   Feb, 2009 

 

 

一类非线性自治系统的极限环研究 
 

张金波，刘蕊洁，刘  锐 

(兰州交通大学数理与软件工程学院，甘肃兰州  730070) 

 

摘  要：研究了一类非线性自治系统的极限环问题，应用常微分方程定性理论，对该系统的平衡点进

行了分析，得到了极限环存在唯一性的充分条件． 
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的定性研究，近些年来有不少的结果．文献[1]讨论了当
2( ) ( )f x bx k x= − ， ( , )P x y xy hβ= − ，

( , )Q x y dxy= 和
2 1( ) ( )( )f x bx k x N x −= − − 的情形；文献[2]则讨论了

2 2( ) ( )f x x a cx= − ，

( , )P x y bxy= ， ( , ) ( )Q x y x ry rβ= − 的情形．另外，文献[3]，文献[4]也分别就 ( )f x ， ( , )P x y ，

( , )Q x y 的不同情形进行了讨论．而对于
3 2( ) ( )f x ax a b L x abLx= − + + − ， ( , )P x y bxy= ，

2( , )Q x y xy ryβ= − 的系统的研究目前还未见报道．故本文拟研究系统 
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其中： x ， y 意义与文献[1]和[2]中的相同，a，b ，c， β ， r 均为参数， L为正常数， 0L >

且充分小．基于系统的生态意思，只在 {( , ) | 0, 0}R x y x y= ≥ ≥ 中讨论[5]． 

令 1x x
c

β= ， 1

r
y y

c
= ，

d
t

c

τ= ，并且用 x ， y ， t代替 1x ， 1y ，τ ，系统（2）则化为： 
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1 平衡点分析 

易得系统（3）的平衡点为： (0,0)O ， 0( ,0)R x 与 1 1( , )S x y ．其中：

2
2 2 1 3
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2 0
1

33

a a
x

a

− + Δ= ， 1 1 1y x= − ，
2

2 0 3 1 0( ) 4 ( )a a a a aΔ = − − − ． 

当 0 2 32 0a a a− + < 时，系（3）在 R 内无正平衡点，故在 R 内无极限环．当 0 2 32 0a a a− + ≠

且 2 3 1 0a a a− − > 时， 1 1( , )S x y 为系统（3）唯一正平衡点． 

定理 1  1） (0,0)O 为系统（3）的鞍点．2）当 2 3 1 0a a a− − > 且 2 32a a≠ 时， 0( ,0)R x 为

系统（3）的鞍点；当 2 3 1 0a a a− − < 时， 0( ,0)R x 为系统（3）的稳定鞍点．3） 2 3 1 0a a a− − > ，

0 2 32 0a a a− + ≠ 且 0a ψ< 时， 1 1( , )S x y 为系统（3）稳定的焦点或结点；而当 2 3a a− −  

1 0a > ， 0 2 32 0a a a− + ≠ 且 0a > Φ 时， 1 1( , )S x y 为系统（3）不稳定的焦点或结点．其中：

3

2 0

2
1
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a a
ψ = Δ + −

− + Δ
． 

证明：1），2）易得．下证 3）． 

系统（3）在 1 1( , )S x y 的特征方程为
2 0p qλ λ+ + = ．其中： 

1 0
1

1
( 1 )p x m a

x
= + − −  

2
2 0 3 1 0 1 1( ) 4 ( )q a a a a a x y= − − − ⋅  

当 0 2 32 0a a a− + ≠ 时， 0p > ， 0q > ，则 1 1( , )S x y 为稳定的焦点或结点；当 0p < ， 0q >

时， 1 1( , )S x y 为不稳定的焦点或结点． 

定理 1 得证． 

2 极限环存在唯一性 

定理 2  当 0p < 时，系统（2）在R 内奇点的外围至少存在一个极环点． 

证明：作
23 2 1

1
0 0 0

a a a
L y x

a a a
= − + −： ， 2 1L y x= −： ，两者交于 1 1( , )S x y ．过 x 轴无穷远点

P 作 x 轴的垂线交 2L 于Q点，过Q点作 y 轴的垂线交 y 轴于 R 点．在直线 PQ上，有 0
dx

dt
< ，

在直线RQ上有 0
dy

dt
< ，x 轴 y 轴为积分曲线．故弧线OPQR 构成一个 Bendixson 区域的外境界

限，其上向量场方向如图 1．又由定理 1 知，S 不稳定，故由 Bendixson 环域定理
[6]

知系统（2）
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在R 内的奇点 S 外至少有一个极限环． 

定理 2 得证． 

定理 3  若 0 0a > ，且 2m a M< < ，则系统（3）

在区域R 内有唯一稳定极限环．其中： 

0 3min{ 2 ,m a a= + − Δ  

2
3 1 0 1 0 2

0 1 0 2

(1 2 2 ) (2 1)
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0 0max{ , 2 1}M a a= − ． 

证明：将系统（3）改写为 
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其中：
3 2

0 3 2 1( )f x a x a x a x= − + − ， 1 0( )f x a x= ， 1( ) 1g x x= − ， 2 ( ) 1g x = − ．作非奇异变换：
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区域 R 变为 0x > ， 0 1( )f xμ < ．在此区域内再作非奇异变换：
0 1

ln(1 )
( )

y
f x

μ= − ， x x= ，

0 1( )f x d dtτ = − ，则系统（5）化为： 
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其中： ( ) 1yy eΦ = − ，
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ϕ∫+= ．经此变换 1 1( , )S x y

变为 1( ,0)T x ． 

易知，当 1x x> 时，有 ( ) 0xψ > ，即当 1x x≠ 时， 1( ) ( ) 0x x g x− > ．又设当 ( )G x =
1

( )
x

x

g x dx∫ ，

可知 ( )G x = +∞ ．再设
2

0 3 0 2 1( ) (1 2 ) ( 1)x a a x a a x aτ = − + − + ，令 ( ) 0xτ = ，则有正根 1x =  

图 1  向量场方向 

Fig 1  Direction of Vector Field 
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2 02 (2 1)

k
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．其中： 2 0( 1)k a a= − ，
2 2
2 0 1 3 0( 1) 4 (1 2 )a a a a aδ = − − − ，当 2 0( ) (k a aδ+ < − +  

0)(2 1)aΔ − 时， 1 1x x> ，而此时 ( ) 0xτ > ，从而 1
1

0 0 1
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x
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，

为 ( )p x 在 R 的极大值点． 

又易知，对 0x∀ > ，有 ( ) 0p x < ，从而
( )

0
( )

df x

dxg x
< ，故当 2m a M< < 时，

( )
0

( )

df x

dxg x
< ．由

唯一性定理知系统（3）在R 内至多有一个极限环．结合定理 1，知系统（2）有唯一极限环． 

定理 3 得证． 
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Study on Limit Cycles for a Class of Nonlinear Autonomous System 
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Lanzhou, China  730070) 

 

Abstract: This paper focuses on the limit cycles for a class of nonlinear autonomous system, by using 

qualitative theory of ordinary differential equations, the equilibrium points and the sufficient conditions for 

the existence and uniqueness of limit cycle is analyzed. 
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