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关于平均值不等式的新应用 
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摘  要：利用平均值不等式推得 Hölder 不等式和在数学竞赛题中有广泛应用的“分式和”不等式．此

外，通过平均值不等式建立了一个应用非常广泛的新不等式． 
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1 预备知识 

先用引理的形式介绍平均值不等式链，调和平均数≤几何平均数≤算术平均数≤ p 幂平均

数，并利用凸函数的 Jensen 不等式[1]给出非常简洁的证明． 

引理 1  设 1{ }n
i ia = 与 1{ }n

i iλ = 是给定的正数组，而且有
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（其中 1>p ）． 

当且仅当 naaa === "21 时，上述不等式中的等号成立． 

证明：易见 ( ) xf x e= 是凸函数（ ( ) 0xf x e′′ = >∵ ），由凸函数的 Jensen 不等式有： 
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当且仅当 1 2ln ln ln na a a= = =" 即 1 2 na a a= = =" 时，上述不等式中的等号成立． 

对
1

1 1{ } { }n n
i i i ib a−

= == ，应用刚刚所得的不等式有： 
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重新整理即得： 
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当且仅当
1 1 1

1 2 na a a− − −= = =" 即 1 2 na a a= = =" 时，上述不等式中的等号成立． 

又易见 ( ) pf x x= )0( >x 是凸函数（当 0>x 时， ( ) ( 1) 0f x p p x′′ = − > ），因此由凸函数
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的 Jensen 不等式又有： 
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两边开 p 次方即得： 
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同理，当且仅当 1 2 na a a= = =" 时，上述不等式中的等号成立． 

2 平均值不等式在重要不等式推证中的应用 

首先建立： 

命题 1  平均值不等式（算术平均数≤ p 次幂平均数）可推得 Hölder 不等式[1]成立：若 0, >qp

而且
1 1 1p q− −+ = ，则对于任何 1{ }n

i ia = 与 1{ }n
i ib = ，都有

1/ 1/

1 1 1
| |  [ | | ] [ | | ]

n n n
p p q q

i i i i
i i i

a b a b
= = =
∑ ≤ ∑ ⋅ ∑ ． 

证明：不妨设 | |  0ib > （ 1, 2, ,i n= " ）．注意到
1 11q p− −= − 及 ( 1)p q q− = ，由平均值不

等式可得： 

1 1 1 1

1

| |
| |  | | | |

| |

n n n n
q i i

i i i i i n
i i i i q

i
i

a b
a b a b b

b
= = = =

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞∑ ≤ ∑ = ∑ ∑⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ∑⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
1 1

1

| | | |
| |

| || |

qn n
q i i

i n q
i i q i

i
i

b a
b

bb
−= =

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎛ ⎞= ∑ ∑ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ∑⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1/

1

1

1

| |
| |

| |

pn
p

n i
q i

i n
i q

i
i

a
b

b

=

=

=

⎛ ⎞∑⎜ ⎟⎛ ⎞≤ ∑⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ∑⎜ ⎟
⎝ ⎠

（算术平均数≤ p 幂平均数） 
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注：由 p = q = 2 时可说明，柯西不等式可直接由算术平均数≤均方平均数推得．从这个角

度看，研究不等式的柯西方法实际上可由平均值方法取而代之．然而，平均值不等式与柯西不等

式通常要分两个专题研究，因此命题 1 的建立，对重新认识经典不等式是有益处的． 

下面利用平均值不等式推证在数学竞赛题中有广泛应用的“分式和”不等式[2]： 

命题 2  若 0ia > （ 1, 2, ,i n= " ）且
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证明：在需证不等式两边同时除以
1ks −
，又在不等式左边的分子、分母各除以 s ，原不等式
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由[调和平均数] 1− ≥ [算术平均数] 1−
可得： 

1 1 1

1

1

1 1

k kn n n
ki i
i n

i i i ki i
i

i

a a
a

a aa
= = =

=

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎢ ⎥⎛ ⎞∑ = ∑ ∑ ⋅⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑⎢ ⎥⎣ ⎦

1

1 1

1

(1 )
kn n

k i
i in

i i k
i

i

a
a a

a

−

= =

=

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎛ ⎞≥ ∑ ∑ ⋅ −⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ∑⎢ ⎥⎣ ⎦

 

12
1

1 1 1

n n n
k k k
i i i

i i i
a a a

−
+

= = =

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ∑ ∑ − ∑⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
． 

由 Hölder 不等式可得：
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再次由算术平均数≤ p 幂平均数可得： 
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注：命题 2 的证明蕴涵着平均值方法的用法． 

3 一个新的不等式及其应用 

下面再次利用平均值不等式（几何平均数≤算术平均数）建立一个应用非常广泛的新不等式： 

命题 3  给定正数组 1{ }n
i iα = ，那么对任何正变量组 1{ }n

i ix = 都有： 
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不等式中的等号成立当且仅当存在正常数 c使得 i ix ca= ( 1, 2, , )i n= " ． 

证明：由基本平均值不等式（几何平均数≤算术平均数）有： 

1

1
/

1 1 1 1 1

n

in
i

i i i
i

i i i

n n n n n
i i

i i i
i i i i i

i i

x x
x

α
α α α

α α αα α
α α

=

=

∑
∑

= = = = =

⎡ ⎤
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎢ ⎥∏ = ∏ ⋅∏ = ∏ ⋅ ∏⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

 

1 1

1

1 1 1

1 1

n n

i i
i i

i i

n

n n n i
i i i

i in n
i i i

i
i i

i i

xx

α α

α ααα α
αα α

= =
∑ ∑

=

= = =

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∑⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞≤ ∏ ⋅ ∑ ⋅ = ∏ ⋅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠∑ ∑⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

． 

当且仅当 1 2
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α α α
= = = = >" 时，上述不等式中的等号成立．重新整理即得需证不等式． 

以下举例说明上述新得到的不等式在证明条件不等式中的巧妙应用． 

推论 1[3]  若 0x > ， 0iα > ， 0ix > ( 1, 2, , )i n= " ，且
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证明：把条件代入命题 3 重新整理即得． 

推论 2[3]  若 kcba ,,, 是正的常数， zyx ,, 是正的变量，而且 1k k kx y z+ + = ，则： 
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证明：
1/[( ) ( ) ( ) ]a b c k a k b k c kx y z x y z= ⋅ ⋅ ，再把条件代入命题 3 即得． 

推论 3[4]  若 a是正的常数， zyx ,, 是正的变量，而且
1 1 1 1x y z a− − − −+ + = ，那么有： 
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证明：把
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3x z−= ， 1 2 3 1α α α= = = 代入命题 3 即得． 
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New Application of Mean Inequality 
 

ZHANG Zhang, ZHAO Huanguang 
(College of Mathematics and Information Science, Wenzhou University, Wenzhou, China  325035) 

 

Abstract: Hölder inequality and a Fractional sum inequality which is applied widely in mathematics 

competition aspect can be deduced from Mean inequality. In addition, through Mean inequality, a new 

inequality can be established, which has also been in a very wide range of application. 

Key words: Mean Inequality; Hölder Inequality; Cauchy Inequality; Fractional Sum Inequality 
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