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摘 要 从几何相变阐明重正化群(RG)方法的概念和实质；通过与非线性函数连代类比· 

揭示临界点与不动点的联系；论述 RG方法在相变研究及社会学方面的应用。 
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分类号O414．21 棚乏 
由于研究对象内部结构和相互作用的细节难于了解，从对称性出发，研究对称变换下的不变性质， 

是本世纪理论物理的重要研究方法。临界现象与物理体系的微观细节无关，临界指数的普适性意昧着在 

临界点附近，宏观体系确实存在着一定的对称性，这种对称性正好可用重正化群变换来表示。美国物理 

学家威尔逊(Wilson)把量子场论中的重正化群方法创造性地运用到相变理论研究中，取得重大成就，为 

此获得 1 982年诺贝尔物理学奖。重正化群方法(简称 RG方法)不仅是研究临界现象的有力工具，而且 

可以广泛地应用于材料科学研究等领域。特别是作为一种“由大量随机个性提取必然共性”的科学方法 

而与电子计算机相结合，已开始用于社会科学的某些方面。 

1 重正化变换和重正化群RG 

变换是一种操作，对称性是在变换中保持某种不变性，群是指一类变换的总体，重正化群变换是一 

种对称变换。为直观起见，从几何相变来阐明RG方法的基本概念和实质。 

1．1 连通概率和关联长度 

将若干尺寸相同的绝缘球和导体球装在一个绝缘的箱体内，置于两电极之间。设导体球占总球个数 

的百分比为P，每摇动箱体一次，可得一种掺合状态即概率分布。摇动若干次可得一个概率分布的集合， 

称总状态数。设其中使电路导通的状态数占总状态数的百分比为P 称为连通概率。显然，当P=0时， 

P 一0，即完全不会出现导通；当P=I时，P =1，恒处导通状态；当P由0增加到 1的过程中，每个P都 

对应一定的连通概率。这个实验可以用计算机模拟来完成，得到 P—Pr图线。从而可知当 P很小时，连 

通概率 PI等于0，当尸达到临界值 尸 时，尸，迅速上升接近和达到 1。 

若指定某个导体球，算出和它有通道相连的导体球的平均距离，此亦可看作互相连接着的导体球 

“集团”的平均尺寸，记作 ，显然 是P的函数。将 (P)定义为几何相变的关联长度，亦可理解为空间 

格点被导体球占据的概率为 P的连通集团的平均尺寸。由 (尸)的函数图线可知，当P很小时， 也不 

大；当P接近 P 时， 迅速上升，接近和达到 1 当P>P 时，在计算 时把完全连通起来的“无穷大”集 

团扣除，剩下的有限集团自然越来越小。 (尸)在P 附近是发散的量，即当尸= 达到l临界点时，关联长 

度达到无穷大，这是临界点最重要的特征。 

1．2 重正化变换和非线性函数迭代 

想像上述箱体内有很多可被导体球或绝缘球占据的格点，设每个格点被导体球占据的概率为 P，再 

把箱内格点总体分为若干个元胞，每个元胞内包含b个格点，要使整个元胞完全导通，元胞中每个格点 
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必为导体球占据，所以元胞的连通概率 P 等于单个倍点连通概率的乘积，它是格点连通概率的函数，并 

与元胞尺寸有关，记作 R )。一般情况下R (P)可能很复杂，但对于由导体球和绝缘球排成的一维线 

性链则很简单，可写为 

P ； R (P)一 P 。 (1) 

将 R (P)称作 P的重正化变换，即从格点的连通概率变换成元胞的连通概率。例如取6—2，图1表示线 

性集团的归并。在这里采取了“否决权”原则，只要元胞中出现一个绝缘球(白色)，归并后就得自球(不导 

通)。如果元胞中取多于2个格点，6≥3，可采用“少数服从多数”的原则进行归并。例如有一个平面的三 

角格子，格点上有自旋的小陀螺，角速度的方向有的向上，有的向下。若每个三角格子中有两个向上，归 

并后就取向上。经过多次乃至无穷次归并后将得到不变的概率 P 一P 。在上例中，假定初始概率 一 

0．95，经过一次元胞归并后，得到 P 。一风( )一P 0．90，再作一次归并后变为P 。一R(P 。)一R [尺 

o)]一0．90 一0．81 如此循环以至无穷，最后达到不动点 P 一0。 

凰 1 线性链的集团归并 

Fig．1 Grouping and Merging of Linear Link 

在重正化变换下，关联长度 {(P)缩短为 

{(P )一{(P)／b。 (2) 

其原因是由格点扩大到元胞时，相当于“尺子”变长b倍。例如图1中黑球链的平均尺寸原来是4，变换一 

次后成为 2，再变换一次成为 1。当达到临界点之后，连通集团的尺寸变为无穷大 ，此时导通性不再因为 

重正化变换而改变。 

为说明临界点与不动点的关系，考查非线性迭代过程，写出二次函数 

】一 (1一 ) (”一 0，1，2⋯)。 (3) 

式中 为参数， ∈ (O，2)，取 一2，-z。一0．1依次迭代，可发现经第7次迭代后，函数值保持不变，-z 一 

a_一．一一 一 0．5，即达到不动点。 

在普遍情况下，非线性迭代函数写为 

+l—f(x ) 一 0，1，2，⋯)， (4) 

达到不动点时有 z 一f(x )。 (5) 

在离不动点很近时可设 一 + ， 一 一 + + 。将此代入(4)式，并在不动点作泰勒展开， + 

E一 一f(x + + )一f(x )+， ) +⋯ 利用不动点方程消去两边第一项 

E +l一 (_z ) + ⋯ ， (6) 

如果 I， 。)l> 1，再迭代一次就有 I + I> En，离不动点更远一些 ，此称不稳定不动点 反之，如果 

I／ )I< o，再迭代一次离不动点更近，称稳定不动点。 

这种非线性函数迭代与重正化变换非常类似。临界电至少应该是重正化变换的不动点，但不动 却 

不一定都是临界点。可以证明：只有不稳定不动点才是临界点。 

1．3 重正化群 

群是可以通过乘法联系到一起的一组变换。例如围绕定轴的各种转动构成一个群，转 30。和转 50。 

分别是这个群的一个元素，先转 30。再转 50。也是这个群的一个元素。连续两次变换(或叫两元素相乘) 
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的结果等价于 已经包括在群中的一个变换，这是构成群的主要特征。在上面线性链的例子中，可以先作 
一 次变换，把b个格点归并成一个小元胞，再作一次变换把b个小元胞归并成一个大元胞。群的乘法规则 

可写为 

R [R (P)]=R：(P) (7) 

通常将 R 这些重正化变换的整体称为重正化群。作为一个群必须要有单位元素，即“什么事也不 

做”的“全同变换”，在转动的变换群中，“不转”是单位元素。顺时针和反时针转同一角度的两个操作互 

为逆元素。没有逆元素的群称为半群 重正化群实际上是一种半群。 

1．4 标度变换和普适性假定 

标度变换就是自相似变换，如数学中的等角螺线P=eo 具有标度不变性，即当图形放大或缩小时， 

只需转过一个角度就可与原来的曲线重合 海岸线在标度变换下具有无限嵌套的自相似性 ，在无限放大 

比例尺的情况下，海岸线的长度将趋于无穷 它没有面积而长度是无穷大。凝聚态物质在相变临界点附 

近，涨落的关联长度趋于无穷大，形象地说，我们无论用多大放大倍数的放大镜观察临界现象，所看到的 

图像都一样，只是所能看到的细节不同。正是这种 连环套”似的标度变换，使原来没有直接相互作用的 

粒子也关联起来了，个性逐渐退居次要地位，普适性愈益表露出来。 

标度假定认为，关联长度 {是唯一决定各物理量在临界温度附近奇异性质的量，意即临界现象是由 

各个大的自旋畴来决定，小范围内的细节对临界现象无影响。由于在临界点上关联长度趋于无穷，体系 

就具有标度不变性。好像用放大或缩小的方法总能把不同大小的诸多等角螺线变为同一个图形，标度假 

定反映了事物的本质。 

卡丹诺夫在总结了大量实验事实的基础上，提出假定：各种物体体系可以划分为若干普适类，每个 

普适类的临界特性完全一样，区分普适类最重要的标志是空间维数D，其次是内部自由度数目”(或序 

参量的个数)。标度假定和普适性假定是突破平均场理论框架的两个新概念的飞跃。 

应用重正化群方法分为三步：一是找到恰当的重正化变换，即标度变换；二是研究这个变换的不动 

点，找出与临界点有关的不动点和相应的参数；三是分析在这个不动点附近的变换性质，求出临界指数。 

2 重正化群方法用于相变研究 

相变研究的是包含大量粒子和复杂相互作用的多体问题。由于关联长度趋于无穷，必须同时考虑所 

有粒子从微观到宏观一切尺度的作用和影响。这正是困难所在，也是平均场理论失败的原因。相变是有 

序和无序两种倾向矛盾斗争的表现，热运动是无序的来源，相互作用是有序的起圉，相变是一种倾向盖 

过另一种倾向时发生的突变。由于相变的具体机制是多种多样的，从经典的相互作用到宏观的量子效 

应，各种相变的相似之处远远超过它们之间的差异，相变理论的任务就在于透过个性，抓住共性，揭示和 

概括那些最普遍、最本质的规律。7O年代，威尔逊把重正化群方法与相变理论中标度变换图像结合起 

来，在他创造性工作中关键的一步是把关联长度趋于无穷的临界点与重正化变换的不动点联系起来。 

伊辛模型可作为一大类相变现象的代表，其哈密顿量写为 

= 一  ∑ 。 
c J) 

其中 是表示最邻近自旋间相互作用强度的参数。 表示每个格点之上的自旋(磁矩)，( )表示对一切 

最近邻求和。当然还可以考虑次近邻，再次近邻的作用，在哈密顿量中引入含参数 ，￡⋯等的项 当给 

定体系一个哈密顿量 ，就有一组确定的参数值 ，如 =2，K=0．5⋯等，反之，对于特定类型的哈密顿 

量，给出一组参数值也就完全确定了哈密顿量本身。可以取 ， ，工等为坐标轴，构成一个参数空间，其 

中每个点代表一个哈密顿量。重正化群作用的对象就是这样一个参数空间。原始的没有经过重正化变 

换的哈密顿量有一组参数值，可在参数空间中用一个点代表，经过变换以后的有效哈密顿量具有另一组 

参数值，由参数空间中另一点代表。这就可以形象地把重正化变换看成是参数空间中“代表点”的运动， 

称其运动轨迹为流向图 参数空间中“代表点”的运动受少数特殊点所控制，如在一维几何相变的例子 
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中，不稳定的不动点控制“代表点”的运动，它正好对应临界点。如果哈密顿量有许多参数，某个确定的不 

动点可能对一部分参数(无关参数)是稳定的，而对另一些参数(有关参数)又是不稳定的，有这种性质的 

不动点称为“鞍点”，正是这类鞍点才对应相变的临界点。在相变研究中应用重正化群变换，实际包含两 

个步骤t第一步是把“放大镜 的分辨率降低，即将较小尺度上的运动状态平均掉；第二步将有旋变量等 

重新标度，使通过平均求得的有效哈密顿量又具有原来的形式 重正化即降低分辨率的办法很多，最直 

观的办法就是自旋集团归并。 

当 <<c时相对论力学还原为牛镊力学，对于宏观运动，当h=0时量子力学还原为经典力学。重 

正化群理论也有一个“经典极限”，当空间维数D>4时，它就化为朗遭的平均场理论，可以说平均场理 

论是重正化群理论的“经典极限 和零级近似 重正化群理论抓住了连续相变的本质 

3 重正化群方法的应用拓伸 

从统计物理的发展来看，合作现象的重要特点是存在转变点。在转变点上，一些热力学函数发散，另 
一 些热力学函数则趋于 0。重正化群方法是研究转变点附近临界现象的新的有力工具。特别是近几年 

来，Bresin等人把重正化群方法与场论对应起来，使人们对l临界现象的理解更加深入了一步 “湍流”是 
一

种普遍的物理现象，也是当今未能解决的“老大难 问题，有人指出，重正化群概念和它背后的无穷嵌 

套几何图像，还将继续帮助我们去认识揣流。 ，总之，正像元激发，准粒子的概念刷新了疑聚态理论一 

样，对称性破缺和标度变换，重正化群理论将对其他科学产生深远的影响。 

从哲学意义上看 ，l临界现象在 自然界和社会领域中是普遍存在的。l临界点是事物发展进化过程中由 

量变到质变发生飞跃的“关节线”，研究和把握这“关节线”附近的内部结构，宏观表现和变化规律，对我 

们控制和疏导事物发展走向有着极为重要的意义。例如，我们可以用电子计算机建立相关模型，运用重 

正化群的理论方法，设计围棋对弈最佳方案，果树防病虫害优化植距，大范围民意倾向调查，宏观决策的 

微观支持，选举区域规划以及石油探测中渗流现象模拟研究等。 
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Method of Renormalization Group and Its Applications 

．  Ma Zhikao 

(De partment of Physics-Northwest University，710069．X|Ian) 

Abstract The theory of RG is a very important and effective method of modern physics
． Its concepts 

and essence are expounded with the help of the geometrical phase change ．The relation between the 

critical point and the unstable fixed point is exposed by a comparison with the logistic mapping
． The 

Method of RG is applied to the research on the phase change and to some fields of sociology． 
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