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§5.1 机械求积公式

第1节 引言

第2节 数值积分的基本方法

第3节 代数精度法

第4节 插值求积法
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第1节 引言

定积分的计算可用著名的牛顿-莱布尼兹公式来计算:

( ) ( ) ( )
b

a
f x dx F b F a= −∫

其中F(x)是f(x)的原函数之一，可用不定积分求得

问题: • 被积函数f(x)是用函数表格提供

• f(x)极为复杂，求不出原函数

• 大量函数的原函数不容易或根本无法求出

21

0
xe dx−∫

1

0

sin xdx
x∫

2
22

2 2 0

4( ) 1 sinIr xH x d
r x r

π

θ θ⎛ ⎞= −⎜ ⎟− ⎝ ⎠∫

只能运用数值积分, 求积分近似值 . 



4

第2节 数值积分的基本方法

1   数值积分的基本思想

kx

kA

( )
b

a
f x dx∫ 就是在区间[a, b]内取n+1个点 0 1, , , nx x x

利用被积函数 f(x) 在这 n+1 个点的函数值的

某一种线性组合来近似作为待求定积分的值.

其中, 称为积分节点， 称为求积系数。

因此，数值积分公式关键在于积分节点 的选取
和积分系数 的决定，其中 与被积函数 f(x) 无关。

称为机械求积公式。

kA

kx

0
( ) ( )

nb
k ka k

f x dx A f x
=

≈ ∑∫

kA
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2   简单算例

例1: 求积分
1

0

( )
x

x
f x dx∫

此积分的几何意义相当于如图所示的曲边梯形的面积。

用 f (x) 的零次多项式 0 0( ) ( )y L x f x= = 来近似代替 ( )f x

1 1

0 0

0 0

0

1

( ) (

( )

)

)(

x x

x x
f x dx f x dx

f x x x

≈

= −

∫ ∫

（为左矩公式）

解：

于是有
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1 1

0 0
1

1 1 0

( ) ( )

( )( )

x x

x x
f x dx f x dx

f x x x

≈

= −

∫ ∫

1 1

0 0

0 1

0 1
1 0

( ) ( )
2

( )( )
2

x x

x x

x xf x dx f dx

x xf x x

+
≈

+
= −

∫ ∫

（为中矩公式）

1

0

( )
x

x
f x dx∫

（为右矩公式）

推广1:
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用 f(x) 的一次多项式
01

1 0 1
0 1 1 0

( ) ( ) ( )x xx xL x f x f x
x x x x

−−
= +

− −
来近似代替 ( )f x ,  于是，

[ ]

1

0

1 1

0 0

01
0 1

0 1 1 0

1 0 0 1

1

( ) ( )

1( ) ( ) (

( ) (

)

)

2

x

x

x x

x x

x xx x f x f x dx
x x x x

x

f x dx L x dx

x f x f x

⎛ ⎞−−
= +⎜ ⎟− −⎝ ⎠

= − +

≈∫ ∫

∫

（为梯形公式）

1

0

( )
x

x
f x dx∫推广2:
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0 11
2 0

0 0 1 0 1

0
1

1 0 1

( )( )( )( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )
( )( )

x x x xx x x xL x f x f x
x x x x x x x x

x x x x f x
x x x x

′ − −− − ′= +
′ ′ ′− − − −

′− −
+

′− − 来近似代替 ( )f x

,于是，

1 1

0 0
2( ) ( )

x x

x x
f x dx L x dx≈∫ ∫

特别地：当 0 1
1 ( )
2

x x x′ = +

有

1

0

1 0 0 1
0 1

( )( ) ( ) 4 ( ) ( )
6 2

x

x

x x x xf x dx f x f f x− +⎡ ⎤≈ + +⎢ ⎥⎣ ⎦∫

用f(x)的二次插值多项式,其中 0 1x x x′< <

Simpson公式

推广3:
1

0

( )
x

x
f x dx∫
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第3节 代数精度法

为了使一个求积公式能对更多的积分具有较好的实际

计算意义,就要求它对尽可能多的被积函数都准确地成立.

因此定义代数精度的概念:

若积分 的数值积分公式

对于任意 多项式都精确成立，

但对 不精确成立，

则称该数值积分公式具m 次代数精确度。

0
( ) ( )

nb
k ka k

f x dx A f x
=

≈ ∑∫
( ) ( 0,1, , )if x x i m= =

( )
b

a
f x dx∫

1( ) mf x x +=

定义
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例1：对于[a, b]上1次插值，有 )()()(1 bfafxL ab
ax

ba
bx

−
−

−
− +=

)]()([)( 2221 bfafdxxfAA ab
b

a
ab +≈== −− ∫

考察其代数精度。
f(x)

a b

f(a)
f(b)

解：逐次检查公式是否精确成立

代入 L0 = 1：∫ −=
b

a
abdx1 ]11[2 +−ab=

代入 L1 = x ： =

代入 L2 = x2 ： ≠

2
22 ab

b

a
dxx −=∫ ][2 baab +−

3
2 33 ab

b

a
dxx −=∫ ][ 22

2 baab +− 代数精度 = 1

另外, 可以证明矩形公式具0次代数精度,
Simpson公式具3次代数精度.

梯形公式
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例2. 试确定下面积分公式中的参数使其代数精确度尽量高.

2
20

( ) [ (0) ( )] [ (0) ( )]
2

h hI f x dx f f h ah f f h I′ ′= ≈ + + − =∫
0

0

h
I x d x= ∫解:

2

2 2
hI =

3
2

2 [0 2 ]
2
hI ah h= + −

0( )f x x= 2I h=h=

1

0

h
I x dx= ∫

1( )f x x=
2

2
h

=

2

0

h
I x dx= ∫

2( )f x x=
3

3
h

=
31( 2 )

2
a h= −

2I I=令
1

12
a =
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4
2 2

2 [0 3 ]
2
hI ah h= + −3

0

h
I x dx= ∫

3( )f x x=
4

4
h

=
4

4
h

=

5
2 3

2 [0 4 ]
2
hI ah h= + −4

0

h
I x dx= ∫

4( )f x x=

5

5
h

=
5

6
h

=

2( ) ( ) 0,1, 2, 3j jI x I x j= =

4 4
2( ) ( )I x I x≠

因此

所以该积分公式具有3次代数精确度.

2
20

( ) [ (0) ( )] [ (0) ( )]
2

h hI f x dx f f h ah f f h I′ ′= ≈ + + − =∫
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利用插值多项式来构造数值求积公式,具体步骤如下:

不同的
插值方法
有不同的
基函数

第4节 插值求积法
近似计算 ∫=

b

a
dxxfI )(

利用插值多项式 则积分容易计算。)()( xfxPn ≈

在[a, b]上取 a ≤ x0 < x1 <…< xn ≤ b，做 f 的 n 次插值多

项式 ，即得到∑
=

=
n

k
kkn xlxfxL

0
)()()(

∫ ∫∑
=

≈
b

a

b

a k

n

k
k dxxlxfdxxf )()()(

0

Ak

∫ ∏ ≠ −
−=

b

a kj xx
xx

k dxA
jk

j

)(
)( 由 决定，

与 无关。
节点

f (x)

插值型积分公式
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定理5.1：N+1个节点的求积公式

（ ）为插值型 ⇔

该求积公式至少有 N 次代数精度.

∑
=

n

k
kk xfA

0
)(

∫=
b

a kk dxxlA )(

∫ ∏

∫∫

∫ ∑

=

+

=

−
+

=

=−=

−=

b

a

n

k
k

x
n

b

a n

b

a n

b

a

n

k
kk

dxxx
n

f

dxxRdxxLxf

xfAdxxf

fR

0

)1(

0

)(
)!1(

)(

)()]()([

)()(

][

ξ

误差
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§5.2 Newton-Cotes公式

第1节 公式的一般形式

第2节 低阶公式及其余项

第3节 复合求积公式
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第1节 Newton-Cotes数值求积公式

Newton-Cotes公式是指等距节点下使用Lagrange插值

多项式建立的数值求积公式

( ) [ , ]f x C a b∈

, 0,1, ,kx a kh k n= + =

b ah
n
−

=

各节点为

设函数

将积分区间[ a, b]分割为n等份

为步长

f(x)的Lagrange的插值多项式及余项分别为
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0

( ) ( ) ( )
n

n k k
k

L x f x l x
=

= ∑
( 1)

1
( )( ) ( )

( 1)!

n

n n
fR x x
n

ξ ω
+

+=
+

[ , ]a bξ ∈ 1
0

( ) ( )
n

n i
i

x x xω +
=

= −∏其中
0

( ) j
k

j n k j
j k

x x
l x

x x≤ ≤
≠

−
=

−∏

而 ( ) ( ) ( )n nf x L x R x= +

因此对于定积分 ( ) ( )
b

a
I f f x dx= ∫

[ ( ) ( )]
b

n na
L x R x dx= +∫有 ( ) ( )

b

a
I f f x dx= ∫
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0
( ) ( )

nb

k ka
k

f x l x dx
=

= ∑∫ ( )
b

na
R x dx+∫

0
( )

n

k k
k

A f x
=

= ∑ ( )
b

na
R x dx+∫

令

0
( ) ( )

n

n k k
k

I f A f x
=

= ∑

( ) ( )
b

n na
R I R x dx= ∫

( )
b

a
I f x dx= ∫

( ) ( ) ( )n nI f I f R I= +即有

( )
b

k ka
A l x dx= ∫

0

b j

a
j n k j

j k

x x
dx

x x≤ ≤
≠

−
=

−∏∫

n阶Newton-Cotes求积公式

Newton-Cotes公式的余项(误差)

( ) ( )nI f I f≈

其中
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( )
b

k ka
A l x dx= ∫

0

b j

a
j n k j

j k

x x
dx

x x≤ ≤
≠

−
=

−∏∫

kA 注意是等距节点

x a th= + [ , ]x a b∈由 [0, ]t n∈可知

kA
0

b j

a
j n k j

j k

x x
dx

x x≤ ≤
≠

−
=

−∏∫ 0
0

( )
( )

n

j n
j k

t j h h dt
k j h≤ ≤

≠

⎛ ⎞
−⎜ ⎟= ⋅ ⋅⎜ ⎟−⎜ ⎟

⎝ ⎠
∏∫

0
0

( 1) ( )
! ( )!

n k n

j n
j k

h t j dt
k n k

−

≤ ≤
≠

⋅ −
= −

⋅ − ∏∫

计算:

假设
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0
0

( 1)( ) ( )
! ( )!

n k n

j n
j k

b a t j dt
n k n k

−

≤ ≤
≠

−
= − ⋅ −

⋅ ⋅ − ∏∫

( )( )ˆ n
k kA b a C= − ⋅

0
( ) ( )

n

n k k
k

I f A f x
=

= ∑ ( )

0
( ) ( )

n
n

k k
k

b a C f x
=

= − ∑

所以Newton-Cotes公式化为

( )n
kC

使用n次Lagrange插值多项式的Newton-Cotes
公式至少具有n次代数精度,并且n为偶数时至
少具有n+1次代数精度,试以n=1,2,4为例说明

该结果。

为Cotes系数
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第二节 低阶Newton-Cotes公式及其余项

在Newton-Cotes公式中,n=1,2,4时的公式是最常用也
最重要三个公式,称为低阶公式

1.梯形(trapezoid)公式及其余项

0 11, , ,n x a x b h b a= = = = −取 有

dtt∫ −−=
1

0
)1()1(

0CCotes系数为
2
1

=

dtt∫=
1

0
)1(

1C 2
1

=

求积公式为
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)(1 fI ∑
=

−=
1

0

)1( )()(
k

kk xfCab

)]()([
2 10 xfxfab

+
−

=

)]()([
2

bfafab
+

−
=)(1 fI即

上式称为梯形求积公式,也称两点公式，记为

-0.5 0 0.5 1 1.5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

)]()([
2
)( bfafab

+
−

=)(1 fIT =

梯形公式的余项为

)()( 1IRTR = ∫=
b

a
dxxR )(1
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( ) [ , , ]( )( )
b

a
R T f x a b x a x b dx= − −∫

[ , , ] ( )( ) [ , ]
b

a
f a b x a x b dx a bξ ξ= − − ∈∫ 积分第二

中值定理

3 3( ) ( ) ( ) ( )
2 6 12

f b a b a fη η
′′ − − ′′= − = −

( 1)

1

0 1

( )( ) ( )
( 1)!
[ , , ... , ] ( )

n

n n

n n

fR x x
n

f x x x x

ξ
ω

ω

+

+

+

=
+

=

2

3

12
)(|)(| MabTR −

≤ |)(|max
],[2 xfM

bax
′′=

∈

梯形(trapezia)公式具有 次代数精度。

故

( ) ( )( ) [ , ]
2

b

a

f x a x b dx a bη η
′′

= − − ∈∫均差
性质

1
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设在区间[a, b]上函数f (x)连续，而函数ϕ(x)可积且不变
号，则在开区间(a, b)内至少存在一点ξ，使

( ) ( ) ( ) ( ) ( , )
b b

a a
f x x dx f x dx a bϕ ξ ϕ ξ⋅ = ∈∫ ∫

积分第二中值定理：

均差性质：
( 1)

0 1 1
( )[ , , ... , ] ( ) ( )

( 1)!

n
x

n n n
ff x x x x x

n
ξω ω

+

+ +=
+

0 min max
ξ ξ

k

k
ff x x x x x
k

()()
[, ,..., ] , ( , )

!
= ∈
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2.  Simpson公式及其余项

0 1 22 , , , ,
2 2

b a b an x a x x b h+ −
= = = = =取 有

Cotes系数为 dtttC ∫ −−=
2

0

)2(
0 )2)(1(

4
1

6
1

=

dtttC ∫ −
−

=
2

0

)2(
1 )2(

2
1

6
4

=

dtttC ∫ −=
2

0

)2(
2 )1(

4
1

6
1

=

求积公式为

2I ∑
=

−=
2

0

)2( )()(
k

kk xfCab
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)](
6
1)(

6
4)(

6
1)[( 210 xfxfxfab ++−=

)]()
2

(4)([
6

bfbafafab
+

+
+

−
=

)(2 fI

-0.5 0 0.5 1 1.5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

上式称为Simpson求积公式，也称三点公式或抛物线公式

记为 )(2 fIS =

Simpson公式的余项为

)()( 2IRSR = ∫=
b

a
dxxR )(2

)()
2

(
180

)4(4 ηfabab −−
−=

Simpson公式具有 次代数精度。3
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3.  Cotes公式及其余项

4, , 0,1, , 4 ,
4k

b an x a kh k h −
= = + = =取 有

Cotes系数为 dtttttC )4)(3()2)(1(
!44

1 4

0

)4(
0 −−−−

⋅
= ∫ 90

7
=

dtttttC )4)(3()2(
!34

1 4

0

)4(
1 −−−

⋅
−= ∫ 90

32
=

dtttttC )4)(3()1(
!2!24

1 4

0

)4(
2 −−−

⋅⋅
= ∫ 90

12
=

dtttttC )4)(2()1(
!34

1 4

0

)4(
3 −−−

⋅
−= ∫ 90

32
=

dtttttC )3)(2()1(
!44

1 4

0

)4(
4 −−−

⋅
−= ∫ 90

7
=
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求积公式为

)(4 fI ∑
=

−=
4

0

)4( )()(
k

kk xfCab

)](
90
7)(

90
32)(

90
12)(

90
32)(

90
7)[( 43210 xfxfxfxfxfab ++++−=

)](7)(32)(12)(32)(7[
90 43210 xfxfxfxfxfab

++++
−

=

上式称为Cotes求积公式，也称五点公式 记为 )(4 fIC =

Cotes公式的余项为

)()( 4IRCR = ∫=
b

a
dxxR )(4 )()

4
(

945
)(2 )6(6 ηfabab −−

−=

Cotes公式具有5次代数精度。
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第3节 复化求积公式

高次插值有Runge 现象，故采用分段低次插值
⇒ 分段低次合成的 Newton-Cotes 复化求积公式。
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复化梯形公式： ),...,0(, nkhkaxn
abh k =+=

−
=

在每个 上用梯形公式：],[ 1 kk xx −

nkxfxfxxdxxf kk

x

x
kkk

k

,...,1,)]()([2)( 1
1

1

=+
−

≈ −
−∫

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++= ∑

−

=

1

1
)()(2)(2

n

k
k bfxfafh∫ ∑

=
− +≈

b

a

n

k
kk xfxfhdxxf

1
1 )]()([

2
)( = Tn

[ ] [ ]
′′

′′
∑

∑

n

3 2 kn
k = 1

k
k = 1

f (ξ )
h hR f = - f (ξ ) = - (b - a)
12 12 n

ξ
≤ ≤ ≤ ≤

′′
′′ ′′≤ ≤∑

n -1
k

x b a x bk = 0a

f ( )m in f (x) m ax f (x)
n

而

由介值定理知： 使∃ ∈ξ (a,b)
ξξ
′′

′′ =∑
n-1

k

k=0

f ( )f ( )
n

[ ] ′′=
2hR f - (b - a)f (ξ)

12即有：

余项：
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复化 Simpson 公式： ),...,0(, nkhkaxn
abh k =+=

−
=

)]()(4)([
6

)( 1
2
1

1

++ ++≈∫
+

kkk

x

x
xfxfxfhdxxfk

k

kx
2
1+kx 1+kx 4

4
4

4
4

])()(2)(4)([
6

)(
1

0

1

0
1

2
1∑ ∑∫

−

=

−

=
++ +++≈

n

k

n

k
kk

b

a
bfxfxfafhdxxf = Sn

( )( ) (3) (3)[ ] ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ≈ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

4 4
4b - a h 1 hR f - f (ξ) f (b) - f (a)

180 2 180 2

注：为方便编程，可采用另一记法：令 n’ = 2n 为偶数，

这时 ，有hkaxh
n

abh k ′+==
′
−

=′ ,
2

])()(2)(4)([
3 ∑ ∑ +++
′

=
kodd keven

kkn bfxfxfafhS
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∫
 1

0

s in xI = d x
x

例1: 分别利用复化梯形公式和复化Simpson公式计算积分：

积分的相对精确值为
 1

0
0 .94608i 9s 30n xI dx

x
= ≈∫

8 1 7(0) 2 ( ) 2 ( ) (1)
2
hT f f x f x f= + + + +⎡ ⎤⎣ ⎦

0,1, ,8ix ih i= =解：设

=0.94569086

步长 h=1/8。

4 1 3 5 7

2 4 6

{ (0 ) 4[ ( ) ( ) ( ) ( )]
3

2[ ( ) ( ) ( )] (1)}

hS f f x f x f x f x

f x f x f x f

= + + + +

+ + + + =0.94608331

运算量基本
相同
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复化求积法的余项和收敛阶：

复化梯形（ Trapezoid ）公式的余项：

[ ] ξ′′ ′′= ∈∑
3 2n

n k
k =1

h hI - T - f (ξ ) = - (b - a)f (ξ) (a,b)
12 12

复化辛甫生（Simpson）公式的余项：

( ) ( )( ) ( )
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = ∈⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∑

4
4 4

1 180 2

4n

n k
k=

h h b-a hI - S f ξ - f (ξ) ξ a,b
180 2

复化柯特斯（Cotes）公式的余项：

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f

f

⎡ ⎤= −⎢ ⎥⎣ ⎦

= − ∈

∑ 6 6

6 6

2
945 4

2
945 4

n

n k
k =1

h hI - C ξ

b - a h ξ ξ a,b
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[ ] [ ]′′ ′′= ⋅∑ ∑
3 2n n

n k k
k = 1 k = 1

h hI - T = - f (ξ ) - f (ξ ) h
12 12

先看复化梯形公式余项：

当n充分大,             时，→ 0h

[ ]′′= ⋅∑
n

n
k2

k = 1

I - T 1- f (ξ ) h
h 12

[ ] ( ) [ ( ) ( )]′′ ′ ′⋅ →∑ ∫
n b ''

k a
k=1

1 1 1- f (ξ ) h - f x dx = - f b - f a
12 12 12

即对复化的梯形公式有： [ ( ) ( )]′ ′→n
2

I -T 1- f b - f a
h 12

类似地，对于复化的辛甫生公式和柯特斯公式分别有：

( ) ( )( ) ( )⎡ ⎤→− −⎣ ⎦×
3 3

4

1
180 2

n
4

I - S f b f a
h

( ) ( )⎡ ⎤→− −⎣ ⎦× 6

2
945 4

(5) (5)n
6

I -C f b f a
h
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[ ]′ ′≈ −
2

n
hI - T f (b) - f (a)
12

而且，当h很小时，复化的梯形法、辛甫生法和柯特斯法
分别有下列的误差估计式：

定义 若一个积分公式的误差满足 且C ≠ 0，则

称该公式是 p 阶收敛的。

→
= < ∞

0

n
ph

I - Ilim C
h

)(,)(,)( 642 hOChOShOT nnn ~~~

( ) ( )( ) ( )⎛ ⎞ ⎡ ⎤≈− −⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

4
3 3

180 2n
1 hI - S f b f a

( ) ( )⎛ ⎞ ⎡ ⎤≈− −⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

62
945 4

(5) (5)
n

hI -C f b f a

当步长h折半时，
R(T), R(S),R(C)分
别减至原有误差
的1/4,1/16,1/64
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例2：计算 dx
x∫ +

=
1

0 1
4

2π

解： ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++= ∑

=

)1()(2)0(
16
1 7

1
8 fxffT

k
k

8
kxk =其中

= 3.138988494

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++= ∑ ∑ )1()(2)(4)0(

24
1

odd even
4 fxfxffS kk

8
kxk =其中

= 3.141592502
上例中若要求 ，则

610|| −<− nTI 6
22

10
6

|)0()1(|
12

|][| −<=′−′≈
hffhfRn

00244949.0<h 即：取 n = 409

通常采取将区间不断对分的方法，即取 n = 2k

上例中2k ≥ 409  ⇒ k = 9 时，T512 = 3.141592018
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§5.3   变步长求积公式及其加速收敛技巧
Q:  给定精度 ε，如何取 n ?
实际计算中常采用变步长的计算方案，即在步长逐次分半（即

步长二分）的过程中，反复利用复化求积公式计算，直至所求

积分值满足精度要求为止。

复化梯形公式的递推化：

将求积区间[a, b]分成n等分，一共有 个分点,n+1

( ) ( ) ( )⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎣ ⎦
∑22

n-1

n k
k=1

hT f a f x f b

将求积区间再二分一次，则分点增至 个，

每个子区间 二分后用复化梯形公式求的积分值为：[ , ]k k+1x x

2n+1

1( ) ( ) ( )⎡ ⎤+ +⎣ ⎦2
4 1

2
k k+k+

h f x f x f x h=(b- a)/n代表

二分前的步长。
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注意到区间再次对分时 ][
4
1

2
)]()([

12
1][

2

2 fRhafbffR nn ≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛′−′−≈

4
12 ≈

−
−

n

n

TI
TI

)(
3
1

22 nnn TTTI −≈−

将每个子区间上的积分值相加得：

[ ]( ) ( ) ( )= + +∑ ∑ 1
2

1

1
04 2

n- n-1

2n k k + k +
k = k =0

h hT f x f x f x

比较T n和T2n得下列梯形递推公式：

= + ∑
n-1

k =0

1 ( )
2 2 1

2
2n n k +

hT T f x

递推梯形公式加上一个控制精度,即可成为自

动选取步长的复化梯形公式。

直接用计算

结果来估计

误差的方法

称为事后误

差估计法
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龙贝格积分（外推加速公式） /* Romberg Integration */

的误差大致等于nT2 ( )1
3 2n nT -T)(

3
1

22 nnn TTTI −≈−由 可知：

( )= + − = −
1 4 1
3 3 32n 2n n 2n nT T T T T T

用这个误差值作为的 一种补偿，可以期望所得到的2 nT

可能是更好的结果。

例：计算 dx
x∫ +

=
1

0 1
4

2π
已知对于ε = 10−6须将区间对分 9 次，得到 T512 = 3.141592018

由 来计算 I 效果是否好些？nn
nn TTTTI

3
1

3
4

14
4

2
2 −=
−
−

≈

48 3
1

3
4 TT − = 3.141592502

. .= =311764713 1 3 1389884944 8T T而

的精度都很差（与准确值3.14159265比较）

= S4
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一般有：
n

nn STT
=

−
−
14

4 2
n

nn CSS
=

−
−
14

4
2
2

2

n
nn RCC
=

−
−
14

4
3
2

3

Romberg

算法：

< ε ?

< ε ?

< ε ?

… … … … … …

T1 =
)0(

0T

T8 =
)3(

0T

T4 =
)2(

0T

T2 =
)1(

0T S1 =
)0(

1T

R1 =
)0(

3T

S2 =
)1(

1T C1 =
)0(

2T
C2 =

)1(
2TS4 =

)2(
1T

( ) ( )( ) ( )⎛ ⎞ ⎡ ⎤≈ − −⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎝ ⎠

4
3 3

180 2n
1 hI - S f b f a再考察辛甫生法，由误差公式：

其截断误差大致与h4成正比，因此：

≈
1
16

2n

n

I - S
I - S

( )≈
−
1

16 12n 2n nI - S S - S ≈ −
16 1
15 152n nI S S

不难直接验证： − =
16 1
15 152n n nS S C

上述加速过程还可继续下去，其理论依据是下面要介绍
的理查德森外推加速方法。
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算例：用Romberg积分法求解定积分： π =
+∫

1

20

4
1

dx
x

T1 3.000000000 0                      0                   0                  0

T2 3.100000000 3.133333333  0                   0                  0

T4 3.131176471 3.141568628 3.142117647 0                  0

T8 3.138988495 3.141592503 3.141594094 3.141585784 0

T16 3.140941612 3.141592651 3.141592661 3.141592638 3.14159266

误差容限：1.0e-6 准确值：π*=3.14159265358979



42

理查德森外推法

利用低阶公式产生高精度的结果。

设对于某一 h ≠ 0，有公式 T0(h) 近似计算某一未知值 I。由
Taylor展开得到： T0(h) − I = α1 h + α2 h2 + α3 h3 + …
现将 h 对分，得： ( ) ( ) ( ) ...)( 3

23
2

222120 +++=− hhhh IT ααα

Q：如何将公式精度由 O(h) 提高到 O(h2) ？

...
4
3

2
1

12
)()(2 3

3
2

2
020 −−−=−

−
−

hhIhTT h

αα

即： ...
12

)()(2
)( 3

2
2

1
020

1 +++=
−
−

= hhI
hTT

hT
h

ββ

...)( 4
2

3
12 +++== hhIhT γγ

12
)()(2

2
121

2

−
− hTT h

...)( 2
2

1
1 +++== ++ mm

m hhIhT δδ
12

)()(2 121

−
− −−

m
m

h
m

m hTT
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牛顿—柯特斯型求积公式是封闭型的（区间[a, b]的两
端点a, b均是求积节点）而且要求求积节点是等距的,受此限
制，牛顿—柯特斯型求积公式的代数精确度只能是n（ n为奇
数）或 n +1（ n为偶数）。

而如果对求积节点也适当的选取,即在求积公式中不仅A k
而且x k也加以选取,这就可以增加自由度，从而可提高求积公

式的代数精确度。

§5.4  高斯型积分

( ) ( )≈ ∑∫
nb

k ka
k =0

f x dx A f x
构造具有2n+1次代数精度的求积公式

将节点 x0 … xn以及系数 A0 … An都作为待定系数。
令 f (x) = 1, x, x2, …, x2n+1代入可求解，得到的公式
具有2n+1 次代数精度。这样的节点称为Gauss 点，
公式称为Gauss 型求积公式。
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例: ( ) ) )≈ +∫ ( (
1

0 0 1 1-1
f x dx A f x A f x

其中,   x0  , x1 固定在-1，1，A0 , A1可以适当选取,只有两个自
由度,得到的是梯形公式,其代数精确度只有1。如果对求积节点
也进行适当选取,将有四个自由度,得到如下公式:

( )
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫

1

1

1 1
3 3

f x dx f f

这个积分公式的代数精确度为3,这就是高斯型求积公式,
上面的求积节点 称为高斯点。±

1
3

如果n+1个求积节点的求积公式的代数精确度为2n+1,
则这n+1个求积节点称为高斯点。

定义
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证明： “⇒” x0 … xn为 Gauss 点, 则公式

至少有 2n+1 次代数精度。

( ) ( )≈∑∫
0

nb

k ka
k=

f x dx A f x

对任意次数不大于n 的多项式 Pn(x)， Pn(x) w(x)的次数
不大于2n+1，则代入公式应精确成立：

= ∑∫
0

nb

n k n k ka
k =

P (x)w(x)dx A P (x )w(x )
0

= 0

“⇐” 要证明 x0 … xn为 Gauss 点，即要证公式对任意次
数不大于2n+1 的多项式 Pm(x) 精确成立，即证明：

( )=∑∫ ( )
nb

m k m ka
k=0

P x dx A P x 设 )()()()( xrxqxwxPm +=

( ) = +∫ ∫ ∫
b b b

ma a a
P x dx w(x)q(x)dx r(x)dx

0
∑
=

=
n

k
kk xrA

0
)(

∑
=

=
n

k
kmk xPA

0
)(

x0 … xn为 Gauss 点 ⇔ 与任意次数

不大于n 的多项式 P(x) 正交。

∏
=

−=
n

k
kxxxw

0

)()(定理

求 Gauss 点⇔求w(x)
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与任意次多项式正交,而这样的多项式类称为正交多项式。

对于关系 ( ) ( ) =∫ 0
b

n+1a
q x ω x dx ,我们称之为正交性,即 ( )n+1ω x

高斯—勒让德求积公式

1. Legendre多项式

( ) ( ) ,
!

⎡ ⎤= −⎣ ⎦⋅
1 1 0,1,2

2 2

n
2 n

n n n

dP x x n =
d x

称为勒让德(Legendre)多项式。其具有前面提到的正交性
质,

即对于任意次数不超过n的多项式 q (x) ,成立:
( ) ( )

−
=∫

1

1
0n+ 1q x P x dx

建立Gauss型公式，就是给定[a, b]，利用对应的正交多项
式零点计算Ai，最常用的就是[-1,1]上的情形。对于积分区间
为[a, b]的一般情形则可作变换:                              使积分区间
变为[-1,1]。

( )= −
2

2
b + at x

b - a
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因此,多项式Pn+1(x)的零点就是相应的高斯—勒让德求

积公式的高斯点。

勒让德多项式的前几项如下: 

( ) , ( ) ( )= = − =2
0 11 1 1

2
dP x P x x
dx

x

( ) , ( )( ) ( )= −= − +3 4
3 4 21 15 3 35 30 3

2 8
P x x xP xx x

( )( ) ( )
!

x⎡ ⎤= − =⎣ ⎦⋅
−

2
2

2 2
22

2
1 1

2
1 3

2
1

2
xdP x

dx

) (( )= − +5 3
5

1 65 70 15
8

x xP xx

勒让德多项式

的首项系数为

2
(2 ) !

2 ( !)n n
na
n

=
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2.高斯—勒让德求积公式

当n=0时,P1(x)=x, 其零点为x0=0 ,易得A0=2，
( ) ( )≈∫

1

-1
2 0f x dx f

当n=1时,P2(x)=1/2(3x2-1), 其零点为 ,易得
A0=1， A1=1。

0 1
1 1,  
3 3

x x=− =

( )
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞≈ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫

1

1

1 1
3 3

f x dx f f

当n=2时,P3(x)=1/2(5x3-3x), 其零点为 和0。±
3
5

设高斯—勒让德求积公式是:

( )
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≈ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫

1

0 1 21

3 3(0) +
5 5

f x dx A f A f A f

依次代f (x)=1, x, x2 入上式，得如下关于系数A0, A1, 
A2的方程组：

代数精

度为3
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⎧
⎪ + + =
⎪
− + =⎨

⎪
⎪ + =
⎩

0 1 2

0 2

0 2

2
0

1 0
9

A A A
A A

A A
A0 =A2=5/9, A1=8/9

( )
−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
≈ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫

1

1

5 3 8 5 3(0) +
9 5 9 9 5

f x dx f f f故： 代数精

度为5

精确值： .
x=

⎡ ⎤= =⎣ ⎦
12

0
4 ( ) 1 7552983xarctgx - 2ln 1+ x

例：用n=2的高斯—勒让德公式计算 ∫
1

0
4arctgxdx

解：此处，a=0，b=1，作变换

则：
( )= +

1 1
2

x t

( )
−

= +∫ ∫
1 1

0 1

1 14 2
2 2

arctgx dx arctg t dt ( ) ( )= +
1 12
2 2

f t arctg t

故 f(0)=0.9272652， ( ) . ( ) .− = =
3 30 2244562 1 4515062
5 5

f f

所以原式 1.7553526
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

≈ − + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

5 3 8 5 3(0) +
9 5 9 9 5

f f f


