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§2.0 引 言

方程是在科学研究中不可缺少的工具

方程求解是科学计算中一个重要的研究对象

几百年前就已经找到
了代数方程中二次至
四次方程的求解公式

但是,对于更高次数

的代数方程目前仍
无有效的精确解法

对于无规律的非代数方程的求解也无精确解法

因此, 研究非线性方程的数值解法成为必然

( ) 0f x =

本节主要研究单根区间上方程求根的各种近似算法
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§2.1 二分法

第1节 基本概念与定理

第2节 二分法原理

第3节 算例分析



4 返回返回返回后页后页后页前页前页前页

第二章 方程求根--二分法

§2.1   二分法

求 f (x) = 0 的根

原理：若 f ∈C[a, b]，且 f (a) · f (b) < 0，则 f 在 (a, b) 上必

有一根。
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a
b

x1

x2

a
b

11 εxx kk <−+ 2)( εxf <或

不能保证 x 的精度

x*

ε2

xx*
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算法
算法 (二分法)

给定有根区间 [a, b] ( f(a) · f(b) < 0) 和精度要求 ε

1. 令 x = (a+b)/2

2. 如果 b – a < ε 或 f (x) < ε , 停机，输出 x

3. 如果 f (a) f (x) < 0 ,  则令 b = x，否则令 a = x, 返回第1步

用二分法求根，通常先给出 f (x) 草图以确定根的大概位置。
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误差分析

记 a1 = a, b1 = b,  第 k 步的有根区间为 [ak, bk]

1 1

2 2 4
k k k k k k

k
b a b a b ax x x∗ ∗ − −+ − −

− = − ≤ = = 1 1

2k

b a−
=

对于给定的精度 ε ,可估计二分法所需的步数 k ：

2k

b a ε−
< 2log ,b ak

ε
−

⇒ > 取 2log b ak
ε
−⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎢ ⎥

简单易用

无法求复根及偶重根

对 f (x) 要求不高，只要连续即可

收敛速度慢
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例：求 在 (1, 1.5) 的实根,

要求误差不超过0.005。

3( ) 1 0f x x x= − − =

输出x,y,停机STEP 4

若y.y0>0,则a=x,
否则 b=x.
goto step 1

STEP 3

判断：(b-a)/2<eps1否
若是，goto step 4
否则，执行下一步

STEP 2
x=(a+b)/2 ,y=f(x)STEP 1

输入a,b,eps1,eps2  y0=f(a)STEP 0
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§2.2 迭代法

第1节 迭代原理

第2节 迭代过程收敛性

第3节 迭代法的收敛速度

第4节 算例分析



10 返回返回返回后页后页后页前页前页前页

f (x) = 0
等价变换

f (x) 的根 的不动点

思
路

从一个初值 x0出发，计算 x1 =   (x0),  x2 = (x1), …, 

xk+1 = (xk), … 若 收敛，即存在 x* 使得

，且 连续，则由

可知 x* = (x* )，即x* 是 的不动点，也就是f

的根。

{ }∞=0kkx

*lim xxkk
=

∞→
( )1lim limk kk k

x xϕ+→∞ →∞
=

( )x xϕ=

( )xϕ

ϕ ϕ

ϕ

ϕ

ϕ ϕ

第1节 迭代原理
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x

y y = x

x

y y = x

x

y y = x

x

y y = x

x* x*

x* x*

y=    (x)

y=     (x)

y=    (x)
y=    (x)

x0

p0

x1

p1

x0

p0

x1

p1

x0

p0

x1

p1

x0

p0

x1

p1

ϕ

ϕ

ϕ

ϕ
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例1. 012 3 =−− xx用迭代法求解方程

解:

12 3 −= xx

(1) 将原方程化为等价方程

0 0, ,x =如果取初值 由迭代法 得

12 3
01 −= xx 1−=

12 3
12 −= xx 3−=

12 3
23 −= xx 55−=

00 =x

………

显然迭代法发散
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00 =x

3 0
1 2

1+
=

xx

仍取初值

3
2
1

= 7937.0≈

3 1
2 2

1+
=

xx 3
2
7937.1

= 9644.0≈

x2 = 0.9644
x3 = 0.9940
x4 = 0.9990
x5 = 0.9998
x6 = 1.0000
x7 = 1.0000

依此类推,得

已经收敛,故原方程的解为

0000.1=x

同样的方程
不同的迭代格式
有不同的结果

什么形式的迭代法
能够收敛呢?

迭代函数的构造有关

3
1

2
xx +

=

(2) 如果将原方程化为等价方程
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且满足上连续在设迭代函数 ,],[)( baxϕ

;)(,],[)1( bxabax ≤≤∈ ϕ时当

有且满足存在一正数 ],,[,10,)2( baxLL ∈∀<<

Lx ≤′ |)(|ϕ

*],[)(.1 xbaxxo 内有唯一解在方程则 ϕ=

*)(],,[.2 10 xxxbax kk
o 均收敛于迭代法对于任意初值 ϕ=∈ +

11
*.3 −−

−
≤− kkk

o xx
L

Lxx

011
*.4 xx

L
Lxx

k

k
o −

−
≤−

--------(1)

--------(2)

--------(3)

(局部收敛性)

定理

第2节 迭代过程收敛性
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证:

由条件(1)

),()( xxxf ϕ−=设

)()( aaaf ϕ−= 0≤

)()( bbbf ϕ−= 0≥

上连续可导在则 ],[)( baxf

由根的存在定理, 上至少有一个根在方程 ],[0)( baxf =

1|)(| <≤′ Lxϕ由

)(1)( xxf ϕ ′−=′ 0>

,],[)( 上单调递增在则 baxf 上仅有一个根在 ],[0)( baxf =

*],[)(.1 xbaxxo 内有唯一解在方程所以 ϕ=
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),(.2 1 kk
o xx ϕ=+对于迭代法

*1 xxk −+ *)()( xxk ϕϕ −= *))(( xxk −′= ξϕ

由微分中值定理

kk xx −+1 )()( 1−−= kk xx ϕϕ ))(( 1−−′= kk xxξϕ

*1 xxk −+ *xxL k −≤

kk xx −+1 1−−≤ kk xxL

)(* 11 kkk xxxxL −−−= ++

)(* 11 kkk xxLxxL −+−≤ ++

kkk xx
L

Lxx −
−

≤− ++ 11 1
*

Lx ≤′ |)(|ϕ由于
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11
* −−

−
≤− kkk xx

L
Lxx

21

2

1 −− −
−

≤ kk xx
L

L

………

011
xx

L
Lk

−
−

≤

,1<L由于 *)(lim xxkk
−

∞→
0=

*)(, 10 xxxx kk 均收敛于迭代法因此对任意初值 ϕ=+

11
* −−

−
≤− kkk xx

L
Lxx 011

xx
L

Lk

−
−

≤ 证毕.
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定理指出,

1|)(| <≤′ Lxϕ

ε<−
− − 11 kk xx

L
L

只要

因此,当 ε
L

Lxx kk
−

<− −
1

1 ε≈

迭代就可以终止, 可以作为方程的近似解kx

只要构造的迭代函数满足

就收敛迭代法 )(1 kk xx ϕ=+

ε对于预先给定的误差限 ε<− |*| xxk即要求

此时虽收敛但不
一定是唯一根
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例2. 用迭代法求方程的近似解,精确到小数点后6位
0210 =−+ xe x

解:

本题迭代函数有两种构造形式

10
2)(1

xexx −
== ϕ )102ln()(2 xxx −== ϕ

|)(| 1 xϕ ′
10

xe
= |)(| 2 xϕ ′ x102

10
−

=

,0>xe由于 0102 >− x则 2.0<x

1
10

2.0

<<
e

10
2)(1

xexx −
== ϕ因此采用迭代函数

,0时<x ,10 << xe 2102 >− x

为有根区间因此 ]2.0,0[

5≥由于
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00 =x取初值

10
2 0

1

xex −
= 1.0=

d1 =   0.1000000
d2 =  -0.0105171
d3 =   0.1156e-002
d4 =  -0.1265e-003
d5 =   0.1390e-004
d6 =  -0.1500e-005
d7 =   0.1000e-006

由于|d7| =0.1000e-006<1e-6

因此原方程的解为 x7 =  0.090525≈*x

x1 = 0.1000000
x2 = 0.0894829
x3 = 0.0906391
x4 = 0.0905126
x5 = 0.0905265
x6 = 0.0905250
x7 = 0.0905251
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,],[|)(| 上越小在或 baxL ϕ ′

*xxe kk −=设

迭代法收敛就越快

定义1.                                                              满足和若存在实数 01 >≥ cp

p
k

k
k e

e 1lim +

∞→
c=

时称为平方收敛称为超线性收敛

时时称为线性收敛当阶收敛则称迭代法

2,
1,1,

=

>=

p
ppp

收敛速度也就越快越大显然 ,, p

第3节 迭代法的收敛速度
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从而确定收敛阶呢？如何确定那么 ,, p 不可能直接确定

即处处可导处充分光滑在精确解如果迭代函数 ,*)( xxϕ

有展开作在将 ,*)( Taylorxxϕ

+−
′′

+−′+= 2*)(
!2
*)(*)*)((*)()( xxxxxxxx ϕϕϕϕ

+−+−
−

+ −
−

p
p

p
p

xx
p

xxx
p

x *)(
!
*)(*)(

)!1(
*)( )(

1
)1( ϕϕ

0*)()1( == − xpϕ=′′=′ *)(*)( xx ϕϕ如果 0*)()( ≠xpϕ而

+= *)()( xx ϕϕ +− p
p

xx
p

x *)(
!
*)()(ϕ
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定理2.                                                              

)(1 kk xx ϕ=+ +−+= p
k

p

xx
p

xx *)(
!
*)(*)(

)(ϕϕ

p
k

p

xx
p

x *)(
!
*)()(

−=
ϕ*1 xxk −+

p
k

k

xx
xx
*
*1

−

−+ +−
+

+=
+

*)(
)!1(
*)(

!
*)( )1()(

xx
p

x
p

x
k

pp ϕϕ

pxx kk 的收敛阶是即迭代法 )(1 ϕ=+

附近满足：在根如果迭代法迭代函数 *)( xxϕ
阶导数切连续；存在px)()1( ϕ

,0*)()1( == − xpϕ=′′=′ *)(*)()2( xx ϕϕ 0*)()( ≠xpϕ而

pxx kk 的收敛阶是则迭代法 )(1 ϕ=+

+−
+

+ +
+

1
)1(

*)(
)!1(
*)( p

k

p

xx
p

xϕ

)(,
!
*)()(

∞→→ k
p

xpϕ
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例3. 证明迭代法重根的是方程设 ,)2(0)(* ≥= mxfx

)(
)(

1
k

k
kk xf

xfxx
′

−=+

为线性收敛

证明: 故重根的是方程因为 ,0)(* mxfx =

)(*)()( xgxxxf m−= 2,0*)( ≥≠ mxg且

所以 )(xf ′ )(*)()(*)( 1 xgxxxgxxm mm ′−+−= −

)(*)()(*)(
)(*)(

1
k

m
kk

m
k

k
m

k
k xgxxxgxxm

xgxxx
′−+−

−
−= −)(

)(
1

k

k
kk xf

xfxx
′

−=+

)(*)()(
)(*)(

kkk

kk
k xgxxxmg

xgxxx
′−+

−
−=
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*1 xxk −+ )
)(*)()(

)(1*)((
kkk

k
k xgxxxmg

xgxx
′−+

−−=

*
*lim 1

xx
xx

k

k
k −

−+

∞→
)
)(*)()(

)(1(lim
kkk

k
k xgxxxmg

xg
′−+

−=
∞→ m

11 −=

011,2 >−≥
m

m 时

重根是线性收敛的该迭代法对 )2(≥m

例4. 证明迭代法且设 ,0)(,0)( ≠′= afaf

)(
)(

1
k

k
kk xf

xfxx
′

−=+ 至少是平方收敛的
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注意例4与例3的迭代法是相同的,两例有何区别?

证明: 令
)(
)()(

xf
xfxx
′

−=ϕ

)(xϕ′则 2

2

)]([
)()()]([1

xf
xfxfxf

′
′′−′

−= 2)]([
)()(

xf
xfxf

′
′′

−=

0)( =′ aϕ所以

由定理2 该迭代法至少是平方收敛的
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全局收敛与局部收敛

定理的条件保证了不动点迭代的全局收敛性。

即迭代的收敛性与初始点的选取无关。

这种在 x* 的邻域内具有的收敛性称为局部收敛性。

定理中的条件 | ϕ’(x) | ≤ L < 1 可以适当放宽

(2’) ϕ’(x) 在 x* 的某个邻域内连续，且 | ϕ’(x*) | <1

由 ϕ’(x) 的连续性及 | ϕ’(x*) | <1 即可推出：

存在 x* 的某个 δ邻域 N(x*) =[x*-δ , x* +δ ], 使得对

∀ x∈ N(x*)都有| ϕ’(x) | ≤ L < 1, 则由 ∀x0∈ N(x*) 开始

的迭代都收敛。
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§2.3 牛顿(Newton)法

第1节 牛顿法的基本思想

第2节 牛顿法的收敛速度

第3节 牛顿下山法

第4节 算例分析
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1.原理：将非线性方程

取 x0 ≈ x*，将 f (x)在 x0 做一阶Taylor展开:

2
0000 )(

!2
)())(()()( xxfxxxfxfxf −

′′
+−′+=

ξ
，ξ在 x0 和 x 之间。

将 (x* − x0)2 看成高阶小量，则有：

)*)(()(*)(0 000 xxxfxfxf −′+≈=

)(
)(*

0

0
0 xf

xfxx
′

−≈⇒

1
( )
( )

k
k k

k

f xx x
f x+ = −
′

第1节 牛顿法的基本思想

( ) 0f x =

逐步线性化而形成迭代公式.
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x

y

x*
x0

)(
)(

1
k

k
kk xf

xfxx
′

−=+

只要 f ∈ C 1，每一步迭代都有 f ‘( xk ) ≠ 0，

而且 ，则 x* 就是 f 的根。*lim xx kk
=

∞→

0
0

0

( )*
( )

f xx x
f x

≈ −
′

2.  牛顿法 几何意义
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[牛顿迭代法]

1: 初始化. x0, M,δ,ε,置i:=0

2: 如果|f(xi)|≤ε，则停止. 

3: 计算xi+1:=xi-f(xi)/f'(xi)

4: 如果|xi+1-xi|<δ OR  |f(xi)|≤ε，则停止.

5:  i:=i+1, 转至3.

1
( )
( )

i
i i

i

f xx x
f x+ = −
′
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定理
（局部收敛性）设 f ∈C2[a, b]，若 x* 为 f (x) 在

[a, b]上的根，且 f ’(x*) ≠ 0，则存在 x* 的邻域

使得任取初值 ，Newton’s Method产生的序

列{ xk } 收敛到x*，且满足

*)(xBδ

*)(0 xBx δ∈

1
2

* ( *)lim
( * ) 2 ( *)

k

k
k

x x f x
x x f x

+

→∞

′′−
= −

′−
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证明：Newton’s Method 事实上是一种特殊的不动点迭代

其中 ，则
)(
)()(

xf
xfxxg

′
−=

⇒<=
′

′′
=′ 10

*)(
*)(*)(*)( 2 xf

xfxfxg 收敛

由 Taylor 展开：
2)*(

!2
)()*)(()(*)(0 k

k
kkk xxfxxxfxfxf −

′′
+−′+==

ξ

2)*(
)(!2

)(
)(
)(* k

k

k

k

k
k xx

xf
f

xf
xfxx −

′
′′

−
′

−=⇒
ξ

1+kx

)(2
)(

)*(
*

2
1

k

k

k

k

xf
f

xx
xx

′
′′

−=
−
−

⇒ + ξ 只要 f ’(x*) ≠ 0，则令
可得结论。

∞→k
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注：注：Newton’s Method 收敛性依赖于x0 的选取。

x*
x0x0 x0
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收敛阶

设迭代 xk+1 = ϕ(xk) 收敛到 ϕ(x) 的不动点 x*。
记 ek = xk − x*，若

1| |lim 0
| |

k
rk

k

e C
e

+

→∞
= >

定义

则称该迭代为 r 阶收敛。

(1) 当 r =1 时称为线性收敛，此时 C < 1；
(2) 当 r =2 时称为二次收敛，或平方收敛；

(3) 当 r >1 时称为超线性收敛。

二分法线性收敛

不动点迭代中，若 ϕ’(x*) ≠ 0，则

1 1 * ( ) ( *) '( )k k k ke x x x x eϕ ϕ ϕ ξ+ += − = − =

取极限得 1| |lim | '( *) | 0
| |

k
rk

k

e x
e

ϕ+

→∞
= ≠

(C为常数)

线性收敛

§2.4   迭代过程的加速方法
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p 阶收敛

设迭代 xk+1 = ϕ(xk) ，若 ϕ(p)(x) 在 x* 的某邻域内连

续，则该迭代法具有 p 阶收敛的充要条件是
定理

( 1)

( )

( *) *,
'( *) ''( *) ( *) 0,

( *) 0

p

p

x x
x x x

x

ϕ

ϕ ϕ ϕ

ϕ

−

=

= = = =

≠

( )1 1lim ( *)
!

pk
rk
k

e x
e p

ϕ+

→∞
=

并且有

( )

1
( )( ) ( *) '( *)( *) ... ( *)
!

p
pk

k k k kx x x x x x x x
p

ϕ ξϕ ϕ ϕ+ = = + − + + −
证明：充分性.  根据泰勒展开有

( )

1
( )* ( *)
!

p
pk

k kx x x x
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必要性. 设迭代 xk+1 = ϕ(xk) 是 p 阶收敛。

迭代两边取极限，由 ϕ(x) 的连续性可知 x* = ϕ(x*) 。

设 p0 是满足

0 0( 1) ( )'( *) '( *) ( *) 0, ( *) 0  p px x x xϕ ϕ ϕ ϕ−= = = = ≠
的最小正整数。

由充分性的证明过程可知迭代 p0 阶收敛。

0 0

1 1 1k k
p p pp

k k k

e e
e e e

+ +
−= ⋅又 若 p0 < p，与迭代 p 阶收敛矛盾

若 p0 > p，与迭代 p0 阶收敛矛盾

p0 = p
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割线法 /* Secant Method */ ：

Newton’s Method 一步要计算 f 和 f ’，相当于2个函数
值，比较费时。现用 f 的值近似 f ’，可少算一个函数

值。

x0x1

切线

割线

切线斜率 ≈ 割线斜率
1

1 )()()(
−

−

−
−

≈′⇒
kk

kk
k xx

xfxfxf

)()(
))((

1

1
1

−

−
+ −

−
−=⇒

kk

kkk
kk xfxf

xxxfxx 需要2个初值 x0 和
x1。

收敛比Newton’s Method 
慢，且对初值要求同样

高。
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下山法 ——Newton’s Method 局部微调：

原理：若由 xk 得到的 xk+1 不能使 | f | 减小，则在 xk和 xk+1 

之间找一个更好的点 ，使得 。1+kx )()( 1 kk xfxf <+

xk xk+1

,)1(1 kk xx λλ −++ ]1,0[∈λ
)(
)(

)1(]
)(
)([1

k

k
k

k
k

k
kk

xf
xfx

x
xf
xfxx

′
−=

−+
′

−=+

λ

λλ

注：注：λ = 1 时就是Newton’s Method 公式。

当 λ = 1 代入效果不好时，将 λ减半计算。




