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引 言

1    插值法是广泛应用于理论研究和生产实践的重

要数值方法，它是用简单函数(特别是多项式或分
段多项式)为各种离散数组建立连续模型；为各种
非有理函数提供好的逼近方法。众所周知，反映
自然规律的数量关系的函数有三种表示方法：

A  解析表达式

。(1865年，瓦里斯Walis；1690年，
Raphson拉夫逊；1669年，牛顿Newton；历史悠久
的方程)。

，(开普勒(Kepler)方程)。
悬链线方程； 。

52)( 3 −−= xxxf

yyx sinε−=

)/cos( λλ xy =



B 图像法 C 表格法

2   事实上，许多数据都是用表格法给出的(如观测和实验
而得到的函数数据表格)，可是，从一个只提供离散的函
数值去进行理论分析和进行设计，是极不方便的甚至是不
可能的。因此需要设法去寻找与已知函数值相符，并且形
式简单的插值函数(或近似函数)。
3   另外一种情况是，函数表达式完全给定，但其形式不
适宜计算机使用，因为计算机只能执行算术和逻辑操作，
因此涉及连续变量问题的计算都需要经过离散化以后才能
进行。如数值积分方法、数值微分方法、差分方程以及有
限元法等，都必须直接或间接地应用到插值理论和方法。



1  插值法的概念

假设函数y=f(x)是[a, b]上的实值函数，x0,x1,…,xn是
[a,b]上n+1个互异的点，f(x)在这些点上的取值分别
为y0,y1,…,yn。

求一个确定的函数P(x)，使之满足：
P(xi)=yi (i=0,1,2,…,n)               (1)

称 x0,x1,…,xn为插值节点，关系式(1)称为插值原则,
函数P(x)称为函数y=f(x)的插值函数，区间[a, b]称
为插值区间。

1    多项式插值问题的一般提法



插值函数p(x)作为f(x)的近似，可以选自不同类型的函
数，如p(x)为代数多项式、三角多项式、有理分式；
其函数性态可以是光滑的、亦可以是分段光滑的。
其中，代数多项式类的插值函数占有重要地位:
(a) 结构简单、计算机容易处理、任何多项式的导数
和积分也易确定，并且仍是多项式。

(b) 著名的Weierstrass逼近定理(定义在闭区间上的任
何连续函数f(x)，存在代数多项式p(x)一致逼近f(x)，
并达到所要求的精度.)。
因此，我们主要考虑代数多项式的插值问题。

2 例题分析：

已知函数f(x)有如下数据：

求f(x)的插值多项式p(x)，并求f(x)在x=0.5处的近似
值。

x :  0   1   2
y :  0   1   1
y':  0   1   



解：设 ，其中， 为待

定系数。由给定的条件有：

联立上式得：

于是，
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§2 拉格朗日(Lagrange)插值
1  多项式插值的存在唯一性：

从如下数据表着手，并假定 ，

求n 次多项式 ，使得：P(xi)=yi
(i=0,1,2,…,n) 。
根据插值条件，有：

(1)

显然，这是一个关于 的n+1元线性方程组，

其系数矩阵的行列式为：

njixx ji ≤≠≤≠ 0,
x ： x0   x1   x2  … xn
y ： y0   y1   y2  … yn
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注意到插值节点 两两相异，而

故方程组(1)有惟一解 ，于是满足插值条件的

多项式存在且惟一。

由n+1个不同插值节点 可以惟一确定一个
n 次多项式 满足插值条件 。

从理论上说，由方程组(1)可以求出 的惟一解,
从而确定 。但从数值计算上看，当n 较大时求解

线性方程组的工作量较大且不便应用。为解决此问
题，现已提出了不少构造 的巧妙办法。
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2  Lagrange插值的基函数构造法

首先讨论n=1时的情形。

已知 ，求 使得

显然 是过 和 两点的一条直线。
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由点斜式容易求得：
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其中， 具有如下特点：

称其为线性插值基函数。
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再讨论 n=2 时的情形。

已知 ，求 使得 。

显然 是过 、 、 三点的一条抛物线。
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• 仿照线性插值基函数
的构造方法，令

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−−
−−

=

−−
−−

=

−−
−−

=

))((
))(()(

))((
))(()(

))((
))(()(

1202

10
2

2101

20
1

2010

21
0

xxxx
xxxxxl

xxxx
xxxxxl

xxxx
xxxxxl

• 其中， 具有如
下特点：

• 称其为抛物线插值基
函数(如下图所示)。

)2,1,0(),( =ixli

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

===
===
===

1)(;0)(;0)(
0)(;1)(;0)(
0)(;0)(;1)(

221202

211101

201000

xlxlxl
xlxlxl
xlxlxl



于是，

最后讨论一般情形。
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x :  x0   x1   x2  … xn
y:   y0   y1    y2  … yn

求Ln(x)使得L(xi)=yi (i=0,1,2,…,n) 。
令n 次多项式插值基函数为：

具有如下特点：
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我们称Ln(x)为Lagrange 多项式， 为Lagrange 插
值基函数。

思考 给定 xi=i +1， i=0, 1, 2, 3, 4, 5。下面哪个是
l2(x)的图像？
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于是，满足插值条件的n次多项式可以直接写为：
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3   例题

a)  已知连续函数f(x)的函数表如下：

求方程f(x)=0在(-1,2)内的近似根。

x    -1 0 1 2
f(x)    -2 -2 1   2

解：利用Lagrange插值法有

• 解方程

• 取初值 x=0.5，利用牛
顿法求解可得 f(x) 在
(-1,2) 内的近似根为
0.67433 。
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b) 利用100，121的开方计算 。

解：由于

利用Lagrange 插值法有

于是，

• 的准确值为10.72380529…，因此近似值

10.71428有3位有效数字。
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假设f(x)在[a, b]上有n+1阶导数，且在不同插

值节点 取值为 ， 是经过插值样点

的Lagrange插值多项式，若引进记号:

4 插值余项

如图所示，其截断误差Rn(x)=f(x)-Ln(x)，称为
Lagrange插值多项式的余项。
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则有如下的误差估计：



证明：因为

于是可假定 具有如下形式：

作辅助函数

容易看出， 有 共 n+2个相异零点，且在

[a, b]上存在n+1阶导数。根据Rolle‘Principle，在

的两个零点之间至少有一个零点，故 在[a, b]
上至少有n+1个零点。如此类推， 在(a, b)上
至少有1个零点 ，使得
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注意到 是n次多项式， ； 的首项为 ，

故 。由上述方程解得

于是
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注1：如果 在(a, b)上有界，即

则有余项估计：

注2：当 f(x)为任一个次数≤ n的多项式时，由 , 
可知 ，因此，插值多项式 对于次数≤ n的多
项式的估计是精确的。
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思考:
(1) 线性插值的余项估计：

(2) 抛物线插值的余项估计：

5 例题

例1 已知函数y=f(x)的观察数据为
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试构造 f(x)的拉格朗日多项式Ln(x)，并计算 f(-1)。
解：先构造基函数



所求三次多项式为

L3(x)=              =                      +                     

- +                 =
L3(-1)= 

例2 已知连续函数f(x)=1/x，其函数表如下：

求方程 f(3)的值并估计误差。

解：利用Lagrange插值法有

x    2 2.5 4
f(x)     0.5 0.4 0.25



故 f(3)
因为

，

故

实际误差
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4.3  差商与差分及其性质
1 差商的概念：

1：称 为函数 f(x)的一阶差商；

称 为函数 f(x)的二阶差商；

一般地，称 为函数 f(x)的
n 阶差商；特别地，定义 为函数f(x)关于xo

的零阶差商。
由此可知，高阶差商总是由比它低一阶的的两个差
商组合而成。

2 差商性质
a) 性质1：n阶差商可以表示成n+1个函数值
的线性组合，即
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b) 性质2(对称性)：差商与节点的顺序无关。
即 ，
这一点可以从性质1看出。

0 1 1 0[ , ] [ , ]f x x f x x= 0 1 2 1 0 2 0 2 1[ , , ] [ , , ] [ , , ]f x x x f x x x f x x x= =

c) 性质3：若 是 的n次多项式，则
一阶差商 是 的n-1次多项式；
二阶差商 是 的n-2次多项式；
一般地，函数 的k 阶差商 是x的n-k次
多项式 ，而 时，k阶差商为零。
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3 利用差商表计算差商
利用差商的递推定义,可以用递推来计算差商。
如下表：

如要计算四阶差商，应再增加一个节点，表中还要增
加一行。

例1：已知下表，计算三阶差商 。[ 1 , 2 , 4 , 7 ]f



解：列表计算

ix ( )if x
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4  差分的概念

2：设函数y=f(x)在等距节点 上的函
数值f(xi)=fi，其中，h为常数称作步长。称

△fi=fi+1-fi            ▽fi=fi-fi-1

δfi=f(xi+h/2)-f(xi-h/2)= 
分别为f(x)在 处以h为步长的一阶向前差分，一阶

向后差分和一阶中心差分。称符号△、▽、δ分别

为向前差分算子，向后差分算子和中心差分算子。
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1.201520.904

0.888110.803

0.696750.652

0.578150.551

0.410750.400

f(xk)xkk

0.031 340.213 000.433 481.384 101.201 520.904

0.197 330.358 931.275 730.888 110.803

0.280 001.168 000.696 750.652

1.116 000.578 150.551

0.410 750.400

四阶差商三阶差商二阶差商一阶差商f(xk)xkk

5 算例：

例 已知函数y=f(x)的数据如表中第2、3列。计算它的
各阶差商。

解：依据差商计算公式，结果列表中。



3  性质：

(a)

该性质说明：

k 阶差商 计算是由函数值 f(x0)，f(x1)，…,
f(xk)线性组合而成，且与所含节点的次序无关，通
常称为差商的对称性。
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§4 牛顿插值公式
1 牛顿插值公式的构造

Lagrange插值虽然易算，但若要增加一个节点时，
全部基函数li(x) 都需重新算过。本节介绍另外一种
方法—牛顿插值法，并用它解决上面所述问题。
将 Lagrange插值公式

中的Ln(x)改写成：

其中， 为待定系数。如何求 ?
解：因为

所以 (0)
又

∑∑ =∏
−
−

=
==

=
≠

n

i
ii

n

i
i

n

j
ij ji

j
n yxly

xx
xx

xL
00

0

)(
)(
)(

)(

))...((...
))(()()(

10

102010

−−−++
−−+−+=

nn

n

xxxxa
xxxxaxxaaxN

naaa ,,, 10naaa ,,, 10

0
0

0

( ) ( )[ , ] f x f xf x x
x x
−

=
−

0 0 0( ) ( ) [ , ]( )f x f x f x x x x= + −

0 0 1
0 1

1

[ , ] [ , ]
[ , , ]

f x x f x x
f x x x

x x
−

=
−



有 (1)
又

(2)
一般地，

(n)
将式(n)代入式(n-1)，...，式(2)代入式(1)，式(1)代入式 (0)，
如此可得：

尤为注意的是：最后一项中，差商部分含有x，乃
是余项部分，记作 ；而前面n+1项中，差商部分
都不含有x，因而前面n+1项是关于x的n次多项式，
记作 ，这就是牛顿插值公式。
于是，上式成为 。

0 0 1 0 1 1[ , ] [ , ] [ , , ]( )f x x f x x f x x x x x= + −

0 1 0 1 2
0 1 2

2

[ , , ] [ , , ][ , , , ] f x x x f x x xf x x x x
x x
−

=
−

0 1 0 1 2 0 1 2 2[ , , ] [ , , ] [ , , , ]( )f x x x f x x x f x x x x x x= + −

0[ , , , ]nf x x x 0 1 0 1[ , , , ] [ , , , ]n n

n

f x x x f x x x
x x
− −

=
−

0 1[ , , , ]nf x x x − 0 1 0[ , , , ] [ , , , ]( )  n n nf x x x f x x x x x= + −

0 0 1 0( ) ( ) [ , ]( )f x f x f x x x x= + − 0 1 2 0 1[ , , ]( )( )f x x x x x x x+ − − +

0 1 0 1 1[ , , , ]( )( ) ( )n nf x x x x x x x x x −+ − − − 0 1 0 1[ , , , , ]( )( ) ( )n nf x x x x x x x x x x+ − − −

( )nR x

( )nN x
( ) ( ) ( )n nf x N x R x= +



2  算例
例1：当 n=1时，

其中

这就是牛顿一次插值多项式，也就是点斜式直线
方程。
当 n=2 时，

这就是牛顿二次插值多项式。
显然，

即 满足二次插值条件。

0 0 1 0( ) ( ) [ , ]( )f x f x f x x x x= + − 0 1 0 1[ , , ]( )( )f x x x x x x x+ − −

1 0 0 1 0( ) ( ) [ , ]( )N x f x f x x x x= + − 0 1
0 0

0 1

( )y yy x x
x x
−

= + −
−

0 0 1 0( ) ( ) [ , ]( )f x f x f x x x x= + −

0 1 2 0 1[ , , ]( )( )f x x x x x x x+ − −
0 1 2 0 1 2[ , , , ]( )( )( )f x x x x x x x x x x+ − − −

2 0 0 1 0( ) ( ) [ , ]( )N x f x f x x x x= + −

0 1 2 0 1[ , , ]( )( )f x x x x x x x+ − −

2 0 0( ) ( )N x f x= 0 1
2 1 0 1 0 1

0 1

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )f x f xN x f x x x f x
x x
−

= + − =
−

0 1
2 2 0 2 0

0 1

( ) ( )( ) ( ) ( )f x f xN x f x x x
x x
−

= + −
−

0 1 1 2
2 0 2 1

0 2 0 1 1 2

( ) ( ) ( ) ( )1 ( )( )f x f x f x f x x x x x
x x x x x x

⎛ ⎞− −
+ − − −⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

2( )f x=

2( )N x



例2：已知

求满足以上插值条件的牛顿型插值多项式。
解：由于

， ， ， ；

则牛顿三次插值多项式为

例3：已知 在六个点的函数值如下表，运用牛顿型插值
多项式求 的近似值。

ix

( )if x 121510
7421

0( ) 0f x = 0 1[ , ] 1f x x =
0 1 2[ , , ] 4f x x x = 0 1 2 3[ , , , ] 1.25f x x x x =−

3( ) 0 ( 1) 4 ( 1)( 3)N x x x x= + − + × − − 1.25 ( 1)( 3)( 4)x x x− × − − −

( )f x
(0.596)f



kx ( )kf x kx x−

0.00030.03460.23100.52601.51561.253861.05

-0.4540.03440.21370.43361.38411.026520.90

-0.2040.19700.35881.27570.888110.80

-0.0540.28001.18600.696750.65

0.0461.11600.578150.55

0.1960.410750.40

五阶差商四阶差商三阶差商二阶差商一阶差商

例2：已知

求满足以上插值条件的牛顿型插值多项式。
解：由于

， ， ， ；

则牛顿三次插值多项式为

例3：已知 在六个点的函数值如下表，运用牛
顿型插值多项式求 的近似值。

ix

( )if x 121510
7421

0( ) 0f x = 0 1[ , ] 1f x x =
0 1 2[ , , ] 4f x x x = 0 1 2 3[ , , , ] 1.25f x x x x =−

3( ) 0 ( 1) 4 ( 1)( 3)N x x x x= + − + × − − 1.25 ( 1)( 3)( 4)x x x− × − − −

( )f x

(0.596)f



欲求 ，只需在 之后再加一项：

2 0 0 1 0( ) ( ) [ , ]( )N x f x f x x x x= + − 0 1 2 0 1[ , , ]( )( )f x x x x x x x+ − −

2(0.596) 0.41075 1.1160 0.196N = + × 0.28 0.196 0.046 0.632010+ × × =

3 2 0 1 2 3 0 1 2( ) ( ) [ , , , ]( )( )( )N x N x f x x x x x x x x x x= + − − −

3 (0.596) 0.632010N = 0.1970 0.196 0.046 ( 0.054)+ × × × − 0.6319145=

0 1 2 3 4 0 1 2 3[ , , , , ]( )( )( )( )f x x x x x x x x x x x x x− − − −

0.0344 0.196 0.046 ( 0.054) ( 0.204)= × × × − × − 63.4 10−= ×

4( ) 0.6319145 0.0000034N x = + 0.6319179=

4( )N x 3( )N x

4  拉格朗日插值与牛顿插值的比较

1)        和 均是n次多项式，且均满足插值条件：

由多项式的唯一性： ，因而，两个公式的余项是相

等的，即

2) 当插值多项式从n-1次增加到n次时，拉格朗日型插值必
须重新计算所有的基本插值多项式；而对于牛顿型插值，

只需用表格再计算一个n阶差商，然后加上一项即可。

( )nP x ( )nN x
( ) ( ) ( ),   0,1, ,n k n k kP x N x f x k n= = =

( ) ( )n nP x N x≡
( 1)

0 1
( )[ , , , ] ( ) ( )

( 1)!

n

n n n
ff x x x x x x
n

ξω ω
+

=
+



5  等距牛顿插值公式

插值节点为等距节点： h     h     h     ...     h
， ，如右图： ...

牛顿插值公式
设等距节点 ，记 。当 ，
令 ， 。
例如(右图)
x 在x2，x3的中点时， 。

将牛顿插值公式中的差商用差分代替，而
从而，牛顿插值公式在等距

插值节点下的形式为：

余项为

0kx x kh= + 0,1, ,k n= 0x 1x 2x 3x 1nx − nx

0kx x kh= + ( ), 0,1, ,k ky f x k n= = 0[ , ]nx x x∈

0x x th= + 0 t n≤ ≤

0x 1x 2x x 3x

0 2.5x x h= +

0 0( ) ( ) ( ) ,kx x x th x kh t k h− = + − + = −

0 0( )nN x y t y= + Δ + 32
0 00

1 11 ( 1)( 2) ( 1) ( 1)( 1)
3! !2!

nt t t y t t t n yt t y
n

+ − − Δ + + − − + Δ− Δ

( 1) ( 1)1 1( ) ( ) ( )( 1)! ( 1)!
n nR x f x fn nn nξ ω+ += =+ +

1( ) ( 1) ( )nh t t t nξ + − −



20.085543

7.9030512.182492.5

3.109624.793437.289062

1.223561.886062.907374.481691.5

0.481460.742101.143961.763412.718281

Δ4yiΔ3yiΔ2yiΔyiyixi

上式为等距牛顿向前插值公式。

下面来推导等距牛顿向后插值公式：

令 (         )，这时 ，

余项为：

nx x th= + 0n t− ≤ ≤ n k nx x kh− = − ( ) ;n kx x t k h−− = +

21( ) ( 1)
2!n n n nN x y t y t t y= + ∇ + + ∇ 31 1( 1)( 2) ( 1) ( 1)

3! !
n

n nt t t y t t t n y
n

+ + + ∇ + + + + − ∇

( 1) 11( ) ( ) ( 1) ( )
( 1)!

n n
nR x f h t t t n

n
ξ+ += + +

+

( ) xy f x e= =
1 , 1 . 5 , 2 , 2 . 5 , 3x =

例4：设 插值节点为 ，相应的

函数值如下表，求f(2.2)。
( ) xy f x e= = 1,1.5,2,2.5,3x=



解：精确值 f(2.2)=e2.2=9.025011。
此时[xk, xk+1]，x=2.2=1+2.4h，故t=2.4，于是

求 时，
在 后加一项：

所以

求 时，

在 后再加一项：

所以

2
2 0 0 0

1 8.87232(2.2) ( 1)
2!

N y t y t t y == + Δ + − Δ

3(2.2)N

( . )2N 2 2
1 3( 1)( 2) 03!t t t y− − Δ

,

1 2.4 (2.4 1) (2.4 2) 0.74210 0.16623
6

= × × − × − × =

3 2(2.2) (2.2) 0.16623 9.03855N N= + =

4(2.2)N

3(2.2)N
4

0
1 ( 1)( 2)( 3)
4!

t t t t y− − − Δ 1 2.4 (2.4 1) (2.4 2) (2.4 3) 0.48146
24

= × × − × − × − × 0.01618= −

4 3(2.2) (2.2) 0.01618 9.02237N N= − =

2 3 20.15269 ,   0.01354 ,   0.00264R R R= = − =



5 分段插值法
1  问题的提出

在区间[a, b]上用插值多项式P逼近函数f 时，f 和P在
每个节点上的差异(理论上)应该为零。自然，我们
期望在一切中间点上也能很好地逼近 f，并且当插
值点增加时这种逼近效果应该越来越好。

但上述的期望不可能实现的。当认识到这一点
时，在数学界曾引起强烈的震动。

2  反例
(A) 狄里克莱(Dirichlet)函数

如果取插值节点为有理数时：

如果取插值节点为无理数时：

插值多项式P的图象如左下：(逼近函数效果极差)

0 Q
( )

1

x
f x

x Q

∈⎧⎪=⎨
∉⎪⎩

               

( ) 0P x x R= ∀ ∈

( ) 1P x x R= ∀ ∈



(B)  龙格(Runge)函数
将区间[-5,5]分成 n 等分，以Pn(x)表示取 n+1个等分的插值
多项式，右上图给出了P2(x)、P3(x)、P10(x)的图象：

可以看出，随着插值节点数增加，插值多项式的次
数也相应增加，而对于高次插值容易带来剧烈振
荡，带来数值不稳定；越靠近端点逼近的效果越差
(Runge现象)。
因此，既要增加插值结点，减小插值区间，又要
不增加插值多项式的次数以减少误差，我们可以采
用分段插值的办法。



3 分段线性插值
分段线性插值问题的提出

给定区间[a, b]，将其分割成 ，已知函
数 在这些插值结点的函数值为 ，
求一个分段函数 ，使其满足：
(1) ， ；
(2) 在每个区间 上， 是 个一次函数；

(3) 在区间 上， 为连续函数。

0 1 na x x x b= < < < =
( )y f x= ( )k ky f x= 0,1, ,k n=

( )P x

( )k kP x y= 0,1, ,k n=

1[ , ]k kx x +

( )P x

( )P x

[ , ]a b

x0 x1 x2 x3 … xn-1 xn

Y

X

易知，P(x)是个折线函数，在
每个区间 ，(              )上1[ , ]k kx x + 0,1, , 1k n= −

1
1

1 1
( ) k k

k k
k k k k

x x x xP x y y
x x x x

+
+

+ +

− −= +
− −

于是， 在[a, b]上是连续的，但其一阶导数是不
连续的(即不光滑的)。

( )P x



4 分段线性函数的基函数

我们从整体上来构造分段线性函数的基函数。每个
插值结点上所对应的插值基函数 应当满足：

(1)       是分段线性函数；

(2)

如：

对于 ，

( )il x

( )il x
1       ( ) 0       ki

k il x k i
⎧
⎨
⎩

== ≠

1
0 1

0 0 1
          [ , ]

( )
0               

x x x x x
l x x x

⎧
⎪
⎨
⎪
⎩

− ∈
= −

在其它点上

Y

X

1

x0 x1 x2
xn-1 xn

n

1, , 1i n= −

1
1

1

1

1
1

1

1
1

1

1 1

    [ , ]
( )

0               [ , ]

     [ , ]

( )         [ , ]

0                  [ , ]

n
n n

n n n

n n

i
i i

i i

ii
i i

i i

i i

x x x x x
l x x x

x x x

x x x x x
x x
x xl x x x x
x x

x x x

−
−

−

−

−
−

−

+
+

+

− +

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

−⎧ ∈⎪= −⎨
⎪ ∉⎩

− ∈
−
−= ∈
−

∉

Y

x0 x1 xi-1 xi xi+1 xn-1 xn X

1

Y

x0 xi-1 xn-1 xn X

1



于是， 。

注意：此表达式在区间 上，只有 ， 是
非零的，其它基函数均为零，即 。

5 例题

已知函数 在区间[0, 5]上取等距插值节点
(如下表)，求区间上分段线性插值函数，并利用它
求出 近似值。

1, ][ k kxx + ( )kl x 1( )kl x+

1 1( ) ( ) ( )k k k kP x y l x y l x+ += +

2
1( )

1
y f x

x
= =

+

(4.5)f

0

( ) ( )
n

k k
k

P x y l x
=

=∑



0.038460.058820.10.20.51yi

543210xi

于是， 。

注意：此表达式在区间 上，只有 ， 是非
零的，其它基函数均为零，即 。

5 例题

已知函数 在区间[0, 5]上取等距插值节点
(如下表)，求区间上分段线性插值函数，并利用它
求出 近似值。

1, ][ k kxx + ( )kl x 1( )kl x+

1 1( ) ( ) ( )k k k kP x y l x y l x+ += +

2
1( )

1
y f x

x
= =

+

(4.5)f

0

( ) ( )
n

k k
k

P x y l x
=

=∑

解：在每个分段区间 上，

于是

[ , 1]k k +

1

1

( 1)( )
( 1) ( 1)

( 1) ( )

k k

k k

x k x kP x y y
k k k k

y x k y x k

+

+

− + −
= +

− + + −

= − − − + −



实际值： 0.04705882352941
当n=7时， P(4.5)=0.04762270321996
当n=10时，P(4.5)=0.04705882352941
由此可见，对于光滑性要求不高的插值问题，分
段线性插值的效果非常好！计算也简单！

根据拉格朗日一次插值函数的余项，可以得到分

段线性插值函数的插值误差估计：

对x∈[a, b]，当x∈[xk, xk+1]时，

( 1) 0.5 ,                               [0,1]
0.5( 2) 0.2( 1),                  [1,2]

( ) 0.2( 3) 0.1( 2),                 [2,3]
0.1( 4) 0.05882( 3),         [3,4]
0.05882( 5) 0.038

x x x
x x x

P x x x x
x x x

x

− − + ∈
− − + − ∈

= − − + − ∈
− − + − ∈
− − + 46( 4), [4,5]x x

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎩ − ∈

(4.5) 0.05882 (4.5 5) 0.03846 (4.5 4) 0.04864P =− × − + × − =

(4.5)f =



则

其中

于是可以加密插值结点，缩小插值区间，使h减
小，从而减小插值误差。

1
1( ) ( )( )( )
2 k kR x f x x x xξ +′′= − −

2

( )
8

hR x M≤

10 1
max k kk n

h x x+≤ ≤ −
= −

( , )
m ax ( )
x a b

M f x
∈

′′=



§4.6    三次样条插值
高次插值函数可以保证曲线的光滑性，但计算量
大，有剧烈振荡，数值稳定性差；

而分段线性插值在分段点上仅连续而不光滑(导数
不连续)，这往往不能满足工程设计的需要。

样条函数可以同时解决这两个问题，使插值函数既
是低阶分段函数，又是光滑的函数。

1 样条函数的概念：

1：在[a, b]上取n+1个插值结点 ,已知
函数 在这n+1个点的函数值为 ，则

在[a, b]上函数 的m次样条插值函数 满足：

(1)       在(a, b)上直到m-1阶导数连续；

(2)             ， ；

(3)  在区间 上， 是m次多项式。

0 1 2 na x x x x b= < < < < =

( )y f x= ( )k ky f x=

( )y f x= ( )S x

( )S x

( )k kS x y= 0,1, ,k n=

1[ , ]( 0,1, , 1)k kx x k n+ = − ( )S x



2：三次样条函数

在[a, b]上函数 的三次样条插值函数 满足：

(1)       在(a, b)上0、1、2阶导数连续；即

， ，

(2)             ， ；

(3)  在区间 上， 是三次多项式。

( )y f x= ( )S x

( )S x

( 0) ( 0)k kS x S x− = + ( 0) ( 0)k kS x S x′ ′− = + ( 0) ( 0)k kS x S x′′ ′′− = +

1,2, , 1k n= −

( )k kS x y= 0,1, ,k n=

1[ , ]( 0,1, , 1)k kx x k n+ = − ( )S x



2   三次样条函数的计算

由二阶导数连续，设 ， ， 是未知、
待定的数。

因为 是分段三次多项式，则 是分段一次多
项式，在每个区间 内，

记 ，则

将上式在区间 上积分两次，并且由 ，

来确定两个积分常数。
当 时，

利用 一阶导数连续的性质，对上式求导，得：

( )k kS x m′′ = 0,1, ,k n= km

( )S x ( )S x′′

1[ , ]k kx x +

1
1

1 1

( ) k k
k k

k k k k

x x x xS x m m
x x x x

+
+

+ +

− −′′ = +
− −

1k k kh x x+= −
1

1( ) k k
k k

k k

x x x xS x m m
h h
+

+

− −′′ = +

1[ , ]k kx x + ( )k kS x y=

1 1( )k kS x y+ +=

1[ , ]k kx x x +∈
3 3

1
1

( ) ( )( )
6 6

k k
k k

k k

x x x xS x m m
h h

+
+

− −
= − +

2 2
1

1 1( ) ( )
6 6
k k k k

k k k k
k k

h x x h x xy m y m
h h

+
+ +

− −
− − + −

( )S x



在上式中，令 ，得：

将上式中的k 换成 k-1，得 在 上的表达式,
用 代入，

而 ，

联立上述两式，得到关于 的方程:

两边乘以 ，得：

2 2
1

1
( ) ( )( )

2 2
k k

k k
k k

x x x xS x m m
h h

+
+

− −′ = − +
1 1

1( ) ( )
6
k

k k k k
k

h m m y y
h+ +− − + −

kx x=

1
1( 0)

6 3
k k k k

k k k
k

h h y yS x m m
h

+
+

−′ + = − − +

( )S x′ 1[ , ]k kx x−

kx x=

1 1 1
1( 0)

6 3
k k k k

k k k
k

h h y yS x m m
h

− − −
−

−′ − = + +

( 0) ( 0)k kS x S x′ ′+ = −

km

1 1
1 16 3 6

k k k k
k k k

h h h hm m m− −
− +

+
+ + 1 1

1

k k k k

k k

y y y y
h h

+ −

−

− −
= − 1,2, , 1k n= −

1

6

k kh h −+

1
1 1

1 1

2k k
k k k

k k k k

h hm m m
h h h h

−
− +

− −

+ +
+ +

1 1

1 1

6 k k k k

k k k k

y y y y
h h h h

+ −

− −

⎛ ⎞− −
= −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠



上式中，等式左边含未知量 ， ， ，等式右边

， ， 是已知的，令

， ，

则得：

这是含有n+1个未知量 ，共有n-1个方程组成的线
性方程组。欲确定方程的解，尚缺2个方程。因此，求三次
样条函数还要2个附加条件。

通常有如下三种给法：

① 给出边界端点的一阶导数值：

， ；三转角方程。

② 给出边界端点的二阶导数值:
， ；三弯矩方程。

③ 给出导数值： ；自然样条。

1km − km 1km +

1ky − ky 1ky +

1

1

k
k

k k

h
h h

λ −

−

=
+

1

1k
k k

k k

h
h h

μ λ
−

= = −
+

1 1

1 1

6 k k k k
k

k k k k

y y y yC
h h h h

+ −

− −

⎛ ⎞− −
= −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

1 12k k k k k km m m Cλ μ− ++ + = 1,2, , 1k n= −

0 1, , , nm m m

0 0( )S x y′ ′=
n nS x y′ ′=( )

0 0( )S x y′′ ′′=
n nS x y′′ ′′=( )

0( ) ( ) 0nS x S x′′ ′′= =



3 三转角方程的计算

给出边界端点的一阶导数值：

， 。

利用前面已推导的公式，

当 时，

取 ， ，得:

取 ， ，得: 

移项得

0 0( )S x y′ ′= nS x y′ ′=n( )

1[ , ]k kx x x +∈
2 2

1
1

( ) ( )( )
2 2

k k
k k

k k

x x x xS x m m
h h

+
+

− −′ = − + 1 1
1( ) ( )

6
k

k k k k
k

h m m y y
h+ +− − + −

0k = 0x x=

0 0 1 0
0 0 1

03 6
h h y yy m m

h
−′ = − − +

1k n= − nx x=

1 1 1
1

16 3
n n n n

n n n
n

h h y yy m m
h

− − −
−

−

−′ = + +



于是，我们可以建立如下方程组：

其系数矩阵是严格对角占优的三对角矩阵：

从而可以解出 。解出后可以得到三次样条函
数的分段表达式,

1 0
0 1 0 0

0 0

1
1

1 1

62

62 n n
n n n n

n n

y ym m y C
h h

y ym m y C
h h

−
−

− −

⎧ ⎛ ⎞− ′+ = − =⎪ ⎜ ⎟
⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞−⎪ ′+ = − =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

0 1 0

1 0 1 1 2 1

1 2 1 1 1

1

2
2

2
2

n n n n n n

n n n

m m C
m m m C

m m m C
m m C

λ μ

λ μ− − − − −

−

+ =⎧
⎪ + + =
⎪
⎨
⎪ + + =
⎪ + =⎩

1 1

2 2

1 1

2 1
2

2

2
1 2

n n

λ μ
λ μ

λ μ− −

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

0 1, , , nm m m



即当 时，

注：三次样条插值与Hermite插值的区别。

1[ , ]k kx x x +∈

3 3
1

1
( ) ( )( )

6 6
k k

k k
k k

x x x xS x m m
h h

+
+

− −
= − +

2 2
1

1 1( ) ( )
6 6
k k k k

k k k k
k k

h x x h x xy m y m
h h

+
+ +

− −
− − + −

1 1 2 1 1 0

2 1 2 2 3 2

3 2 3 3 4 3

2 3 2 2 1 2

1 2 1 1 1

2                         
2                    

  2

2
2

n n n n n n

n n n n n n

m m C m
m m m C

m m m C

m m m C
m m C m

μ λ
λ μ

λ μ

λ μ
λ μ
− − − − − −

− − − − −

+ = −⎧
⎪ + + =
⎪

+ + =⎪
⎨
⎪

+ + =⎪
⎪ + = −⎩

4 三弯矩方程的计算

附加条件为 ， 。

则方程组为：
0 0( )S x m′′ = ( )n nS x m′′ =



其系数矩阵为

这是一个三对角矩阵，由于 ，因而它是严格

对角占优的。原方程组是个三对角方程组，可以

用追赶法求解。

5 算例

例：已知 的函数值为

求函数的三次样条插值。

1

2 2

3 3

2 2

1

2
2

2

2
2

n n

n

μ
λ μ

λ μ

λ μ
λ

− −

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2k kλ μ+ = <

( )y f x=

,,

00y'

2431Y

5421x



解： ， ， ，

， ， ， ；

，

；

建立方程组

解得
，

从而得到函数的三次样条插值；
当 时，

0 1h = 1 2h = 2 1h =

1
1 1

1 2 3
λ = =

+ 1 1
21
3

μ λ= − = 2
2 2

1 2 3
λ = =

+ 2 2
11
3

μ λ= − =

1 02 1
1

0 1 1 0

6 y yy yC
h h h h

⎛ ⎞−−
= −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

6 4 3 3 1 3
1 2 2 1

− −⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

3 2 2 1
2

1 2 2 1

6 y y y yC
h h h h

⎛ ⎞− −
= −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

6 2 4 4 3 5
2 1 1 2

− −⎛ ⎞= − = −⎜ ⎟+ ⎝ ⎠

1

2

2 2 3 3
2 3 2 5

m
m

−⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

1
3
4

m = − 2
9
4

m = −

0 1[ , ] [1,   2]x x x∈ =
3 3( 2) ( 1) 3( ) 0

6 6 4
x xS x − − ⎛ ⎞= − × + × −⎜ ⎟

⎝ ⎠
1 2 1 3 11 0 3
6 1 6 4 1

x x⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − × + − × −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

3 21 3 7 1
8 8 4

x x x= − + + −



3 2

3 2

3 2

1 3 7 1       (1 2)
8 8 4
1 3 7( ) 1       (2 4)
8 8 4

3 45 103 33     (4 5)
8 8 8

x x x x

S x x x x x

x x x x

⎧ − + + − ≤ ≤⎪
⎪⎪= − + + − ≤ ≤⎨
⎪
⎪ − + − ≤ ≤⎪⎩

• 所以

3 3( 5) 9 ( 4)( ) 0
6 4 6

x xS x − −⎛ ⎞= − × − + ×⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 9 5 1 44 2 0
6 4 1 6 1

x x⎛ ⎞ − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − × − + − ×⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

3 23 45 103 33
8 8 8

x x x= − + −

• 当 时，2 3[ , ] [4,   5]x x x∈ =

3 3( 4) 3 ( 2) 9( )
6 2 4 6 2 4
x xS x − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − × − + × −⎜ ⎟ ⎜ ⎟× ×⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3 21 3 7 1
8 8 4

x x x= − + + −

2 22 3 4 2 9 23 4
6 4 2 6 4 2

x x⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − × − + − × −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

• 当 时，1 2[ , ] [2,   4]x x x∈ =



§4.7  曲线拟合的最小二乘法
1 拟合问题的数学提法

通过观测、测量或试验得到某一函数在 的
函数值 。我们可以用插值的方法对这一函数
进行近似，而插值方法要求所得到的插值多项式经
过已知的这n个插值结点；在n比较大的情况下，插
值多项式往往是高次多项式，这也就容易出现振荡
现象；虽然在插值结点上没有误差，但在插值结点
之外插值误差变得很大，从整体上看，插值逼近效
果将变得很差。于是，我们采用曲线拟合的方法。

所谓曲线拟合是求一个简单的函数 ，例如 是
一个低次多项式，这儿不要求 通过已知的这n
个点，而是要求在整体上“尽量好”的逼近原函数.
这时，在每个已知点上就会有误差 ， ，
数据拟合就是从整体上使误差 ， 尽量的
小一些。

1 2, , , nx x x

1 2, , , ny y y

( )y xϕ= ( )xϕ

( )y xϕ=

( )k ky xϕ− 1,2, ,k n=
( )k ky xϕ− 1,2, ,k n=



为了既能防止正负抵消，又能便于我们分析、求解，
提出如下问题：

求一个低次多项式 ，使得 达到最小，此
问题便是一个曲线拟合的最小二乘问题。

1  直线拟合（一次函数）

a) 问题的提法

如果要求 达到最小，
因误差 可正可负，本来
很大的误差可能会正负抵消，
这样的提法不合理。为防止正
负抵消，可以要求 达
到最小，但是由于绝对值函数
不可以求导，分析起来不方
便，求解也很难。

ϕ(x)

y1

ϕ(x2)
ϕ(x3) ϕ(xn-1)

y2

y3

yn-

1

yn

ϕ(xn)

x1 x2 x3 …
…

xn-1 xn

( )
1

( )
n

k k
k

y xϕ
=

−∑
( )k ky xϕ−

1

( )
n

k k
k

y xϕ
=

−∑

( )xϕ ( )2

1

( )
n

k k
k

Q y xϕ
=

= −∑



通过观测、测量或试验得到某一函数在 的
函数值 ，即得到n组数据 ，

如果这些数据在直角坐标系中近似地分布在一条直

线上，我们可以用直线拟合的方法。

问题：已知数据 ，求一个一次多
项式 (实际上，就是求a, b)，使得

达到最小。

注意到 中， 均是已知的，而a, b是未知量是
未知量a, b的二元函数，利用高等数学中求二元函

数极小值(最小值)的方法，因此，上述问题转化为

求解下列方程组
( , ) 0

( , ) 0

Q a b
a

Q a b
b

∂⎧ =⎪⎪ ∂⎨∂⎪ =
⎪ ∂⎩

1 2, , , nx x x

1 2, , , ny y y 1 1( , )x y 2 2( , ), ,( , )n nx y x y

1 1 2 2( , ),( , ),x y x y ,( , )n nx y

( )x a bxϕ = +

( ) ( )2 2

1 1
( , ) ( )

n n

k k k k
k k

Q a b y x y a bxϕ
= =

= − = − −∑ ∑

( , )Q a b ,k kx y



得到如下的正则方程组

这是个关于a, b的二元一次方程组，称其为最
小二乘问题的正则方程组。解得a, b，便得到最小
二乘问题的拟合函数 。y a bx= +

1 1

2

1 1 1

n n

k k
k k

n n n

k k k k
k k k

na x b y

x a x b x y

= =

= = =

⎧ ⎛ ⎞
+ =⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠

⎨
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎩

∑ ∑

∑ ∑ ∑

1

n

k

a na
=

=∑
1 1

n n

k k
k k

bx a x
= =

=∑ ∑

1

1

( , ) 2 ( ) 0

( , ) 2 ( ) 0

n

k k
k

n

k k k
k

Q a b y a bx
a

Q a b y a bx x
b

=

=

⎧ ∂
= − − − =⎪ ∂⎪

⎨∂⎪ = − − − =
⎪ ∂⎩

∑

∑

b)  正则方程组

由 得：

因为

( )2

1

( , )
n

k k
k

Q a b y a bx
=

= − −∑



c)  算例

例1：已知10对数据如下表，利用最小二乘法求拟
合曲线 。

解：先列表来计算四个：

2

2 5 4 1 0
4 3 . 5 1 6 1 4
4 3 1 6 1 2

4 . 6 2 . 7 2 1 . 1 6 1 2 . 4 6
5 2 . 4 2 5 1 2

5 . 2 2 . 5 2 7 . 0 4 1 3
5 . 6 2 3 1 . 3 6 1 1 . 2

6 1 . 5 3 6 9
6 . 6 1 . 2 4 3 . 5 6 7 . 9 2

7 1 . 2 4 9 8 . 4
5 0 2 5 2 6 9 . 1 2 1 0 9 . 9 4

k k k k kx y x x y

∑

2, , ,k k k k kx x y x y∑ ∑ ∑ ∑

2 4 4 4.6 5 5.2 5.6 6 6.6 7
5 3.5 3 2.7 2.4 2.5 2 1.5 1.2 1.2

k

k

x
y

y a bx= +



例2:  已知(xi , yi)，i= 1, 2, …, m，如图所示，如何构

造拟合曲线 ?

• 分析：由于 。

于是可令：

由此 。这是个线性问题.

将 化为 后易解a和b。

( ) xy P x
ax b

≈ =
+

1 1y x
y x

′ ′= =

y a bx′ ′= +

( )i ix y ( )i ix y′ ′
(xi , yi) ,  i = 1, 2, …, m

( ) xP x
ax b

=
+

形成正则方程组

解得
，

于是，最小二乘拟合一次函数为 。6.4383 0.7877y x= −

6.4383a = 0.7877b = −

10 50 25
50 269.12 109.94

a b
a b

+ =⎧
⎨ + =⎩


