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摘要：研究了一般３正则连通图 Ｇ的环边连通性和环连通性之间的关系，证明了 Ｇ的环边连通度等于其环连通
度。讨论了 Ｇ的环连通度与环点连通度之间的关系，指出当 Ｇ的顶点个数不少于其环连通度的６倍时，其环连通
度等于其环点连通度。
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０ 引言

图的环边连通度是由Ｐ．Ｇ．Ｔａｉｔ于１８８０年研究四色定理时首先提出的［１］。后来表明关于着色、网络流、

哈密尔顿圈、特别是匹配理论的许多结果都与环边连通度有关（参见［２９］）。
设图 Ｇ含有至少一条边。如果从 Ｇ中去掉任意两个顶点ｕ和ｖ后所得的子图Ｇ－ｕ－ｖ都有完美匹配，

则称 Ｇ是双临界图（ｂｉｃｒｉｔｉｃａｌｇｒａｐｈ）。对于一个至少含有２ｋ＋２个顶点的连通图 Ｇ，如果 Ｇ中至少有一个大
小为 ｋ的匹配而且任意同样大小的匹配都包含在其某个完美匹配中，则称 Ｇ为 ｋ可扩图（ｋｅｘｔａｎｄａｂｌｅ
ｇｒａｐｈ）。

下面的两个结论分别表明了图的环边连通度与其双临界性及２可扩性之间的联系：
命题 １［１０］ 设 Ｇ为ｋ正则的非二部图。如果 Ｇ是环（ｋ＋１）边连通图且有偶数个顶点，则 Ｇ是双临

界图。

命题２［１１］ 设Ｇ为３连通、３正则的平面图。如果Ｇ是环４边连通的且不含大小为４的面，则Ｇ是
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２可扩图。
作为上述两个结论的典型应用，Ｔ．Ｄｏｖｌｉｃ′证明了所有Ｆｕｌｌｅｒｅｎｅ图（３连通、３正则的平面非二部图，其每

个面为五边形或六边形）都是环４边连通的［１２］，从而借助命题１表明了 Ｆｕｌｌｅｒｅｎｅ图的双临界性。进而张和
平和张福基，利用命题２揭示了Ｆｕｌｌｅｒｅｎｅ图的２可扩性［１３］。后来，Ｔ．Ｄｏｖｌｉｃ′和本文作者分别在文［１４］和［１５］
中证明了Ｆｕｌｌｅｒｅｎｅ图的环边连通度为５，并且文［１５］中还证明了Ｆｕｌｌｅｒｅｎｅ图的环连通度也为５。

本文研究一般３正则图的环边连通性和环连通性之间的关系，主要证明３正则图的边连通度等于其环
连通度。

１ ３正则图的环边连通性和环连通性之间的关系

在下面讨论的图 Ｇ中，分别用 Ｖ（Ｇ）和 Ｅ（Ｇ）表示 Ｇ的顶点集和边集．设 Ｇ′是Ｇ的一个子图，ｖ∈
Ｖ（Ｇ′），用 ｄＧ′（ｖ）表示 ｖ在Ｇ′中的度。对于 Ｇ的一个顶点子集Ｖ′，用 Ｇ［Ｖ′］表示由 Ｖ′导出的Ｇ的子图。文
中其它未作说明的术语请参见［１０］。

定义 １ 设 Ｘ是连通图Ｇ的一个边割。如果 Ｇ－Ｘ的分支中至少有两个含有圈，则称 Ｘ为Ｇ的环边割
（ｃｙｃｌｉｃｅｄｇｅｃｕｔ）。

定义 ２ 设 ｋ为正整数，如果图 Ｇ中不存在边数小于ｋ的环边割，则称 Ｇ环ｋ边连通（ｃｙｃｌｉｃａｌｌｙｋｅｄｇｅ
ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ）。使 Ｇ为环ｋ边连通的最大正整数ｋ（如果存在）称为 Ｇ的环边连通度（ｃｙｃｌｉｃｅｄｇｅｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙ），记
为 ｃλ（Ｇ）。

定义 ３ 如果当把一个图 Ｇ表示为Ｇ＝Ｇ１∪Ｇ２，其中 Ｅ（Ｇ１）∩Ｅ（Ｇ２）＝，并且 Ｇ１和 Ｇ２都含有圈时，
总有｜Ｖ（Ｇ１）∩Ｖ（Ｇ２）｜≥ｋ，则称 Ｇ环ｋ连通（ｃｙｃｌｉｃａｌｌｙｋｃｏｎｎｅｃｔｅｄ）。使 Ｇ为环ｋ连通的最大正整数ｋ（如果
存在）称为 Ｇ的环连通度（ｃｙｃｌｉｃｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙ），记为 ｃκ（Ｇ）。

注 如果上述定义２和定义３中的最大正整数 ｋ不存在，我们分别规定 ｃλ（Ｇ）＝＋∞，ｃκ（Ｇ）＝＋∞。
引理 １ ３正则图Ｇ的最小环边割是Ｇ的一个独立边子集。
证明 设 Ｘ是３正则图Ｇ的一个最小环边割，则 Ｇ－Ｘ恰有两个连通分支且这两个分支中都含有圈。

记这两个分支分别为 Ｇ１和 Ｇ２。如果 Ｘ不是Ｇ的独立边子集，则在 Ｘ中至少存在两个边ｅ１和 ｅ２，使得 ｅ１
和 ｅ２有一个公共端点 ｖ，不妨设 ｖ∈Ｖ（Ｇ１）。由于 Ｇ是３正则图，故除 ｅ１和 ｅ２外还有一条 Ｇ中边ｅ３与 ｖ
关联，而且由于 Ｇ１是 Ｇ的连通子图，所以 ｅ３∈Ｅ（Ｇ１），即 ｖ是Ｇ１中的１度顶点，从而边 ｅ３不在 Ｇ１的任何
圈上。因此，当取 Ｘ′：＝Ｘ∪｛ｅ３｝＼｛ｅ１，ｅ２｝时，Ｇ－Ｘ′就有两个分支Ｇ１－ｖ和Ｇ２∪｛ｅ１，ｅ２，ｖ｝，而且这两个分
支都含有圈，即 Ｘ′为Ｇ的另一个环边割，但｜Ｘ′｜＝｜Ｘ｜－１，这与 Ｘ的最小性矛盾。

下面的定理表明了３正则图的环边连通度与环连通度的关系：
定理 １ 设 Ｇ为３正则图，则 ｃλ（Ｇ）＝ｃκ（Ｇ）。
证明 先证明 ｃλ（Ｇ）≥ｃκ（Ｇ）。假设 ｃλ（Ｇ）＝ｋ，并设 Ｘ为Ｇ的一个最小环边割，则｜Ｘ｜＝ｋ。记 Ｇ－Ｘ

的两个分支为Ｇ１和 Ｇ２，则 Ｇ１和 Ｇ２都含有圈。由引理 １，Ｘ为Ｇ的一个匹配，从而｜Ｖ（Ｘ）∩Ｖ（Ｇ１）｜＝
｜Ｘ｜＝ｋ，其中 Ｖ（Ｘ）表示 Ｘ中所有边的端点的集合。现令 Ｇ′１＝Ｇ１，Ｇ′２＝Ｇ２∪Ｘ，则显然 Ｇ′１和 Ｇ′２中都含
有圈，且 Ｇ＝Ｇ′１∪Ｇ′２，Ｅ（Ｇ′１）∩Ｅ（Ｇ′２）＝，｜Ｖ（Ｇ′１）∩Ｖ（Ｇ′２）｜＝｜Ｖ（Ｘ）∩Ｖ（Ｇ１）｜＝｜Ｘ｜＝ｋ。由环连通
度的定义，ｃκ（Ｇ）≤ｋ＝ｃλ（Ｇ）。

再证 ｃλ（Ｇ）≤ｃκ（Ｇ）。假设 ｃκ（Ｇ）＝ｋ，即存在 Ｇ的含有圈的子图 Ｇ１和 Ｇ２，满足 Ｇ＝Ｇ１和 Ｇ２，

Ｅ（Ｇ１）∩Ｅ（Ｇ２）＝，并且 Ｓ：＝Ｖ（Ｇ１）∩Ｖ（Ｇ２）中恰有 ｋ个顶点。如果存在 ｖ０∈Ｓ，使得 ｄＧ１（ｖ０）＝０或

ｄＧ２（ｖ０）＝０（不妨设 ｄＧ１（ｖ０）＝０），则可以取得 Ｇ的两个子图Ｇ′１：＝Ｇ１＼｛ｖ｝，Ｇ′２：＝Ｇ２。显然 Ｇ′１和 Ｇ′２都

含有圈，而且 Ｇ＝Ｇ′１∪Ｇ′２，Ｅ（Ｇ′１）∩Ｅ（Ｇ′２）＝，但｜Ｖ（Ｇ′１）∩Ｖ（Ｇ′２）｜＝｜Ｓ｜－１＝ｋ－１，这与 ｃκ（Ｇ）＝ｋ
矛盾。因此，对任意 ｖ∈Ｓ，都有 ｄＧｉ（ｖ）＞０（ｉ＝１，２）。又由于 ｄＧ（ｖ）＝３及 Ｅ（Ｇ１）∩Ｅ（Ｇ２）＝，所以 ｖ必为

Ｇ１或 Ｇ２的１度顶点，即有 Ｇ１或 Ｇ２的一个悬挂边与之相关联。现把这些与 Ｓ中的顶点关联的Ｇ１或 Ｇ２的
悬挂边所构成的集合记为 Ｘ，并令 Ｇ′１：＝Ｇ［Ｖ（Ｇ１）＼｛ｖ∈Ｓ｜ｄＧ２（ｖ）＝２｝］，Ｇ′２：＝Ｇ［Ｖ（Ｇ２）＼｛ｖ∈
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Ｓ｜ｄＧ１（ｖ）＝２｝］，则有｜Ｘ｜＝｜Ｖ（Ｇ１）∩Ｖ（Ｇ２）｜＝｜Ｓ｜＝ｋ，Ｖ（Ｇ′１）∩Ｖ（Ｇ′２）＝，Ｖ（Ｇ′１）∪Ｖ（Ｇ′２）＝Ｖ（Ｇ），

而且 Ｇ′ｉ含有Ｇｉ中的所有圈（ｉ＝１，２）。另外，介于 Ｖ（Ｇ′１）与 Ｖ（Ｇ′２）之间的边一定在 Ｘ中。事实上，任取
ｅ＝ｖ１ｖ２∈Ｅ（Ｇ），且不妨设 ｖ１∈Ｖ（Ｇ′１），ｖ２∈Ｖ（Ｇ′２），则有 ｅ∈Ｅ（Ｇ１）或 ｅ∈Ｅ（Ｇ２），不妨设 ｅ∈Ｅ（Ｇ１），则
ｖ２∈Ｓ，且 ｄＧ１（ｖ２）＝１，即 ｅ是Ｇ１的一个悬挂边，从而由 Ｘ的定义可知ｅ∈Ｘ。因此 Ｇ′１和 Ｇ′２恰为 Ｇ－Ｘ的

两个分支，即 Ｘ为Ｇ的一个含有ｋ条边的环边割。所以有 ｃλ（Ｇ）≤ｋ＝ｃκ（Ｇ）。
另外，Ｄ．Ｌｏｕ和Ｄ．Ａ．Ｈｏｌｔｏｎ在文［１６］中给出了如下环点连通度的定义：
定义４ 设 ｋ为正整数，如果图 Ｇ中不存在小于ｋ的顶点割Ｓ，使得 Ｇ－Ｓ恰有两个分支，而且每个分支

中有圈，则称 Ｇ为环ｋ点连通的。使 Ｇ为环ｋ点连通的最大正整数ｋ（如果存在）称为 Ｇ的环点连通度，记
为 ｃκ′（Ｇ）。

同时在文［１６］中还给出了 ｃκ′（Ｇ）与 ｃλ（Ｇ）的关系：
定理 ２［１６］ 设 Ｇ为ｋ正则连通图（ｋ≥３），则
（１）「２ｃλ（Ｇ）?ｋ?≤ｃκ′（Ｇ）；
（２）ｃκ′（Ｇ）≤ｃλ（Ｇ），如果｜Ｖ（Ｇ）｜≥２（（２ｋ－３）?（ｋ－２））ｃλ（Ｇ）。
我们发现定义４与定义３是不等价的。对于图１中给定的图 Ｇ及其子图Ｇ１和 Ｇ２，显然有 Ｇ＝Ｇ１∪Ｇ２，

Ｅ（Ｇ１）∩Ｅ（Ｇ２）＝和 Ｖ（Ｇ１）∩Ｖ（Ｇ２）＝｛ｘ，ｙ｝。从而有 ｃκ（Ｇ）＝２。但 Ｇ中根本没有顶点割Ｓ，使得Ｇ－Ｓ
恰有两个分支，而且每个分支中有圈，从而 ｃκ′（Ｇ）＝＋∞。

图１ 图 Ｇ及其两个子图Ｇ１和 Ｇ２
Ｆｉｇ．１ ＴｈｅｇｒａｐｈＧａｎｄｉｔｓｔｗｏｓｕｂｇｒａｐｈｓＧ１ａｎｄＧ２

事实上，ｃκ与ｃκ′存在以下关系：
定理 ３ 对于任意连通图 Ｇ，都有 ｃκ（Ｇ）≤ｃκ′（Ｇ）。

证明 如果不存在顶点割 ＳＶ（Ｇ），使得 Ｇ－Ｓ恰有两个分支，且每个分支中有圈，则结论是平凡的。

故假设 Ｇ中有这样的顶点割。现取 ＳＶ（Ｇ）满足：｜Ｓ｜＝ｃκ′（Ｇ），Ｇ－Ｓ有２个分支 Ｇ′和 Ｇ″，且 Ｇ′和 Ｇ″都
含圈。令 Ｇ１：＝Ｇ［Ｖ（Ｇ′）∪Ｓ］，Ｇ２：＝Ｇ［Ｖ＼Ｖ（Ｇ′）］－Ｅ（Ｇ［Ｓ］）。则有 Ｇ＝Ｇ１∪Ｇ２，Ｅ（Ｇ１）∩Ｅ（Ｇ２）＝，

Ｇ１和 Ｇ２都含圈，且 Ｖ（Ｇ１）∩Ｖ（Ｇ２）＝Ｓ。因此，ｃκ（Ｇ）≤｜Ｓ｜，即 ｃκ（Ｇ）≤ｃκ′（Ｇ）。
而对于３正则连通图Ｇ，当｜Ｖ（Ｇ）｜≥６ｃκ（Ｇ）时，由定理２及定理１有 ｃκ′（Ｇ）≤ｃλ（Ｇ）＝ｃκ（Ｇ），而由定

理３又有 ｃκ（Ｇ）≤ｃκ′（Ｇ），从而可得以下结果：
定理 ４ 设 Ｇ是３正则连通图。如果｜Ｖ（Ｇ）｜≥６ｃκ（Ｇ），则 ｃκ（Ｇ）＝ｃκ′（Ｇ）。
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