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摘要：图 Ｇ（Ｖ，Ｅ）的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅｌｙ邻点边色数是满足条件ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），｜Ｃ（ｕ）＼Ｃ（ｖ）｜≥１并且｜Ｃ（ｖ）＼Ｃ（ｕ）｜≥
１的一个正常边染色的最小边色数，其中 Ｃ（ｕ）＝｛ｆ（ｕｖ）｜ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝。给出了路、圈、星、扇图的倍图的 Ｓｍａｒａｎ
ｄａｃｈｅｌｙ邻点边色数。
关键词：倍图；Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅｌｙ邻点边染色；ｋ正常边染色
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０ 引言

图染色是图论的重要研究内容之一。计算机科学、信息科学、光波传播等产生了一系列新的染色问题，

例如点可区别边染色［１］，邻点可区别边染色［２３］，邻点可区别全染色［４］，点可区别全染色［５］，一般邻点可区别

全染色［６］，一般点可区别全染色［７］以及正则图的邻强边色数与全色数之间的关系［８］。本文在此基础上提出

了图的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅｌｙ染色，而图的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅｌｙ邻点边染色是其中的一种，给出了路、圈、星、扇倍图的 Ｓｍａ
ｒａｎｄａｃｈｅｌｙ邻点边色数。

定义 １［２３］ 对于图 Ｇ（Ｖ，Ｅ），如果 ｆ是Ｇ（Ｖ，Ｅ）的一个 ｋ正常边染色并且满足：ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），Ｃ（ｕ）≠
Ｃ（ｖ），其中 Ｃ（ｕ）＝｛ｆ（ｕｖ）｜ｕｖ∈Ｅ（Ｇ）｝，那么称 ｆ为Ｇ的一个ｋ邻强边染色，简记作为 ｋＡＳＥＣ，而

χ′ａｖ（Ｇ）＝ｍｉｎ｛ｋ｜Ｇ有ｋＡＳＥＣ｝
称为图 Ｇ的邻强边色数。显然，ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），｜Ｃ（ｕ）＼Ｃ（ｖ）｜≥１或｜Ｃ（ｖ）＼Ｃ（ｕ）｜≥１，此时定义：珔Ｃ（ｕ）＝
｛１，２，…，ｋ｝＼Ｃ（ｕ）。

猜想 １１［２］ 设 Ｇ是一个简单图，若 Ｇ无孤立边且Ｇ≠Ｃ５，则有
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χ′ａｖ（Ｇ）≤Δ（Ｇ）＋２，
其中Δ（Ｇ）表示图 Ｇ的最大度。

定义 ２［１０］ 图 Ｇ的 Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅｌｙ邻点边染色是图 Ｇ的一个ｋ正常边染色，并且满足：ｕｖ∈Ｅ（Ｇ），
｜Ｃ（ｕ）＼Ｃ（ｖ）｜≥１且｜Ｃ（ｖ）＼Ｃ（ｕ）｜≥１，简记作为 ｋＳＥＣ。而

χ′ｓａ（Ｇ）＝ｍｉｎ｛ｋ｜Ｇ有ｋＳＥＣ｝

称为图 Ｇ的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅｌｙ邻点边色数。显然，当δ（Ｇ）≥２时，χ′ｓａ（Ｇ）存在，其中δ（Ｇ）表示 Ｇ的最小度。

定义 ３［１１］ 设 Ｇ是一个简单图，如果 Ｖ（Ｄ（Ｇ））＝Ｖ（Ｇ）∪Ｖ（Ｇ′），Ｅ（Ｄ（Ｇ））＝Ｅ（Ｇ）∪Ｅ（Ｇ′）∪｛ｕｉｖｊ｜

ｕｉ∈Ｖ（Ｇ），ｖｊ∈Ｖ（Ｇ′）且 ｕｉｖｊ∈Ｅ（Ｇ）｝，则称 Ｄ（Ｇ）为 Ｇ的倍图，Ｇ′为图Ｇ的一个拷贝。
文中，定义 ｌ·ｎ（ｍｏｄｎ）＝ｎ，ｌ＝１，２，３…，未加说明的术语和记号可参见文献［９］。

１ 主要结果

引理 １［１０］ 对简单图 Ｇ，若δ（Ｇ）≥２，则

χ′ｓａ（Ｇ）≥Δ（Ｇ）＋１，
其中，δ（Ｇ），Δ（Ｇ）分别表示图的最小度和最大度。

定理 １ 设 ｎ（ｎ≥３）阶路 Ｐｎ＝ｕ１ｕ２…ｕｎ，Ｐｎ的拷贝为ｖ１ｖ２…ｖｎ－１ｖｎ，则

χ′ｓａ（Ｄ（Ｐｎ））＝
８，ｎ＝３，
６，ｎ≥４{ 。

证明 当 ｎ＝３时，Δ（Ｄ（Ｐ３））＝４。因为 ｕ２，ｖ２的度都为４，那么不失一般性，可设 Ｃ（ｕ２）＝｛１，２，３，４｝，

则 Ｄ（Ｐ３）中除去点 ｕ２关联的４条边外的其它４条边都不能用色１，２，３，４染，否则 Ｄ（Ｐ３）中至少有一对相邻

的点，其中一点的关联边色集合是另一点关联边色集合的子集，这与定义２矛盾，又因为剩下的４条边都与
ｖ２关联，需要异于１，２，３，４的另外４种色来染与 ｖ２关联的４条边，因此χ′ｓａ（Ｄ（Ｐ３））＝８。

当 ｎ≥４时，Δ（Ｄ（Ｐｎ））＝４，由引理１可知χ′ｓａ（Ｄ（Ｐｎ））≥５。如果χ′ｓａ（Ｄ（Ｐｎ））＝５，那么不失一般性，

可设珔Ｃ（ｕ２）＝｛５｝，那么 Ｃ（ｕ１），Ｃ（ｖ１）必定都含色５，因此边 ｕ１ｖ２，ｖ１ｖ２都得用色５染，这与定义２矛盾，故

χ′ｓａ（Ｄ（Ｐｎ））≥６，为证χ′ｓａ（Ｄ（Ｐｎ））＝６，只需定义 Ｄ（Ｐｎ）的一个６ＳＥＣｆ即可。

（１）当 ｎ＝４，５，６，７时，容易给出 Ｐｎ的一个６ＳＥＣ，证明略。
（２）当 ｎ≥８时，令 ｆ为

ｆ（ｕ１ｖ２）＝ｆ（ｕｎｖｎ－１）＝１；ｆ（ｕ２ｖ１）＝ｆ（ｕｎ－１ｖｎ）＝２；

ｆ（ｕ１ｕ２）＝ｆ（ｖｎ－１ｖｎ）＝３；ｆ（ｖ１ｖ２）＝ｆ（ｕｎ－１ｕｎ）＝４；

ｆ（ｕ２ｖ３）＝ｆ（ｕ３ｖ２）＝ｆ（ｕｎ－１ｖｎ－２）＝ｆ（ｕｎ－２ｖｎ－１）＝５；

ｆ（ｕ２ｕ３）＝ｆ（ｖ２ｖ３）＝ｆ（ｕｎ－２ｕｎ－１）＝ｆ（ｖｎ－２ｖｎ－１）＝６；

ｆ（ｕ３ｖ４）＝ｆ（ｕ４ｖ３）＝ｆ（ｕｎ－３ｖｎ－２）＝ｆ（ｕｎ－２ｖｎ－３）＝４；

（３）当 ｎ－５≠１（ｍｏｄ３）时，ｆ（ｕｉｕｉ＋１）＝ｆ（ｖｉｖｉ＋１）＝（ｉ－１）（ｍｏｄ３若 ｉ－１＞３），ｉ＝３，４，…，ｎ－３；

（４）当 ｎ－５≡１（ｍｏｄ３）时，ｆ（ｕｉｕｉ＋１）＝ｆ（ｖｉｖｉ＋１）＝（ｉ－１）（ｍｏｄ３若 ｉ－１＞３），ｉ＝３，４，…，ｎ－４，且

ｆ（ｕｎ－３ｕｎ－２）＝ｆ（ｖｎ－３ｖｎ－２）＝３；

ｆ（ｕｉｖｉ＋１）＝ｆ（ｕｉ＋１ｖｉ）＝
５，ｉ≡０（ｍｏｄ２），

６，ｉ≡１（ｍｏｄ２{
），

其中 ｉ＝４，５，…，ｎ－４。对 ｆ有
Ｃ（ｕ１）＝｛１，３｝，Ｃ（ｕ２）＝｛２，３，５，６｝，Ｃ（ｕｎ－１）＝｛２，４，５，６｝，Ｃ（ｕｎ）＝｛１，４｝；

Ｃ（ｖ１）＝｛２，４｝，Ｃ（ｖ２）＝｛１，４，５，６｝，Ｃ（ｖｎ－１）＝｛１，３，５，６｝，Ｃ（ｕｎ）＝｛２，３｝；

Ｃ（ｕ３）＝Ｃ（ｖ３）＝｛２，４，５，６｝，Ｃ（ｕ４）＝Ｃ（ｖ４）＝｛２，３，４，５｝；
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Ｃ（ｕｎ－３）＝Ｃ（ｖｎ－３）＝

｛４，５，（ｎ－４）（ｍｏｄ３），（ｎ－５）（ｍｏｄ３）｝，ｎ≡０（ｍｏｄ２）且（ｎ－５）≠１（ｍｏｄ３），
｛４，６，（ｎ－４）（ｍｏｄ３），（ｎ－５）（ｍｏｄ３）｝，ｎ≡１（ｍｏｄ２）且（ｎ－５）≠１（ｍｏｄ３），
｛３，４，５，（ｎ－５）（ｍｏｄ３）｝，ｎ≡０（ｍｏｄ２）且（ｎ－５）≡１（ｍｏｄ３），
｛３，４，６，（ｎ－５）（ｍｏｄ３）｝，ｎ≡１（ｍｏｄ２）且（ｎ－５）≡１（ｍｏｄ３










）。

Ｃ（ｕｎ－２）＝Ｃ（ｖｎ－２）＝
｛３，４，５，６｝，（ｎ－５）≡１（ｍｏｄ３），
｛（ｎ－４）（ｍｏｄ３），４，５，６｝，（ｎ－５）≠１（ｍｏｄ３

{
）。

Ｃ（ｕｉ）＝Ｃ（ｖｉ）＝｛（ｉ－１）（ｍｏｄ３若 ｉ－１＞３），（ｉ－２）（ｍｏｄ３若 ｉ－２＞３），５，６｝，ｉ＝５，６，…，ｎ－４。
故 ｆ是Ｄ（Ｐｎ）的一个６ＳＥＣ。

定理 ２ 设 ｎ（ｎ≥３）阶圈 Ｃｎ＝ｕ１ｕ２…ｕｎ－１ｕｎｕ１，Ｃｎ的拷贝为ｖ１ｖ２…ｖｎ－１ｖｎｖ１，若 ｎ≡０（ｍｏｄ３）或 ｎ≡

２（ｍｏｄ３）或 ｎ≡１（ｍｏｄ３）且 ｎ≡０（ｍｏｄ５），则

χ′ｓａ（Ｄ（Ｃｎ））＝５。
证明 Δ（Ｄ（Ｃｎ））＝４，由引理１可知χ′ｓａ（Ｄ（Ｃｎ））≥５。为证χ′ｓａ（Ｄ（Ｃｎ））＝５，只需定义 Ｄ（Ｃｎ）的一个

５ＳＥＣｆ即可。下面分三种情形来证明结论：
情形 １ 当 ｎ≡０（ｍｏｄ３）时，设 ｆ为

ｆ（ｕｉｕｉ＋１）＝ｆ（ｖｉｖｉ＋１）＝
３，ｉ≡１（ｍｏｄ３），ｉ＝１，２，…，ｎ－１，

４，ｉ≡２（ｍｏｄ３），ｉ＝１，２，…，ｎ－１，
５

{
，其他，

ｆ（ｕｎｕ１）＝ｆ（ｖｎｖ１）＝５，ｆ（ｕｎｖ１）＝ｆ（ｕｉｖｉ＋１）＝１，ｉ＝１，２，…，ｎ－１，ｆ（ｕ１ｖｎ）＝ｆ（ｕｉｖｉ－１）＝２，ｉ＝２，３，…，ｎ。
对 ｆ有

珔Ｃ（ｕｉ）＝珔Ｃ（ｖｉ）＝
４，ｉ≡１（ｍｏｄ３），

５，ｉ≡２（ｍｏｄ３），
３

{
，其他，

其中 ｉ＝１，２，…，ｎ。显然，ｆ是Ｄ（Ｃｎ）的一个５ＳＥＣ。

情形 ２ 当 ｎ≡２（ｍｏｄ３）时，设 ｆ为

ｆ（ｕｉｕｉ＋１）＝ｆ（ｖｉｖｉ＋１）＝
３，ｉ≡１（ｍｏｄ３），ｉ＝１，２，…，ｎ－２，

４，ｉ≡２（ｍｏｄ３），ｉ＝１，２，…，ｎ－２，
５

{
，其他。

ｆ（ｕｎ－１ｕｎ）＝ｆ（ｖｎ－１ｖｎ）＝１，ｆ（ｕｎｕ１）＝ｆ（ｖｎｖ１）＝５；

ｆ（ｕｉｖｉ＋１）＝ｆ（ｕｉ＋１ｖｉ）＝
１，ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ＝１，２，…，ｎ－３，
２，ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｉ＝１，２，…，ｎ－３{ ；

ｆ（ｕｎ－２ｖｎ－１）＝ｆ（ｕｎ－１ｖｎ－２）＝３，ｆ（ｕｎ－１ｖｎ）＝ｆ（ｕｎｖｎ－１）＝２，ｆ（ｕｎｖ１）＝ｆ（ｕ１ｖｎ）＝４。
对 ｆ有

珔Ｃ（ｕｉ）＝珔Ｃ（ｖｉ）＝
４，ｉ≡１（ｍｏｄ３），

５，ｉ≡２（ｍｏｄ３），
３

{
，其他，

珔Ｃ（ｕｎ－２）＝珔Ｃ（ｖｎ－２）＝
１，ｉ≡１（ｍｏｄ２），

２，ｉ≡０（ｍｏｄ２{
）；

珔Ｃ（ｕ１）＝珔Ｃ（ｖ１）＝｛２｝，珔Ｃ（ｕ２）＝珔Ｃ（ｖ２）＝｛５｝，珔Ｃ（ｕｎ－１）＝珔Ｃ（ｖｎ－１）＝｛４｝，珔Ｃ（ｕｎ）＝珔Ｃ（ｖｎ）＝｛３｝。
其中 ｉ＝３，４，…，ｎ－３，显然，ｆ是Ｄ（Ｃｎ）的一个５ＳＥＣ。

情形 ３ 当 ｎ≡１（ｍｏｄ３）且 ｎ≡０（ｍｏｄ５）时，设 ｆ为

ｆ（ｕｉｕｉ＋１）＝ｆ（ｖｉｖｉ＋１）＝

１，ｉ≡１（ｍｏｄ５），

２，ｉ≡２（ｍｏｄ５），

３，ｉ≡３（ｍｏｄ５），

４，ｉ≡４（ｍｏｄ５），
５












，其他，

ｆ（ｕｉｖｉ＋１）＝ｆ（ｖｉｕｉ＋１）＝

３，ｉ≡１（ｍｏｄ５），

４，ｉ≡２（ｍｏｄ５），

５，ｉ≡３（ｍｏｄ５），

１，ｉ≡４（ｍｏｄ５），
２












，其他，

第１２期 朱恩强，等：若干倍图的Ｓｍａｒａｎｄａｃｈｅｌｙ邻点边染色 ２７



ｆ（ｕｎｕ１）＝ｆ（ｖｎｖ１）＝５，ｆ（ｕｎｖ１）＝ｆ（ｖｎｕ１）＝２。
其中 ｉ＝１，２，…，ｎ－１；对 ｆ有

珔Ｃ（ｕｉ）＝珔Ｃ（ｖｉ）＝

４，ｉ≡１（ｍｏｄ５），

５，ｉ≡２（ｍｏｄ５），

１，ｉ≡３（ｍｏｄ５），

２，ｉ≡４（ｍｏｄ５），
３












，其他，

其中 ｉ＝１，２，…，ｎ。显然，ｆ是Ｄ（Ｃｎ）的一个５ＳＥＣ。该定理证明完毕。
定理 ３ 设 Ｓｎ是ｎ＋１（ｎ≥２）阶星，Ｖ（Ｓｎ）＝｛ｕ０，ｕ１，…，ｕｎ｝，Ｅ（Ｓｎ）＝｛ｕ０ｕｉ｜ｉ＝１，２，…，ｎ｝，则

χ′ｓａ（Ｄ（Ｓｎ））＝４ｎ。
证明 因为点 ｕ０，ｖ０的度都为最大度２ｎ，那么不妨用色１，２，…，ｎ，ｎ＋１，ｎ＋２，…，２ｎ来染与点ｕ０关联

的２ｎ条边，即 Ｃ（ｕ０）＝｛１，２，…，ｎ，ｎ＋１，ｎ＋２，…，２ｎ｝。这样，与 ｖ０关联的２ｎ条边中一定都不能用｛１，２，
…，ｎ，ｎ＋１，ｎ＋２，…，２ｎ｝中的任一色来染，否则，当 ｉ从１取到 ｎ时，至少出现一个 Ｃ（ｕｉ）或 Ｃ（ｖｉ）是Ｃ（ｕ０）
的子集，这与定义２矛盾。因此，χ′ｓａ（Ｄ（Ｓｎ））≥４ｎ。因为 Ｄ（Ｓｎ）共有４ｎ条边，因此４ｎ种色只需每种色染
一条边即可，故得χ′ｓａ（Ｄ（Ｓｎ））＝４ｎ。

定理 ４ 设 Ｆｎ为ｎ＋１（ｎ≥３）阶扇，则

χ′ｓａ（Ｄ（Ｆｎ））＝
２ｎ＋１，ｎ≡０（ｍｏｄ２），

２ｎ＋２，ｎ≡１（ｍｏｄ２{
）。

证明 设 Ｖ（Ｆｎ）＝｛ｕ０，ｕ１，…，ｕｎ｝，Ｅ（Ｆｎ）＝｛ｕ０ｕｉ｜ｉ＝１，２，…，ｎ｝∪｛ｕｉｕｉ＋１｜ｉ＝１，２，…，ｎ－１｝。因为

Δ（Ｄ（Ｆｎ））＝２ｎ，故由引理１知，χ′ｓａ（Ｄ（Ｆｎ））≥２ｎ＋１。下面分两种情况来证明结论。

情况 １ 当 ｎ≡０（ｍｏｄ２）时，为证明χ′ｓａ（Ｄ（Ｆｎ））＝２ｎ＋１，只需给出 Ｄ（Ｆｎ）的一个（２ｎ＋１）ＳＥＣｆ即
可，设 ｆ为

ｆ（ｕ０ｖｉ）＝ｆ（ｖ０ｕｉ）＝ｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ，ｆ（ｕ０ｕｉ）＝ｆ（ｖ０ｖｉ）＝ｉ＋ｎ，ｉ＝１，２，…，ｎ；

ｆ（ｕｉｖｉ＋１）＝ｆ（ｕｉ＋１ｖｉ）＝ｉ＋２，ｉ＝１，２，…，ｎ－１；

ｆ（ｕｉｕｉ＋１）＝ｆ（ｖｉｖｉ＋１）＝
２ｎ＋１，ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ＝１，２，…，ｎ－１，

１， ｉ≡０（ｍｏｄ２），ｉ＝１，２，…，ｎ－１{
。

对 ｆ有
珔Ｃ（ｕ０）＝珔Ｃ（ｖ０）＝｛２ｎ＋１｝，Ｃ（ｕ１）＝Ｃ（ｖ１）＝｛１，３，ｎ＋１，２ｎ＋１｝，Ｃ（ｕｎ）＝Ｃ（ｖｎ）＝｛ｎ，ｎ＋１，２ｎ，２ｎ＋１｝；

Ｃ（ｕｉ）＝Ｃ（ｖｉ）＝｛１，ｉ，ｉ＋１，ｉ＋２，ｎ＋ｉ，２ｎ＋１｝，ｉ＝２，３，…，ｎ－１。
显然，ｆ是Ｄ（Ｆｎ）的一个（２ｎ＋１）ＳＥＣ。

情况 ２ 当 ｎ≡１（ｍｏｄ２）时，若χ′ｓａ（Ｄ（Ｆｎ））＝２ｎ＋１，那么不失一般性，设珔Ｃ（ｕ０）＝｛１｝，则 Ｃ（ｕｉ）和

Ｃ（ｖｉ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）中必须都含色１，否则 Ｃ（ｕｉ）和 Ｃ（ｖｉ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）中至少有一个为 Ｃ（ｕ０）的子集。
这样，一方面，Ｃ（ｖ０）中一定不含１，因为 Ｄ（Ｆｎ）去掉点 ｕ０后还剩２ｎ＋１个点，而奇数个点不可能有一个完

美匹配；另一方面，即使１Ｃ（ｖ０），由 ｎ是奇数和倍图的定义，也很容易知 Ｄ（Ｆｎ）＼｛ｕ０，ｖ０｝没有完美匹配，
故 Ｃ（ｕｉ）和 Ｃ（ｖｉ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）中不可能都含色１，这与上面矛盾，因此可得χ′ｓａ（Ｄ（Ｆｎ））≥２ｎ＋２。为证
明χ′ｓａ（Ｄ（Ｆｎ））＝２ｎ＋２，只需给出 Ｄ（Ｆｎ）的一个（２ｎ＋２）ＳＥＣｆ即可，设 ｆ为

ｆ（ｕ０ｖｉ）＝ｆ（ｖ０ｕｉ）＝ｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ； ｆ（ｖ０ｖｉ）＝ｆ（ｕ０ｕｉ）＝ｎ＋ｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ；

ｆ（ｕｉｖｉ＋１）＝ｆ（ｖｉｕｉ＋１）＝ｉ＋２，ｉ＝１，２，…，ｎ－１；

ｆ（ｕｉｕｉ＋１）＝ｆ（ｖｉｖｉ＋１）＝
２ｎ＋１， ｉ≡１（ｍｏｄ２），ｉ＝１，２，…，ｎ－１，

２ｎ＋２， ｉ≡０（ｍｏｄ２）。ｉ＝１，２，…，ｎ－１{
。

对 ｆ有
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珔Ｃ（ｕ０）＝珔Ｃ（ｖ０）＝｛２ｎ＋１，２ｎ＋２｝；Ｃ（ｕ１）＝Ｃ（ｖ１）＝｛１，３，ｎ＋１，２ｎ＋１｝；
Ｃ（ｕｎ）＝Ｃ（ｖｎ）＝｛ｎ，ｎ＋１，２ｎ，２ｎ＋２｝；

Ｃ（ｕｉ）＝Ｃ（ｖｉ）＝｛ｉ，ｉ＋１，ｉ＋２，ｎ＋ｉ，２ｎ＋１，２ｎ＋２｝，ｉ＝２，３，…，ｎ－１。
显然，ｆ是Ｄ（Ｆｎ）的一个（２ｎ＋２）ＳＥＣ。该定理证明完毕。
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