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摘要：借助于当生成元 ｇ满足限制条件时的ｇ方差比较定理，得到了 ｇ期望的一种 Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式表达形式。
结果表明它类似于古典Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式的形式，推广了古典Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式。
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０ 引言

众所周知，１９９０年Ｐａｒｄｏｕｘ和Ｐｅｎｇ［１］证明了具有下面形式的倒向随机微分方程（简称ＢＳＤＥ）

ｙｔ＝ξ＋∫
Ｔ

ｔ
ｇ（ｓ，ｙｓ，ｚｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｚｓｄＢｓ，ｔ∈［０，Ｔ］，

当函数 ｇ关于ｙ，ｚ满足Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件并且ξ和ｇ（ｓ，０，０）ｓ∈［０，Ｔ］是平方可积的条件下，存在惟一一对平方可
积适应解（ｙｔ，ｚｔ）ｔ∈［０，Ｔ］。

１９９７年，Ｐｅｎｇ［２］介绍了一类与倒向随机微分方程解有关的期望 ———ｇ期望，他将具有标准参数（ξ，ｇ）
的ＢＳＤＥ在 ｔ＝０时刻的解叫做随机变量ξ的ｇ期望，记成Εｇ［·］。研究 ｇ期望最初的动机是现代数理经济
中的期望效用理论，ｇ期望是一种非线性期望，它不再具有线性性。正是由于这一特点，它在经济、金融、数
学等很多领域得到广泛的应用。现在很多数学学者正致力于 ｇ期望理论的研究，像ＣＫＪ［３］获得了关于 ｇ期
望的Ｊｅｎｓｅｎ不等式，ＢＣＨＭＰ［４］证明了 ｇ期望的逆比较定理，Ｃ［５］研究了 ｇ鞅的一般下穿不等式等。

古典的Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式主要说明在概率 Ｐ意义下，事件｛ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜Ｓｊ－Ｅ［Ｓｊ］｜≥ε｝发生的可能性被

Ｄ［Ｓｎ］／ε２所控制，其中Ｓｊ是ｎ个随机变量中的任意ｊ个的和。这一结果在强大数定律的理论中有很重要的作
用。针对上面这一结论，我们提出了一个假设：在 ｇ期望的理论范围内，上述结果是否成立？即，是否有
Ｐｇ（ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｊ－Ｅｇ［Ｓｊ］｜≥ε）≤（Ｄｇ［Ｓｎ］／ε２）？一般来说，上面的不等式不再成立，但是我们证明了当 ｇ＝
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±μ ｜ｚ｜时，ｇ期望的Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式仍然具有和古典Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式类似的形式。即，Ｐ－μ（ｍａｘ１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｊ＋

Ｅ－μ［－Ｓｊ］｜≥ε）≤ Ｄμ［Ｓｎ］／ε－∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ
μ
［Ｘｉ( )］２

。当μ ＝０（或 ｇ＝０）时，所得到的Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式就是

古典的Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式。因此我们的结果推广了传统的Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式，同时也应该注意到它并不是 ｇ
概率 Ｐｇ（·）意义下Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式的一般形式，而是一种特殊形式。

本文组织如下：第一部分中介绍了常用的符号和作出主要假设；第二部分表述了文章的主要结果。

１ 基本假设、定义与引理

１１ 基本假设

设（Ω，Ｆ，Ρ）是一个概率空间，（Ｂｔ）ｔ≥０是此空间上的一个 ｄ维标准Ｂｒｏｗｎ运动并且 Ｂ０ ＝０。设（Ｆｔ）ｔ≥０
是由该Ｂｒｏｗｎ运动产生的完备的、右连续的自然σ域流：

Ｆｔ：＝σ｛Ｂｓ，ｓ∈［０，ｔ］｝∨Ｎ，ｔ∈［０，Ｔ］，
这里 Ｔ是一个给定的正数，Ｎ表示所有的 Ｐ零测集组成的集合。本文限定在概率空间（Ω，ＦＴ，Ρ）上研究问
题，仅考虑参数 ｔ取值于区间［０，Ｔ］的过程。对正整数 ｎ，向量 ｚ∈Ｒｎ，｜ｚ｜表示 ｚ的Ｅｕｃｌｉｄ范数。

定义如下常用的过程空间：

Ｓ２Ｆ（０，Ｔ；Ｒ）：＝｛φ是（Ｆｔ）循序可测的；Ｅ（ｓｕｐ０≤ｔ≤Ｔ
｜φ（ｔ）｜

２）＜∞｝；

Ｈ２Ｆ（０，Ｔ；Ｒｎ）：＝ φ是（Ｆｔ）循序可测的；‖φ‖
２
２：＝＝Ｅ［∫

Ｔ

０
｜φｔ｜

２ｄ{ ]ｔ＜∞｝。
对每个 ｔ∈［０，Ｔ］，Ｌ２（Ω，Ｆｔ，Ｐ）表示关于 Ｆｔ可测的平方可积的随机变量的集合。
简单回顾一下倒向随机微分方程（简记为ＢＳＤＥ）理论。设ξ∈ Ｌ

２（Ω，ＦＴ，Ｐ），考虑如下形式的ＢＳＤＥ：

ｙｔ＝ξ＋∫
Ｔ

ｔ
ｇ（ｓ，ｙｓ，ｚｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ｚｓｄＢｓ，ｔ∈［０，Ｔ］。 （１）

设函数 ｇ（ω，ｔ，ｙ，ｚ）：Ω ×［０，Ｔ］×Ｒ×Ｒｄ→Ｒ满足如下（Ａ１）与（Ａ２）：
（Ａ１）存在常数μ≥０，使得 Ｐａ．ｓ．，有：ｔ∈［０，Ｔ］，ｙ１，ｙ２∈Ｒ，ｚ１，ｚ２∈Ｒ

ｄ，

｜ｇ（ω，ｔ，ｙ１，ｚ１）－ｇ（ω，ｔ，ｙ２，ｚ２）｜≤μ（｜ｙ１－ｙ２｜＋｜ｚ１－ｚ２｜）。
（Ａ２）对（ｙ，ｚ）∈Ｒ×Ｒｄ，（ｇ（ｔ，ｙ，ｚ））ｔ∈［０，Ｔ］是（Ｆｔ）循序可测的，并且 Ｐａ．ｓ．，

（ｔ，ｙ）∈［０，Ｔ］×Ｒ，．ｇ（ｔ，ｙ，０）≡０，
那么对任意给定的ξ∈ Ｌ

２（Ω，ＦＴ，Ｐ），由著名的ＰａｒｄｏｕｘＰｅｎｇ
［１］可知ＢＳＤＥ（１）有惟一一对平方可积适应解，

记之为（ｙ（ξ，ｇ）（ｔ），ｚ（ξ，ｇ）（ｔ））ｔ∈［０，Ｔ］（有时简记为（ｙｔ，ｚｔ）），其中 ｙ
（ξ，ｇ）（·）∈ Ｓ２Ｆ（０，Ｔ；Ｒ），ｚ

（ξ，ｇ）（·）∈ Ｈ２Ｆ（０，Ｔ；

Ｒｄ）。
１２ 基本定义与引理

为了读者的方便，回顾一下 ｇ期望、条件 ｇ期望、ｇ方差的概念，读者可以在文献［２，４］中参阅相关的
更详细的结果。在以下关于 ｇ期望的讨论中总是假设ｇ满足假设条件（Ａ１）与（Ａ２）。

定义 １１（ｇ期望） ｇ期望Εｇ［·］：Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ）→Ｒ定义为

Εｇ（ξ）：＝ｙ
（ξ，ｇ）（０）。

定义１２（条件 ｇ期望）ξ关于σ域Ｆｔ的条件ｇ期望

Εｇ［ξ｜Ｆｔ］：＝ｙ
（ξ，ｇ）（ｔ）。

注：ⅰ）当 ｇ＝μ｜ｚ｜（或 ｇ＝－μ｜ｚ｜）时，ｇ期望、条件 ｇ期望可分别记作Εμ［·］和Εμ［·｜Ｆｔ］（或

Ε－μ
［·］和Ε－μ

［·｜Ｆｔ］）。

ⅱ）假设ξ ＝ＩＡ，其中 ＩＡ表示事件Ａ的示性函数，则事件 Ａ的ｇ概率Ｐｇ（Ａ）：＝Ｅｇ［ＩＡ］。
性质 １１［４］ 如果 ｇ不依赖于ｙ，即 ｇ事实上是定义在Ω ×［０，Ｔ］×Ｒｄ上的函数，则

Εｇ［Ｘ＋η｜Ｆｔ］＝Εｇ［Ｘ｜Ｆｔ］＋η，η∈ Ｌ
２（Ω，Ｆｔ，Ｐ），Ｘ∈ Ｌ２（Ω，ＦＴ，Ｐ）。

定义 １３（ｇ方差） 设ξ∈ Ｌ
４（Ω，ＦＴ，Ｐ），称 Ｅｇ［（ξ－Ｅｇ［ξ］）

２］为随机变量的 ｇ方差，记作 Ｄｇ［ξ］。
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引理 １１［５］ 对任何ξ∈ Ｌ
２（Ω，ＦＴ，Ｐ），有

Ｅ－μ［ξ］＝ｉｎｆＱ∈Θ
ＥＱ［ξ］，Ｅμ［ξ］＝ｓｕｐＱ∈Θ

ＥＱ［ξ］，

其中 Θ ＝｛
ｄＱｖ
ｄＰ ＝ｅｘｐ∫

Ｔ

０
ｖｓｄＢｓ－

１
２∫

Ｔ

０
ｖ２ｓｄ{ }ｓ，｜ｖｓ｜≤μ｝μ为Ｌｉｐｓｃｈｔｚ常数。

２ 主要结果

引理 ２１ 对任意ξ∈ Ｌ
２（Ω，ＦＴ，Ｐ），有 Ｅ－μ［－ξ］＝－Ｅμ［ξ］。

证明 设 Ｙｔ＝Ｅ－μ［－ξ｜Ｆｔ］，由ＢＳＤＥ的惟 一性定理知，存在一适应过程｛Ｚｔ｝∈ Ｈ
２
Ｆ（０，Ｔ；Ｒｄ）使得

（Ｙｔ，Ｚｔ）是下面ＢＳＤＥ的解：

Ｙｔ＝－ξ＋∫
Ｔ

ｔ
－μ ｜Ｚｓ｜ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ＺｓｄＢｓ，ｔ∈［０，Ｔ］。

容易验证（－Ｙｔ，－Ｚｔ）是下面ＢＳＤＥ在 ｔ时刻的解：

Ｙｔ＝ξ＋∫
Ｔ

ｔμ
｜Ｚｓ｜ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ＺｓｄＢｓ，ｔ∈［０，Ｔ］。

由ＢＳＤＥ的惟一性定理知：－Ｅ－μ［－ξ｜Ｆｔ］＝Ｅμ［ξ｜Ｆｔ］。特别地，当 ｔ＝０时，

－Ｅ－μ［－ξ］＝Ｅμ［ξ］。
下面的引理说明当生成元 ｇ满足某些限制条件时，ｇ方差的比较定理仍然成立。
引理 ２２ 设 ｇｉ，ｉ＝１，２满足条件（Ａ１）与（Ａ２）且 ｇｉ，ｉ＝１，２是凸函数和关于 ｚ是一致正齐的。如果

（ｔ，ｙ，ｚ）∈ ［０，Ｔ］×Ｒ×Ｒｄ，ｇ１（ｔ，ｙ，ｚ）≥ ｇ２（ｔ，ｙ，ｚ），Ｐａ．ｓ．，则对任意的ξ ∈ Ｌ４（Ω，ＦＴ，Ｐ）有

Ｄｇ１［ξ］≥Ｄｇ２［ξ］。

证明 因为 ｇｉ，ｉ＝１，２是凸函数，则 ｇｉ，ｉ＝１，２与 ｙ无关（参见［４］引理４５）。仅考虑

ｇｉ：Ω ×［０，Ｔ］×Ｒｄ→Ｒ。
因为 ｇｉ，ｉ＝１，２是凸函数且在Ｒｄ上一致正齐的，根据可测最大值原理

［６］知，存在一个凸闭子集 Ｄ表示
为：

Ｄ＝｛ｂｔ∈Ｒｄ：ｂｔ·ｚ≤ ｇ（ｔ，ｚ），ｔ∈［０，Ｔ］，ｚ∈Ｒｄ｝，
满足

（Ｂｉ）ｇ（ｔ，ｚ）＝ｓｕｐ
ｂｔ∈Ｄ
ｂｔ·ｚ ｔ∈［０，Ｔ］，ｚ∈Ｒｄ；

（Ｂｉｉ）对每个 ｔ∈［０，Ｔ］，ｚ∈Ｒｄ，存在 ｂｔ（ｚ）∈ Ｄ，使得 ｂｔ（ｚ）·ｚ＝ｇ（ｔ，ｚ）。
这里 ｂｔ（ｚ）是有界的。因为由（Ａ１）和（Ａ２）可知 ｜ｇ（ｔ，ｚ）｜≤μ ｜ｚ｜，这就暗含着 ｜ｂｔ（ｚ）·ｚ｜≤μ ｜ｚ｜，因
此 ｜ｂｔ（ｚ）｜≤μ。

对ξ∈ Ｌ
４（Ω，ＦＴ，Ｐ），令η ＝ξ－Ｅｇ２［ξ］，因此 Ｄｇ２［ξ］＝Ｅｇ２［η

２］。

假设 Ｙｔ＝Ｅｇ２［η
２｜Ｆｔ］，则存在一适应过程｛Ｚｔ｝∈ Ｈ２Ｆ（０，Ｔ；Ｒｄ）使得（Ｙｔ，Ｚｔ）是下面ＢＳＤＥ的解：

Ｙｔ＝η
２＋∫

Ｔ

ｔ
ｇ２（ｓ，Ｚｓ）ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ＺｓｄＢｓ，ｔ∈［０，Ｔ］。 （２）

上面的ＢＳＤＥ可以写成

Ｙｔ＝η
２＋∫

Ｔ

ｔ
ｂｓ（Ｚｓ）·Ｚｓｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
ＺｓｄＢｓ，ｔ∈［０，Ｔ］，

其中 ｂｓ（Ｚｓ）＝
ｇ２（ｓ，Ｚｓ）
Ｚｓ

当Ｚｓ≠０；

０ 当 Ｚｓ＝０
{

。

根据Ｇｉｒｓａｎｏｖ’ｓ定理知，存在 Ｑ∈Θ使得珘Ｂｓ＝Ｂｓ－∫
ｓ

０
ｂｒ（Ｚｒ）ｄｒ是Ｑ下的布朗运动。

因此，Ｅｇ２［η
２］＝ＥＱ［η

２］。
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给定 ｂｔ（Ｚｔ）和概率测度 Ｑ，对任意的ζ∈ Ｌ
２（Ω，ＦＴ，Ｐ），考虑珔Ｙｔ＝ＥＱ［ζ｜Ｆｔ］，根据倒向随机微分方

程解的存在惟一性定理知，存在｛珔Ｚｔ｝∈ Ｈ２Ｆ（０，Ｔ；Ｒｄ）使得｛珔Ｙｔ，珔Ｚｔ｝是下面ＢＳＤＥ的解：

珔Ｙｔ＝ζ＋∫
Ｔ

ｔ
ｂｓ（Ｚｓ）·珔Ｚｓｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
珔ＺｓｄＢｓ，ｔ∈［０，Ｔ］。 （３）

同时考虑 珔Ｙｔ＝ζ＋∫
Ｔ

ｔ
ｇ２（ｓ，珔Ｚｓ）·ｄｓ－∫

Ｔ

ｔ
珔ＺｓｄＢｓ，ｔ∈［０，Ｔ］。 （４）

注意到（Ｂｉ）ｇ２（ｓ，珔Ｚｓ）≥ ｂｓ（Ｚｓ）·珔Ｚｓ，ｓ∈［０，Ｔ］，Ｚ∈Ｒｄ，比较（３），（４），根据倒向随机微分方程的比较定
理［７］可得

Ｅｇ２［ζ］≥ ＥＱ［ζ］，ζ∈ Ｌ
２（Ω，ＦＴ，Ｐ）。

取ζ ＝ξ和ζ ＝（η－Ｅｇ１［η］）
２则有

Ｅｇ２［ξ］≥ ＥＱ［ξ］ （５）

和

Ｅｇ２［（η－Ｅｇ１［η］）
２］≥ ＥＱ［（η－Ｅｇ１［η］）

２］， （６）

由假设 Ｐａ．ｓ．，ｇ１（ｔ，ｙ，ｚ）≥ ｇ２（ｔ，ｙ，ｚ），（ｔ，ｙ，ｚ）∈［０，Ｔ］×Ｒ×Ｒｄ，根据ＢＳＤＥ的比较定理和性质１１知
Ｅｇ
１
［η］＝Ｅｇ

１
［ξ］－Ｅｇ

２
［ξ］≥０ （７）

和

Ｅｇ
１
［（η－Ｅｇ

１
［η］）

２］≥ Ｅｇ２［（η－Ｅｇ１
［η］）

２］。 （８）

注意到 ＥＱ［（η－Ｅｇ１［η］）
２］＝ＥＱ［η

２］＋（Ｅｇ１［η］）
２－２ＥＱ［η］Ｅｇ１［η］，

（５）暗示着 ＥＱ［η］≤０，结合（７）不难知道 ＥＱ［η］Ｅｇ１［η］≤０。因此

ＥＱ［（η－Ｅｇ１［η］）
２］≥ ＥＱ［η

２］。

根据（６），（８）和利用 ｇ期望的性质１１知
Ｄｇ２［ξ］＝Ｅｇ２［η

２］＝ＥＱ［η
２］≤ ＥＱ［（η－Ｅｇ１［η］）

２］≤ Ｅｇ
１
［（η－Ｅｇ

１
［η］）

２］＝Ｄｇ１［η］＝Ｄｇ１［ξ］。

下面将要给出 ｇ期望的Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式的一种特殊形式。
Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式 设 Ｘ１，Ｘ２，…Ｘｎ∈ Ｌ４（Ω，ＦＴ，Ｐ）且关于 Ｐ独立，记 Ｓｊ＝Ｘ１＋Ｘ２＋… ＋Ｘｊ，ｊ＝

１，２，…ｎ和ａ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅ
μ
［Ｘｉ］，则对于任意大于 ａ的数ε，有

Ｐ－μ（ｍａｘ１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｊ＋Ｅ－μ［－Ｓｊ］｜≥ε）≤

Ｄ
μ
［Ｓｎ］

（ε－ａ）２
。

证明 不失一般性，在下面的证明中仅考虑 Ｅ［Ｘｉ］＝０，ｉ＝１，２，…ｎ。由ＢＳＤＥ比较定理知

Ｅ
μ
［Ｘｉ］≥０，ｉ＝１，２，…ｎ。

分三步证明。

步骤 １ 先证

Ｐ－μ（ｍａｘ１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｊ－Ｅμ［Ｓｊ］｜≥ε）≤

Ｖａｒ［Ｓｎ］
（ε－ａ）２

，

其中Ｖａｒ［Ｓｎ］＝Ｅ［（Ｓｎ－Ｅ［Ｓｎ］）２］。由

｛ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜Ｓｊ－Ｅμ［Ｓｊ］｜≥ε｝｛（ｍａｘ１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｊ｜＋ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
｜Ｅ

μ
［Ｓｊ］｜）≥ε｝

知 Ｐ（ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜Ｓｊ－Ｅμ［Ｓｊ］｜≥ε）≤ Ｐ（ｍａｘ１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｊ｜≥（ε－ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
｜Ｅ

μ
［Ｓｊ］｜））。 （９）

而根据 Ｅ
μ
［Ｓｊ］≥ Ｅ［Ｓｊ］＝０，ｊ＝１，２，…ｎ，可以得到

ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜Ｅ
μ
［Ｓｊ］｜＝ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
Ｅ
μ
［Ｓｊ］≤ Ｅμ［Ｘ１］＋Ｅμ［Ｘ２］＋…Ｅμ［Ｘｎ］＝ａ。

由假设ε ＞ａ不难得到（ε－ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜Ｅ
μ
［Ｓｊ］｜）＞０。根据古典Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式

［８］可得到

Ｐ（ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜Ｓｊ｜≥（ε－ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜Ｅ
μ
［Ｓｊ］｜））≤

Ｖａｒ［Ｓｎ］
（ε－ｍａｘ

１≤ｊ≤ｎ
｜Ｅ

μ
［Ｓｊ］｜）２

，
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由（ε－ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜Ｅ
μ
［Ｓｊ］｜）≥（ε－ａ）＞０，可以得到

Ｐ（ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜Ｓｊ｜≥（ε－ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜Ｅ
μ
［Ｓｊ］｜））≤

Ｖａｒ［Ｓｎ］
（ε－ａ）２

，

由引理１１和式（９）得 Ｐ－μ（ｍａｘ１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｊ－Ｅμ［Ｓｊ］｜≥ε）≤

Ｖａｒ［Ｓｎ］
（ε－ａ）２

。

步骤 ２ 由于 ｇ＝μ ｜ｚ｜，μ ＞０是凸函数且为正齐次的，由引理２２知Ｖａｒ［Ｓｎ］≤ Ｄμ［Ｓｎ］，

这暗示着 Ｐ－μ（ｍａｘ１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｊ－Ｅμ［Ｓｊ］｜≥ε）≤

Ｄ
μ
［Ｓｎ］

（ε－ａ）２
。

步骤 ３ 由引理２１可知
Ｐ－μ（ｍａｘ１≤ｊ≤ｎ

｜Ｓｊ－Ｅμ［Ｓｊ］｜≥ε）＝Ｐ－μ（ｍａｘ１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｊ＋Ｅ－μ［－Ｓｊ］｜≥ε），

因此可得

Ｐ－μ（ｍａｘ１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｊ＋Ｅ－μ［－Ｓｊ］｜≥ε）≤

Ｄ
μ
［Ｓｎ］

（ε－ａ）２
。

上面的表达式说明在 ｇ概率Ｐ－μ（·）意义下，事件｛ｍａｘ１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｊ＋Ｅ－μ［－Ｓｊ］｜≥ε｝发生的可能性仍然被

Ｓｎ的ｇ方差Ｄμ［Ｓｎ］的倍数所控制。
显然，当μ ＝０时，上面Ｋｏｌｍｏｇｏｒｏｖ不等式就是一般概率测度 Ｐ下的形式，即

Ｐ（ｍａｘ
１≤ｊ≤ｎ

｜Ｓｊ－Ｅ［Ｓｊ］｜≥ε）≤
Ｄ［Ｓｎ］
ε
２ 。

按照上面的证明步骤可得下面的推论：

推论 设 ｇｉ，ｉ＝１，２满足条件（Ａ１）与（Ａ２）且 ｇｉ，ｉ＝１，２是凸函数和关于 ｚ是一致正齐的。若 Ｘ１，Ｘ２，

…Ｘｎ，Ｓｊ满足上面命题中的所有假设并记ｂ＝∑
ｎ

ｉ＝１
Ｅｇ１［Ｘｉ］，若 Ｐａ．ｓ．，ｇ１（ｔ，ｙ，ｚ）≥０≥ ｇ２（ｔ，ｙ，ｚ），（ｔ，ｙ，

ｚ）∈［０，Ｔ］×Ｒ×Ｒｄ，则

Ｐｇ２（ｍａｘ１≤ｊ≤ｎ
｜Ｓｊ－Ｅｇ１［Ｓｊ］｜≥ε）≤

Ｄｇ１［Ｓｎ］
（ε－ｂ）２

。
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