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工件有尺寸的单机批调度问题的在线算法
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摘要：将经典的批调度问题推广到考虑工件具有不同尺寸大小的单机在线批调度问题，当目标函数为工件的极大

完工时间时，就所有工件在２个不同时刻到达的情形设计了一个竞争比不超过１６１６０的在线算法，并给出了此问题

的一个下界。
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０ 引言

批调度问题是半导体生产过程的最后阶段提炼出来的一类重要调度问题。随着工业的发展，研究分批

调度问题具有重要的实际意义。它可描述为：有固定的 ｎ个工件需要在一台或多台批处理机上加工，处理
机一次最多能加工 Ｂ个工件，工件加工过程中不允许被打断，也不允许移走或加入新工件。每一批的加工
时间为属于该批的工件中最长工件的工时，开工时间应大于或等于该批中最晚到达的工件的到达时刻，且

属于同一批的工件同时开工并同时完工。该问题的目标就是对工件应如何进行分批，并安排各批的次序，进

而使相应的函数值达到最优。

一般批调度问题在对工件进行分批时，主要考虑每一批中工件的个数，但在实际中，有的工件尺寸大小

不一，因此在分批时需要考虑工件尺寸的大小。对于工件不但有不同的加工时间而且有不同尺寸的批调度

问题称为工件有尺寸的批调度问题。若此时目标函数为极大完工时间，则可用三元素表示法表示为 １｜Ｂ，
ｓｊ｜Ｃｍａｘ。假定机器的尺寸为１，工件 Ｊｊ的尺寸为ｓｊ（０＜ｓｊ＜１），如果一个批中所含工件的尺寸之和等于１，称
此批为满批，否则称为非满批。批 Ｂｉ的加工时间是这批中所含工件的加工时间的最大者。若一个工件的
尺寸大于０５，则称此批工件为大工件，否则称为小工件。如果允许把工件的尺寸分为几个部分放在不同的
批中加工，那么称工件是允许按尺寸拆分的。
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对于１｜Ｂ，ｓｊ｜Ｃｍａｘ，Ｕｚｓｏｙ．Ｒ证明了当所有工件的加工时间相同时，这个问题等同于装箱问题，它是 ＮＰ
完备的。他还提出了几个近似算法，但未给出他们的性能比［１］。Ｚｈａｎｇ．Ｇ等对于 Ｕｚｓｏｙ．Ｒ提出的所有的近
似算法进行了分析，并得到了相应的近似比，而且对于一致性排序的情形给出了最差性能比为１５的离线算
法，对一般情形下的离线批调度问题给出了一个最差性能比为１７５的算法［２］。张玉忠，柏庆国等则推广了

经典的批调度问题，考虑了１｜ｒｊ∈｛０，ｒ｝，Ｂ，ｓｊ｜Ｃｍａｘ的一致性批调度问题，即工件有不同的尺寸且分两次到

达的批调度问题，他们给出了性能比不超过
３３
１４的算法

［３］。

本文在文献［２］的基础上考虑了工件分两次到达且有尺寸大小的在线批调度问题，首次对此问题设计了

一个竞争比不超过
１６１
６０的在线算法。不妨假定最早的到达时间 ｒ０＝ｒ，另一个到达时间为 ｒ。由于预先不知 ｒ

的具体数据，因此将此问题称为工件有尺寸的在线批调度问题。用三元素表示法表示为１｜ｒｊ∈｛０，ｒ｝，Ｂ，
ｓｊ，ｏｎｌｉｎｅ｜Ｃｍａｘ。

１ 离线算法

１１ １｜Ｂ，ｓｊ｜Ｃｍａｘ问题的离线算法 ＭＦＦＬＰＴ
Ｚｈａｎｇ．Ｇ等对于工件有尺寸的单机离线批调度问题的一般情形给出了一个最差性能比为１７５的 ＭＦ

ＦＬＰＴ算法［２］。其中在此算法中若一批最先放入的是大工件，则称此批为 Ｌ批。
１１．１ 算法ＭＦＦＬＰＴ

步骤 １ 按加工时间非增的顺序排列工件，若有工件加工时间相同，则把尺寸较大的工件排在前面。

步骤 ２ 对于当前的工件 Ｊｊ，分如下２种情况决定工件的安排：
（１）若当前还不存在批或不存在（算法执行过程中生成的）活批，则为工件 Ｊｊ开辟一个新的批。若放进

工件 Ｊｊ后此批仍不满，则使其成为一个活批。
（２）存在一个活批 Ｂｉ，并且 Ｂｉ有足够的空间放Ｊｊ，则把当前的工件 Ｊｊ放入批Ｂｉ；若批 Ｂｉ对于工件Ｊｊ

没有足够的空间，分如下两种情况：

ａ若 Ｊｊ是一个大工件，则为工件 Ｊｊ开一个新批；
ｂ若 Ｊｊ是一个小工件，则拆分工件 Ｊｊ把工件Ｊｊ的一部分放入Ｂｉ，直到 Ｂｉ成为满批，并把工件 Ｊｊ的剩余

部分排在还没有安排的工件前面。此时在批 Ｂｉ之后的Ｌ批的个数记为ｐ：若 ｐ是奇数，则把最后一个 Ｌ批
作为活批；若 ｐ是偶数，不把任何批作为活批。在任何时刻只有一个活批且只有活批可以接受新工件。

步骤 ３ 把所有拆分的工件移走，对拆分的工件运用装箱问题的ＦＦ（ｆｉｒｓｔｆｉｔ）算法生成一些新批。
对于上述算法有如下结论：

引理 １［２］ 对于１｜Ｂ，ｓｊ｜Ｃｍａｘ的离线情形，算法ＭＦＦＬＰＴ最差性能比是１７５。
１２ １｜Ｂ｜Ｃｍａｘ问题的离线算法 ＦＢＬＰＴ

为得到１｜Ｂ，ｓｊ｜Ｃｍａｘ问题的最优解下界，本文首先介绍算法 ＦＢＬＰＴ
［４］，此算法是 Ｌｅｅ．Ｃ．Ｙ．等首次提出

的，且对于１｜Ｂ｜Ｃｍａｘ的离线情形，此算法是多项式时间最优的。

１２１ 算法ＦＢＬＰＴ
步骤 １ 把工件按加工时间非增的次序编号，使 ｐ１≥ｐ２≥…≥ｐｎ。

步骤２ 对于 ｉ＝１，２，…，?ｎＢ」，把编号为 ｉＢ＋１到（ｉ＋１）Ｂ的工件放在同一批中加工，其中?ｘ」表示小

于或等于 ｘ的最大整数。
步骤 ３ 任意安排各批的次序。

２ １｜ｒｊ∈｛０，ｒ｝，Ｂ，ｓｊ，ｏｎｌｉｎｅ｜Ｃｍａｘ问题的在线算法

把ＭＦＦＬＰＴ算法看作一个子算法可得到一个新的算法ＢＭＦＦＬＰＴ，用来考虑工件尺寸不同，而且所有工件
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在两个不同时刻到达的在线情形。另外，在算法的设计过程中，需要求出问题最优值的下界，因此可以先将

每一个工件拆分成若干个单位尺寸的工件，而加工时间不变，把问题转化为１｜Ｂ｜Ｃｍａｘ问题，然后利用

ＦＢＬＰＴ算法分批排序，即可得本文考虑的问题的最优值下界。用 Ｊ１，Ｊ２分别表示０，ｒ时刻到达的工件集，

记 Ｊ表示所有工件的集合，则 Ｊ＝Ｊ１∪Ｊ２。用 Ｔ和Ｔ１，Ｔ２分别表示 Ｊ和Ｊ１，Ｊ２中工件运用算法 ＭＦＦＬＰＴ得
到的目标函数值。

２１ 算法ＢＭＦＦＬＰＴ
步骤 １ 用算法ＭＦＦＬＰＴ对 Ｊ１分批，设得到 ｋ（ｋ≥２）批。
步骤 ２ 比较 ｐ１与５Ｃ１?６的大小，若 ｐ１≤５Ｃ１ ／６转步骤３；否则，转步骤４。

步骤 ３ 将这 ｋ批按加工时间从大到小加工直至Ｔ１－ｐｋ，若 Ｊ２在 Ｔ１－ｐｋ还没到达，转（１）；否则，转
（３）。

（１）比较 Ｔ１－ｐｋ与１４Ｃ１ ／１５的大小。若大于则用算法ＭＦＦＬＰＴ加工完 Ｊ１，再加工 Ｊ２；否则，转（２）。

（２）从 Ｔ１－ｐｋ空闲至１４Ｃ１ ／１５，此时，若 Ｊ２工件还没到达，则在１４Ｃ１ ／１５处加工第 ｋ批，再运用算法

ＭＦＦＬＰＴ加工 Ｊ２；否则，在 ｒ处用算法ＭＦＦＬＰＴ加工现有工件。
（３）运用算法ＭＦＦＬＰＴ加工 Ｊ１，直至７Ｃ１ ／１５；若 Ｊ２在７Ｃ１ ／１５后到达，则用算法 ＭＦＦＬＰＴ加工完 Ｊ１再

加工 Ｊ２；否则，转步骤（４）。
（４）若 Ｊ２在７Ｃ１ ／１５前到达，则运用算法ＭＦＦＬＰＴ一直加工现有工件。

步骤 ４ 将这 ｋ批按加工时间从小到大加工直至Ｔ１－ｐ１，若 Ｊ２在 Ｔ１－ｐ１还没到达，转（１）；否则转
（２）。

（１）将工件从 Ｔ１－ｐ１空闲至１４Ｃ１ ／１５，此时，若 Ｊ２工件还没到达，则在１４Ｃ１ ／１５处加工第１批，再运用

算法ＭＦＦＬＰＴ加工 Ｊ２；否则，在 ｒ处用算法ＭＦＦＬＰＴ加工现有工件。
（２）运用算法ＭＦＦＬＰＴ加工现有工件。

３ ＢＭＦＦＬＰＴ在线算法分析

本章对于ＢＭＦＦＬＰＴ算法的竞争比进行分析，并与此问题的下界值进行了比较。
引理 ２ 对于工件有尺寸有两个到达时间的一般在线批调度问题，当最大批工件的加工时间 ｐ１满足

ｐ１≤
５Ｃ１
６，则算法ＢＭＦＦＬＰＴ的竞争比不超过

１６１
６０。

证明 显然 Ｃ ≥ｍａｘ｛ｒ＋Ｃ２，Ｃ′｝。又由结论知 Ｔ２≤１７５Ｃ２，Ｔ≤１７５Ｃ′，因此 Ｃ ≥

ｍａｘｒ＋
４Ｔ２
７，
４Ｔ{ }７ 。由于 ｐ１≤

５Ｃ１
６，根据算法，显然有 Ｔ１－ｐｋ≥ｐ１，分如下情形讨论：

（１）ｒ≥Ｔ１。根据算法可知，Ｃｍａｘ＝ｒ＋Ｔ２，所以，
Ｃｍａｘ
Ｃ ≤

ｒ＋Ｔ２

ｒ＋
４Ｔ２
７

＝１＋

３Ｔ２
７

ｒ＋
４Ｔ２
７
≤
７
４。

（２）Ｔ１－ｐｋ≤ｒ＜Ｔ１。

① Ｔ１－ｐｋ＞
１４Ｃ１
１５，根据算法知，此时机器没有空闲，第 ｋ批的开工时间小于ｒ，则 Ｊ１和 Ｊ２分别加工，

有 Ｃｍａｘ＝Ｔ１＋Ｔ２，所以

Ｃｍａｘ
Ｃ ≤

Ｔ１＋Ｔ２

ｒ＋
４Ｔ２
７

＝７４＋
７Ｔ１－

４９ｒ
４

７ｒ＋４Ｔ２≤
７
４＋
７ｐｋ－

２１
４ｒ

７ｒ＋４Ｔ２
＜７４＋

７Ｃ１ －
４９
１０Ｃ


１

９８
１５Ｃ


１

＝７４＋
１５
１４－

３
４＜
１６１
６０。

② Ｔ１－ｐｋ≤
１４Ｃ１
１５。
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（ａ）ｒ≤
１４Ｃ１
１５，此时 Ｃｍａｘ＝ｒ＋Ｔ′≤

１４
１５Ｃ


１ ＋

７
４Ｃ

′≤
１６１
６０Ｃ

；

（ｂ）ｒ＞
１４Ｃ１
１５，此时有 ｒ＞

１４Ｃ１
１５ ≥Ｔ１－ｐｋ，根据算法有 Ｃｍａｘ＝

１４
１５Ｃ


１ ＋ｐｋ＋Ｔ２，又 Ｃ≥ｒ＋

４Ｔ２
７，所以，

Ｃｍａｘ
Ｃ ≤

１４
１５Ｃ


１ ＋ｐｋ＋Ｔ２

ｒ＋４７Ｔ２
≤
７
４＋

ｐｋ－
２１
３０Ｃ


１

１４
１５Ｃ


１ ＋

４
７Ｔ２
≤
７
４＋

９
３０Ｃ


１

１４
１５Ｃ


１

＝２９１４＜
１６１
６０。

（３）ｒ≤Ｔ１－ｐｋ。

① ｐ１≤ｒ≤Ｔ１－ｐｋ时分以下两种情况讨论：

（ａ）ｒ≥
７Ｃ１
１５。此时 Ｃｍａｘ＝Ｔ１＋Ｔ２。如果

Ｔ２
Ｔ１≤

８
１５，则

Ｃｍａｘ
Ｃ ≤

Ｔ１＋Ｔ２
４
７Ｔ１

＝７４＋
７Ｔ２
４Ｔ１≤

１６１
６０；否则

Ｃｍａｘ
Ｃ ≤

Ｔ１＋Ｔ２
ｒ＋４７Ｔ１

≤

Ｔ１＋Ｔ２
４
１５Ｔ１＋

４
７Ｔ２

＝７４＋

１４
１５
７
１５＋

Ｔ２
Ｔ１

≤
７
４＋
１４
１５＝

１６１
６０。

（ｂ）ｒ＜
７Ｃ１
１５。此时必存在 ｊ，使∑

ｊ

ｉ＝１
ｐｉ＜ｒ≤∑

ｊ＋１

ｉ＝１
ｐｉ，记 Ｔ０＝∑

ｊ＋１

ｉ＝１
ｐｉ，Ｔ′为 Ｔ０以后运用算法 ＭＦＦＬＰＴ加工工件

得到的完工时间。可证明在这种情况下有 Ｃｍａｘ≤
１６１
６０Ｃ

，此时

Ｃｍａｘ＝ｒ＋（Ｔ０－ｒ）＋Ｔ′≤
７
１５Ｃ


１ ＋（Ｔ０－ｒ）＋

７
４Ｃ

′ ＜７１５Ｃ
 ＋ｒ＋７４Ｃ

 ＜１６１６０Ｃ
。

② ｒ＜ｐ１。显然有 ｒ＜ｐ１＜Ｔ１－ｐｋ。若 ｒ≥
７Ｃ１
１５，此时 Ｃｍａｘ＝Ｔ１＋Ｔ２，类似于第３种情形①的证明可得

结论；若 ｒ＜
７Ｃ１
１５，根据算法知，Ｃｍａｘ＝ｐ１＋Ｔ′≤Ｃ

 ＋７４Ｃ
 ＜１６１６０Ｃ

。

综上所述，引理成立。

引理 ３ 对于工件有尺寸有两个到达时间的一般在线批调度问题，当最大批工件的加工时间 ｐ１满足

ｐ１＞
５Ｃ１
６，则算法ＢＭＦＦＬＰＴ的竞争比不超过

１６１
６０。

证明 利用引理２中最优值的下界分析，考虑如下情形证明结论成立。
（１）ｒ≥Ｔ１。类似引理２中（１）的证明可知结论成立。

（２）Ｔ１－ｐ１≤ｒ＜Ｔ１。易知当 ｒ＞
１４Ｃ１
１５ 时，根据算法有 Ｃｍａｘ＝

１４
１５Ｃ


１ ＋ｐ１＋Ｔ２，又因为 Ｃ≥ｒ＋

４Ｔ２
７，所

以

Ｃｍａｘ
Ｃ ≤

１４
１５Ｃ


１ ＋ｐ１＋Ｔ２

ｒ＋
４Ｔ２
７

≤

１４
１５Ｃ


１ ＋ｐ１＋Ｔ２

１４
１５Ｃ


１ ＋

４
７Ｔ２

＝７４＋
ｐ１－
２１
３０Ｃ


１

１４
１５Ｃ


１ ＋

４
７Ｔ２
≤
７
４＋

９
３０Ｃ


１

１４
１５Ｃ


１

≤
１６１
６０；

而当 ｒ≤
１４Ｃ１
１５时，根据算法有 Ｃｍａｘ＝ｒ＋Ｔ′≤

１４
１５Ｃ


１ ＋

７
４Ｃ

 ＜１６１６０Ｃ
。

（３）ｒ＜Ｔ１－ｐ１，则必存在 ｊ，使 ∑
ｋ

ｉ＝ｊ＋１
ｐｉ＜ｒ≤∑

ｋ

ｉ＝ｊ
ｐｉ。记 Ｔ０＝∑

ｋ

ｉ＝ｊ
ｐｉ，此时有 Ｃｍａｘ＝Ｔ０＋Ｔ′＜（Ｔ１－ｐ１）＋

７
４Ｃ

 ＜１４１５Ｃ

１ ＋

７
４Ｃ

 ＜１６１６０Ｃ
。

综上所述，引理成立。

结合引理２与引理３，有如下结论：

定理 １ 对于工件有尺寸有两个到达时间的一般在线批调度问题，算法ＢＭＦＦＬＰＴ的竞争比不超过１６１６０。
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对于上述问题，接下来分析所设计的在线算法的优劣性。由于Ｚｈａｎｇ．Ｇ等对于工件进行分批时只考虑
工件个数且所有工件分两次到达的在线批调度问题提出了竞争比为１６１８的算法［５］，他们证明了此问题不

存在竞争比小于１６１８的算法，即他们所考虑问题的下界为１６１８。而本文的问题显然是Ｚｈａｎｇ．Ｇ等［５］所考

虑问题的一种推广，因此１６１８也可以看作本文所考虑问题的一个下界。
定理 ２［５］ 对于工件分批时只考虑工件个数，且所有工件分两次到达的在线批调度问题，不存在竞争比

为１６１８的算法。
尽管利用Ｚｈａｎｇ．Ｇ等的结果［５］得到本文所考虑问题的一个下界，但是不能确定此问题是否存在算法能

够达到这个下界。虽然如此，通过证明本文提出算法的竞争比不超过
１６１
６０说明了在线算法 ＢＭＦＦＬＰＴ具有一

定的有效性。

４ 结语

本文考虑了工件既有不等的加工时间又有不同尺寸的批调度问题，当工件分两次到达时，对此问题给

出了一个在线算法，利用已有文献，本文还得到了所考虑问题的一个下界。而对于工件具有多个到达时间

的在线批调度问题，如何设计更好的的算法也是很有趣的问题。
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