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一类含位势 ＳｏｂｏｌｅｖＨａｒｄｙ极值函数的估计
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摘要：研究了一类含位势ＳｏｂｏｌｅｖＨａｒｄｙ极值函数，这类函数是相应的最佳位势 ＳｏｂｏｌｅｖＨａｒｄｙ常数的达到函数。运

用巧妙细致的分析方法，对这一类极值函数进行了截断误差估计，这些估计结果对于研究带有含ＳｏｂｏｌｅｖＨａｒｄｙ临

界项的椭圆方程解的存在性具有重要意义。
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０ 引言

设区域ΩＲＮ（Ｎ≥３）是包含原点的有界光滑区域，考虑如下的椭圆方程

－ｄｉｖ（｜ｘ｜－２ａｕ）－μ
ｕ

｜ｘ｜２（ａ＋１）＝
｜ｕ｜ｐ－２

｜ｘ｜ｂｐｕ＋ｆ
（ｘ，ｕ），ｘ∈Ω ＼｛０｝，

ｕ＝０， ｘ∈Ω
{

，

（０１）

其中０≤μ＜（珔槡μ－ａ）
２，珔μ＝

Ｎ－２( )２
２

，０≤ａ＜珔槡μ，ａ≤ｂ＜ａ＋１，λ＞０，ｐ＝ｐ（ａ，ｂ）＝
２Ｎ
Ｎ－２ｄ，ｄ＝１＋ａ－

ｂ∈（０，１］。特别地，ｐ（０，０）＝
２Ｎ
Ｎ－２是临界Ｓｏｂｏｌｅｖ指数。

对于任意的μ∈［０，（珔槡μ－ａ）
２），将空间 Ｈ１０（Ω，｜ｘ｜－２ａ）按下列范数

‖ｕ‖ ＝∫Ω ｜ｘ｜－２ａ｜ｕ｜２－μ
｜ｕ｜２

｜ｘ｜２（ａ＋１( )） ｄ( )ｘ
１
２

完备，并记完备后的空间为 Ｈ。与方程（０１）的研究有密切关联的是著名的 ＣａｆｆａｌｅｌｌｉＫｏｈｎＮｉｒｅｎｂｅｒｇ不等
式［１］，
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(∫ＲＮ
｜ｘ｜－ｂｐ｜ｕ｜ｐｄ )ｘ

２
ｐ
≤ Ｃａ，ｂ∫ＲＮ

｜ｘ｜－２ａ｜ｕ｜２ｄｘ，ｕ∈ Ｃ∞０（ＲＮ）， （０２）

这里 Ｃａ，ｂ＞０，若在（０２）式中取 ｂ＝１＋ａ，ｐ＝２，则有下面的位势Ｈａｒｄｙ不等式：

∫ＲＮ
｜ｕ｜２

｜ｘ｜２（１＋ａ）
ｄｘ≤

１
（珔槡μ －ａ）

２∫ＲＮ
｜ｘ｜－２ａ｜ｕ｜２ｄｘ，ｕ∈ Ｃ∞０（ＲＮ）， （０３）

于是由式（０３），知道范数‖ｕ‖与空间 Ｈ１０（Ω，｜ｘ｜－２ａ (）通常的范数∫Ω ｜ｘ｜－２ａ｜ｕ｜２ｄ )ｘ
１
２
等价。

定义最佳常数

Ｓ＝ ｉｎｆ
ｕ∈Ｈ＼｛０｝

‖ｕ‖２

∫Ω ｜
ｕ｜ｐ

｜ｘ｜ｂｐ
ｄ( )ｘ

２
ｐ
，

最近，ＹａｎｇＭｉｎｂｏ等［２］找到 Ｓ的达到函数

ｙε（ｘ）＝
ｋε

｜ｘ｜γ′（ε２＋｜ｘ｜（ｐ－２）β）
２
ｐ－２
，

这里ε ＞０，ｋε ＝（２ε
２ｐβ

２）
１
ｐ－２，β ＝ （珔槡μ －ａ）

２－槡 μ，γ′＝ 珔槡μ －ａ－β。ｙε（ｘ）是方程

－ｄｉｖ（｜ｘ｜－２ａｕ）－μ
ｕ

｜ｘ｜２（ａ＋１） ＝
｜ｕ｜ｐ－２

｜ｘ｜ｂｐ
ｕ，ｘ∈ＲＮ ＼｛０｝

的解，并且满足

∫ＲＮ
｜ｘ｜－２ａ｜ｙε ｜

２－μ
｜ｙε ｜

２

｜ｘ｜２（ａ＋１( )） ｄｘ＝∫ＲＮ

｜ｙε ｜
ｐ

｜ｘ｜ｂｐ
ｄｘ＝Ｓ

ｐ
ｐ－２， （０４）

进一步，他们验证了 Ｓ与区域Ω无关。
本文，将对极值函数 ｙε（ｘ）进行截取估计，这些估计结果对于研究方程（０１）有着重要的意义，而与方

程（０１）相关的研究结果请参见文献［３］与［４］。

１ 定理及证明

设 Ｕε（ｘ）＝
１

｜ｘ｜γ′（ε２＋｜ｘ｜（ｐ－２）β）
２
ｐ－２
，φ（ｘ）∈ Ｃ

∞
０（Ω）是一个截断函数，定义如下：

φ（ｘ）＝
１，｜ｘ｜≤ Ｒ，
０，｜ｘ｜≥２Ｒ，
０≤φ（ｘ）≤１

{
。

其中 Ｒ＞０，Ｂ２Ｒ（０）Ω。设 ｕε（ｘ）＝φ（ｘ）Ｕε（ｘ），νε（ｘ）＝
ｕε（ｘ）

∫Ω
｜ｕε ｜

ｐ

｜ｘ｜ｂｐ
ｄ( )ｘ

１
ｐ
，显然∫Ω

｜νε ｜
ｐ

｜ｘ｜ｂｐ
ｄｘ＝１。

定理 １ 对于νε（ｘ），有下面的估计：

（１）‖νε‖
２ ＝Ｓ＋Ｏε

４
ｐ－( )２ ；

（２）∫Ω ｜νε ｜ｄｘ＝Ｏε
２
ｐ－( )２ ；

（３）

∫Ω ｜νε ｜ｒｄｘ＝
Ｏε

２ｒ
ｐ－( )２ ， １≤ ｒ＜

Ｎ

β＋（珔槡μ －ａ）
，

Ｏε
２ｒ
ｐ－２ ｜ｌｎε( )｜， ｒ＝ Ｎ

β＋（珔槡μ －ａ）
，

Ｏε
２

（ｐ－２）β
（Ｎ－ｒ（珔槡μ－ａ( )）） ， Ｎ

β＋（珔槡μ －ａ）
＜ｒ＜２











 ；
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（４）对于１≤ ｑ＜ｐ＝
２Ｎ
Ｎ－２ｄ，０≤ ｔ＜（１＋ａ）ｑ＋ｎ（１－

ｑ
２），有

∫Ω
｜νε ｜

ｑ

｜ｘ｜ｔ
ｄｘ＝

Ｏε
２ｑ
ｐ－( )２ ， １≤ ｑ＜

Ｎ－ｔ

β＋（珔槡μ －ａ）
，

Ｏε
２ｑ
ｐ－２ ｜ｌｎε( )｜， ｑ＝ Ｎ－ｔ

β＋（珔槡μ －ａ）
，

Ｏε
２

（ｐ－２）β
（Ｎ－ｔ－ｑ（珔槡μ－ａ( )）） ， Ｎ－ｔ

β＋（珔槡μ －ａ）
＜ｑ＜ｐ＝ ２Ｎ

Ｎ－２ｄ











 ；

（５）

∫Ω
｜νε ｜

ｑ

｜ｘ｜ｂｐ
ｄｘ＝

Ｏε
２ｑ
ｐ－( )２ ， １≤ ｑ＜

Ｎ－ｂｐ

β＋（珔槡μ －ａ）
，

Ｏε
２ｑ
ｐ－２ ｜ｌｎε( )｜， ｑ＝ Ｎ－ｂｐ

β＋（珔槡μ －ａ）
，

Ｏε
２

（ｐ－２）β
（Ｎ－ｂｐ－ｑ（珔槡μ－ａ( )）） ， Ｎ－ｂｐ

β＋（珔槡μ －ａ）
＜ｑ＜ｐ＝ ２Ｎ

Ｎ－２ｄ











 。

证明 （１）根据式（０４），可得

‖ｙε‖
２ ＝Ｓ

ｐ
ｐ－２ ＝ｋ２ε‖Ｕε‖

２，

∫ＲＮ

｜ｙε ｜
ｐ

｜ｘ｜ｂｐ
ｄｘ＝Ｓ

ｐ
ｐ－２ ＝ｋｐε∫ＲＮ

｜Ｕε ｜
ｐ

｜ｘ｜ｂｐ
ｄｘ，

直接计算有

ｕε ＝（Ｕεφ）＝Ｕεφ＋φＵε。
所以当 ｜ｘ｜≤ Ｒ时，ｕε ＝Ｕε，当 ｜ｘ｜≥２Ｒ时，ｕε ＝０。因此可以得到

∫Ω ｜ｘ｜－２ａ｜ｕε ｜
２－μ

｜ｕε ｜
２

｜ｘ｜２（ａ＋１( )） ｄｘ＝
Ｏ（１）＋∫｜ｘ｜≤Ｒ

｜ｘ｜－２ａ｜Ｕε ｜
２－μ

｜Ｕε ｜
２

｜ｘ｜２（ａ＋１( )） ｄｘ＝
Ｏ（１）＋∫ＲＮ

｜ｘ｜－２ａ｜Ｕε ｜
２－μ

｜Ｕε ｜
２

｜ｘ｜２（ａ＋１( )） ｄｘ＝Ｏ（１）＋‖Ｕε‖２。

另外，

∫Ω
｜ｕε ｜

ｐ

｜ｘ｜ｂｐ
ｄｘ＝Ｏ（１）＋ｋ－ｐε∫ＲＮ

｜ｙε ｜
ｐ

｜ｘ｜ｂｐ
ｄｘ＝Ｏ（１）＋ｋ－ｐε Ｓ

ｐ
ｐ－２，

故有

‖νε‖
２ ＝ ‖ｕε‖

２

∫Ω
｜ｕε ｜

ｐ

｜ｘ｜ｂｐ
ｄ( )ｘ

２
ｐ
＝
Ｏ（１）＋‖Ｕε‖

２

∫Ω
｜ｕε ｜

ｐ

｜ｘ｜ｂｐ
ｄ( )ｘ

２
ｐ
＝

Ｏ（１）＋ｋ－２ε Ｓ
ｐ
ｐ－２

Ｏ（１）＋ｋ－２ε Ｓ
２
ｐ－２
＝Ｓ＋Ｏ（ｋ２ε）＝Ｓ＋Ｏε

４
ｐ－( )２ ，

这样（１）就得以证明。

（２）当 ｜ｘ｜≤ Ｒ时，ｕε ＝Ｕε，直接计算得：Ｕε ＝｜ｘ｜
－ｒ′－１（ε

２＋｜ｘ｜（ｐ－２）β）
ｐ
２－ｐ｛［β－（珔槡μ －ａ）］ε

２－

［β＋（珔槡μ －ａ）］｜ｘ｜
（ｐ－２）β｝，所以

∫Ω ｜ｕε ｜ｄｘ＝
Ｏ（１）＋∫｜ｘ｜≤Ｒ

｜ｘ｜－ｒ′－１（ε２＋｜ｘ｜（ｐ－２）β）
ｐ
２－ｐ｜［－β＋（珔槡μ －ａ）］ε

２＋［β＋（珔槡μ －ａ）］｜ｘ｜
（ｐ－２）β ｜ｄｘ＝

Ｏ（１）＋ωＮ∫
Ｒ

０ρ
α＋β＋珔槡μ（ε

２＋ρ
（ｐ－２）β）

ｐ
２－ｐ｜［－β＋（珔槡μ －ａ）］ε

２＋［β＋（珔槡μ －ａ）］ρ
（ｐ－２）β ｜ｄρ≤
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Ｏ（１）＋Ｃ∫
Ｒ

０ρ
ａ＋珔槡μ－βｄρ。

因为 ａ＋ 珔槡μ －β ＞０，所以∫Ω ｜ｕε ｜ｄｘ＝Ｏ（１），于是

∫Ω ｜νε ｜ｄｘ＝∫Ω
｜ｕε ｜ｄｘ

∫Ω
｜ｕε ｜

ｐ

｜ｘ｜ｂｐ
ｄ( )ｘ

１
ｐ
＝ Ｏ（１）
Ｏ（１）＋ｋ－１ε Ｓ

１
ｐ－２
＝Ｏε

２
ｐ－( )２ ，

这样（２）得以证明。
（３）下面用ωＮ表示ＲＮ中单位球的表面积，则可得

∫Ω ｜ｕε ｜ｒｄｘ＝Ｏ（１）＋ωＮ∫
Ｒ

０ρ
Ｎ－１－ｒｒ′（ε

２＋ρ
（ｐ－２）β）－

２
ｐ－２ｒｄρ ＝

Ｏ（１）＋ωＮε－
４ｒ
ｐ－２＋

２
（ｐ－２）β

（Ｎ－ｒｒ′）∫
Ｒε
－ ２
（ｐ－２）β

０ ρ
Ｎ－１－ｒｒ′（１＋ρ

（ｐ－２）β）－
２
ｐ－２ｒｄρ。

（ⅰ）如果 ｒ＝
Ｎ

β＋（珔槡μ －ａ）
，则

－ ４ｒ
ｐ－２＋

２
（ｐ－２）β

（Ｎ－ｒｒ′）＝０，

－２βｒ＋Ｎ－１－ｒｒ′＝Ｎ－１－ｒ［β＋（珔槡μ －ａ）］＝－１，
于是

∫Ω ｜ｕε ｜ｒｄｘ＝Ｏ（１）＋ωＮ∫
Ｒε
－ ２
（ｐ－２）β

０ ρ
Ｎ－１－ｒｒ′（１＋ρ

（ｐ－２）β）－
２
ｐ－２ｒｄρ≤

Ｏ（１）＋ωＮ∫
Ｒε
－ ２
（ｐ－２）β

１

１
ρ
ｄρ ＝Ｏ（１）＋Ｏ（｜ｌｎε｜），

进一步有∫Ω ｜νε ｜ｒｄｘ＝Ｏ（ε
２ｒ
ｐ－２ ｜ｌｎε｜）。

（ⅱ）如果１≤ ｒ＜
Ｎ

β＋（珔槡μ －ａ）
，则有

－２βｒ＋Ｎ－１－ｒｒ′＞－１，

∫Ω ｜ｕε ｜ｒｄｘ＝Ｏ（１）＋ωＮ∫
Ｒ

０ρ
Ｎ－１－ｒｒ′（ε

２＋ρ
（ｐ－２）β）－

２
ｐ－２ｒｄρ≤

Ｏ（１）＋ωＮ∫
Ｒ

０ρ
－２βｒ＋Ｎ－１－ｒｒ′ｄρ ＝Ｏ（１），

于是就有∫Ω ｜νε ｜ｒｄｘ＝Ｏ（ε
２ｒ
ｐ－２）。

（ⅲ）如果
Ｎ

β＋（珔槡μ －ａ）
＜ｒ＜２，可得

－ ４ｒ
ｐ－２＋

２
（ｐ－２）β

（Ｎ－ｒｒ′）＜０，

－２βｒ＋Ｎ－１－ｒｒ′＜－１。
此时

∫Ω ｜ｕε ｜ｒｄｘ＝Ｏ（１）＋ωＮε－
４ｒ
ｐ－２＋

２
（ｐ－２）β

（Ｎ－ｒｒ′）∫
∞

１ρ
Ｎ－１－ｒｒ′ １＋ρ

（ｐ－２）( )β － ２ｐ－２ｒｄρ ＝Ｏ（ε
－４ｒｐ－２＋

２（Ｎ－ｒｒ′）
（ｐ－２）β），

于是就有∫Ω ｜νε ｜ｒｄｘ＝Ｏ（ε
２ｒ
ｐ－２－

４ｒ
ｐ－２＋

２（Ｎ－ｒｒ′）
（ｐ－２）β）＝Ｏ（ε

２
（ｐ－２）β

（Ｎ－ｒ（珔槡μ－ａ））），这样（３）得以证明。

（４）对于１≤ ｑ＜ｐ＝
２Ｎ
Ｎ－２ｄ，０≤ ｔ＜（１＋ａ）ｑ＋ｎ１－

ｑ( )２ ，

∫Ω
｜ｕε ｜

ｑ

｜ｘ｜ｔ
ｄｘ＝Ｏ（１）＋ωＮ∫

Ｒ

０ρ
Ｎ－１－ｔ－ｑｒ′（ε

２＋ρ
（ｐ－２）β）－

２
ｐ－２ｑｄρ ＝

第２期 何少通，等：一类含位势ＳｏｂｏｌｅｖＨａｒｄｙ极值函数的估计 ３１



Ｏ（１）＋ωＮε－
４ｑ
ｐ－２＋

２
（ｐ－２）β

（Ｎ－ｔ－ｑｒ′）∫
Ｒε
－ ２
（ｐ－２）β

０ ρ
Ｎ－１－ｔ－ｑｒ′（１＋ρ

（ｐ－２）β）－
２
ｐ－２ｑｄρ。

（ⅰ）若 ｑ＝
Ｎ－ｔ

β＋（珔槡μ －ａ）
，则 － ４ｑｐ－２＋

２
（ｐ－２）β

（Ｎ－ｔ－ｑｒ′）＝０且

－２βｑ＋Ｎ－１－ｔ－ｑｒ′＝Ｎ－ｔ－１－ｑ［β＋（珔槡μ －ａ）］＝－１，
所以

∫Ω
｜ｕε ｜

ｑ

｜ｘ｜ｔ
ｄｘ＝Ｏ（１）＋ωＮ∫

Ｒε
－ ２
（ｐ－２）β

０ ρ
Ｎ－１－ｔ－ｑｒ′（１＋ρ

（ｐ－２）β）－
２
ｐ－２ｑｄρ≤

Ｏ（１）＋ωＮ∫
Ｒε
－ ２
（ｐ－２）β

１

１
ρ
ｄρ ＝Ｏ（１）＋Ｏ（｜ｌｎε｜），

因而∫Ω
｜νε ｜

ｑ

｜ｘ｜ｔ
ｄｘ＝Ｏ（ε

２ｑ
ｐ－２ ｜ｌｎε｜）。

（ⅱ）若１≤ ｑ＜
Ｎ－ｔ

β＋（珔槡μ －ａ）
，则

－２βｑ＋Ｎ－１－ｔ－ｑｒ′＞－１，

∫Ω
｜ｕε ｜

ｑ

｜ｘ｜ｔ
ｄｘ＝Ｏ（１）＋ωＮ∫

Ｒ

０ρ
Ｎ－１－ｔ－ｑｒ′（ε

２＋ρ
（ｐ－２）β）－

２
ｐ－２ｑｄρ≤

Ｏ（１）＋ωＮ∫
Ｒ

０ρ
－２βｑ＋Ｎ－１－ｔ－ｑｒ′ｄρ ＝Ｏ（１），

故有∫Ω
｜νε ｜

ｑ

｜ｘ｜ｔ
ｄｘ＝Ｏ（ε

２ｑ
ｐ－２）。

（ⅲ）若
Ｎ－ｔ

β＋（珔槡μ －ａ）
＜ｑ＜ｐ，这里 ｐ＝ ２Ｎ

Ｎ－２ｄ，则 －
４ｑ
ｐ－２＋

２
（ｐ－２）β

（Ｎ－ｔ－ｑｒ′）＜０且

－２βｑ＋Ｎ－１－ｔ－ｑｒ′＜－１，
于是

∫Ω
｜ｕε ｜

ｑ

｜ｘ｜ｔ
ｄｘ＝Ｏ（１）＋ωＮε－

４ｑ
ｐ－２＋

２
（ｐ－２）β

（Ｎ－ｔ－ｑｒ′）∫
∞

１ρ
Ｎ－１－ｔ－ｑｒ′（１＋ρ

（ｐ－２）β）－
２
ｐ－２ｑｄρ ＝

Ｏ（１）＋Ｏ（ε－
４ｑ
ｐ－２＋

２
（ｐ－２）β

（Ｎ－ｔ－ｑｒ′）），

故有 ∫Ω
｜νε ｜

ｑ

｜ｘ｜ｔ
ｄｘ＝Ｏ（ε

２
（ｐ－２）β

（Ｎ－ｔ－ｑ（珔槡μ－ａ）））。

这样（４）得以证明。
（５）的证明与（４）类似。
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